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Au commencement du progr�es r�ecent de la th�eorie des fonctions

analytiques de plusieurs variables, F. Hartogs a d�ecouvert que tout do-

maine d'holomorphie1 est un domaine psudoconvexe. Ces 2 notions

sont devenues extrêmement importantes d'apr�es le d�eveloppement de la

th�eorie; le probl�eme r�eciproque reste cependant �a peu pr�es libre même

aujourd'hui. Nous traiterons ce probl�eme dans la pr�esente Note; o�u nous

placerons pour la simplicit�e �a l'espace de 2 variables complexes, mais la

conclusion s'appliquera, je crois, �a un nombre quelconque de variables.

l. Dans l'espace des 2 variables complexes x; y, consid�erons un do-

maine univalent et �ni D. Nous l'appellerons pseudoconvexe, si l'ensem-

ble compl�ementaire E de D satisfait au th�eor�eme de la continuit�e au

voisinage d'un point �ni quelconque P , et encore si ceci admet toute

transformation pseudoconforme biunivoque au voisinage de P ; dont la

premi�ere condition veut dire que: lorsque l'on trace une hypersph�ere

suÆsamment petite autour de P , et prend arbitrairement dans la hyper-

sph�ere un point (a; b) et une circonf�erence de la forme, x = a; jy�bj = r,

si (a; b) appartient �a E, sans l'être pour aucun point de la circonf�erence,

on peut trouver un nombre positif d de fa�con que, �a tout x0 dans jx�aj <

d, corresponde dans jy�bj < r au moins un y0 tel que (x0
; y

0) appartienne

�a E. Alors :

Th�eor�eme. Dans l'espace de 2 variables complexes, tout domaine

pseudoconvexe univalent et �ni est un domaine d'holomorphie.

La d�emonstration sera donn�ee dans un M�emoire ult�erieur. Dans ce

qui suit, nous en exposerons tout rapidement la partie essentielle.

2. Nous allons construire un domaine pseudoconvexe � satisfaisant

aux conditions un peu compliqu�ees, �a partir de 2 domaines d'holomorphie

empi�etant l'un sur l'autre. Consid�erons dans l'espace (x; y) un domaine

univalent et born�e D et 3 hyperplans de la forme x1 = a; x1 = a1; x1 =

a2, que nous d�esigneron par L; L1; L2, respectivement, o�u x1 repr�esente

la partie r�eelle de x et a2 < a < a1. Supposons D travers�e par cha-

cun des hyperplans, et d�esignons les parties de D au côt�e gauche de L1,

1Un domaine est appel�e domaine d'holomorphie, s'il l'est pour une au moins des

fonctions.
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au cêt�e droit de L2 et entre L1 et L2 par D1; D2 et D3, respectivement.

Supposons d'abord que toute composante continue des ensembles D1; D2

soit un domaine d'holomorphie. Ensuite, pour les fonctions holomorphes

Xj(x; y) (j = 1; 2; : : : ; �) dans D3 :

1o. Supposons que l'ensemble des points de D3 satisfaisant �a

jXj(x; y)j � 1 (j = 1; 2; : : : ; �)

n'ait pas de point au voisinage de l'intersection de la fronti�ere de D avec

L.

2o. Supposons que, pour un nombre positif " suÆsamment petit

et pour tout j de 1; 2; : : : ; �, l'enemble des points de D3 satisfaisant �a

jXj(x; y)j > 1� " n'ait pas de point au voisinage de L1, ni de L2.

3o. Les points de D qui n'appartiennent pas �a D3, ou bien satisfont

�a jXj(x; y)j < 1 (j = 1; 2; : : : ; �) constituent un ensemble ouvert, d'apr�es

l'hypoth�ese pr�ec�edente. Supposons que cet ensemble admette une com-

posante continue � s'�etendant du côt�e gauche de L2 au côt�e droit de

L1.
2

4o. Supposons que l'on ait identiquement

(Xj �X
0

j )R = (x� x0)Pj + (y � y0)Qj (j = 1; 2; : : : ; �)

quaud (x; y) 2 D3; (x0; y0) 2 D3, o�u X
o
j exprime Xj(x0; y0), Pj ; Qj et R

sont les fonctions holomorphes des variables x; y; x0; y0 et sp�ecialement,

R se r�eduit �a 1 pour x = x0; y = y0.
3

5o. Supposons pour toute Xj que le nombre des points satisfaisant

�a
@Xj

@y
= 0; x1 = a; jXj(x; y)j = 1

2Ces 3 hypoth�eses s'appuient sur le th�eor�eme de H. Cartan{P. Thullen que tout
domaine d'holomorphie �ni est convexe par rapport aux fonctions holomorphes dans

le domaine. Voir: H. Cartan et P. Thullen, Math. Ann., 1932.
3Pour cette hypoth�ese, voici la proposition: Soit D un domaine d'holomorphie

univalent et �ni �a 1'espace (x; y). Etant donn�es un nombre positif " et un domaine

univalent et born�e D0 contenu avee sa fronti�ere dans D, on peut trouver une fonction

holomorphe R des variables x; y; x0; y0 dans (x;y) 2 D0; (x0; y0) 2 D0, se r�eduisant
�a 1 pour x = x0; y = y0, de fa�con que, �a toute fonction holomorphe f(x; y) dans D,

corresponde une fonction holomorphe '(x; y) satisfaisant toujours �a

jf � 'j < "; ('� '0)R = (x� x0)P + (y � y0)Q

dans D0, dont '0 signi�e '(x0; y0), et P et Q sont des fonctions holomorphes des

variables x; y; x0; y0. |On peut le d�emontrer en vertu du th�eor�eme pr�ec�edent de H.
Cartan{P. Thullen, d'un th�eor�eme de A. Weil et d'un th�eor�eme de l'auteur. Pour

les 2 derniers th�eor�emes, voir: K. Qka, J. Sci. Hirosima Univ., 1936, No.4; et 1937,

Th�eor�eme I.
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soit �ni au plus �a l'int�erieur de D3.

6o. Nous d�esignerons la vari�et�e analytique x1 = a; jXj(x; y)j = 1

d�e�nie dans D3 par �j . D'apr�es l'hypoth�ese pr�ec�edente, toute �j est �a 2

dimensions au plus. Supposons que toutes les intersections des vari�et�es

�j et �k (j 6= k) soient �a 1 dimension au plus.

Le domaine � ainsi construit est pseudoconvexe. Nous d�esignerons

les parties de � au côt�e gauche de L, au côt�e droit de L et entre L1 et

L2 par �1;�2 et �3, respectivement. Toute composante continue des

ensembles �1;�2;�3 est un domaine d'holomorphie.

3. Soit S l'ensemble de points consistant de la partie de L dans � et

des points d'accumulation; S est contenu dans D3, d'apr�es l'hypoth�ese

1. Soit � la fronti�ere de S (consid�er�e comme ensemble sur L); � se situe

sur la somme de �j (j = 1; 2; : : : ; �); la partie de � sur �j sera d�esign�ee

par �j . Les �j sont �a 2 dimensions au plus; les intersections des vari�et�es

�j et �k (j 6= k) sont �a 1 dimension au plus, d'apr�es l'hypoth�ese 6.

Dans cette circonstance, '(x; y) �etant une fonction holomorphe

quelconque dans un certain ensemble ouvert contenant S, consid�erons

l'int�egrale double, �etendue sur la partie �a 2 dimensions de �,

I(x0; y0) =
�1

4�2

X
j

Z
�j

 j(x; y; x0; y0)'(x; y)dxdy (j = 1; 2; : : : ; �);

 j(x; y; x0; y0) =
Qj

(x� x0)(Xj �X
0

j )
:
4

Quand (x; y) 2 �j ;  j �etant holomorphe dans (x0; y0) 2 �3 except�e �a L,

il en est de même pour I(x0; y0). Soit I1(x0; y0) la partie de I(x0; y0) au

côt�e gauche de L, et I2 celle du côt�e droit; on trouve facilement, d'apr�es

4Nous en expliquerons quelques points. Sur chaque �j, @Xj=@y ne s'annule pas,

sauf peut-être �a un nombre �ni de points, d'apr�es l'hypoth�ese 5. Prenons un point

quelconque P sur �j, en dehors des points exceptionnels. Au voisinage de P , nous

pouvons repr�esenter la vari�et�e �j �a l'aide des param�etres r�eels u; v, sous la forme x =

x(u; v); y = y(u; v), o�u les deuxi�emes membres sont des s�eries enti�eres des variables

u; v; et cela de telle fa�con que (x; y) et (u; v) soient en correspondance biunivoque;

dont (u; v) sera consid�ere pour point du plan, au moyen des axes r�ectangulaires usuels.

A la fronti�ere de �j correspondent des arcs analytiques d'un nombre �ni sur le plan.
Soit x2 la partie imaginaire de x, �j l'argument de Xj(x;y); choisissons (u; v) de fa�con

que @(x2; �j)=@(u; v) > 0; et nous aurons par d�e�nition

Z
�j

 j'dxdy =

Z Z
 j'

@(x; y)

@(u; v)
dudv

au voisinage du point P , le deuxi�eme membre �etant une int�egrale double �etendue sur

la partie du plan (u; v) correspondant �a la partie �a 2 dimension de �j.
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l'hypoth�ese 6, que I1 et I2 peuvent se prolonger analytiquement un peu,

passant par L dans �3, de fa�con que I1 � I2 = '.

Nous allons modi�er  j . Soit �0

j la partie de �j sur jXp(x; y)j �

1 (p = 1; 2; : : : ; �; p 6= j); �0

j contient �j . Construisons un ensemble

ouvert Vj contenant �
0

j , suÆsamment voisin de �0

j et tel que toutes ses

composantes continues soient des domaines d'holomorphie. Vj exists

certainement, puisque �0

j est contenu dans D3 d'apr�es l'hypoth�ese 1.

Comme le premier probl�eme de Cousin est toujours r�esoluble dans

un domaine d'holomorphie univalent et �ni5, nous pouvons trouver,

d'apr�es l'hypoth�ese 2, une fonction m�eromorphe �j(x; y; x0; y0) dans

(x; y) 2 Vj ; (x0; y0) 2 D1 de fa�con qu'elle admette les même pôles que

 j quand (x0; y0) 2 D3 et soit holomorphe quand (x0; y0) 62 D3.

�j �  j est holomorphe dans (x; y) 2 Vj ; (x0; y0) 2 D3. D3

�etant convexe par rapport aux fonctions holomorphes dans D1, pour un

nombre positif donn�e ", nous pouvons trouver une fonction holomorphe

	j(x; y; x0; y0) dans (x; y) 2 Vj ; (x0; y0) 2 D1, telle que j�j� j�	j j <

" dans (x; y) 2 V
0

j ; (x0; y0) 2 D
0

3
, dont V 0

j est un ensemble ouvert su�-

isamment voisin de Vj , contenu avec sa fronti�ere dans Vj et donn�e �a

priori, et D0

3
celui de D3

6.

Nous avons ainsi acquis les fonctions �j et 	j par rapport �a D1.

Posons Aj = �j � 	j �  j . Construisons pareillement des fonctions Bj

pour D2; et consid�erons, au lieu de I(x0; y0), les int�egrales suivantes :

J1(x0; y0) =
�1

4�2

X
j

Z
�j

( j +Aj)'(x; y)dxdy;

J2(x0; y0) =
�1

4�2

X
j

Z
�j

( j + Bj)'(x; y)dxdy (j = 1; : : : ; �):

J1(x0; y0) est holomorphe dans �1, puisqu'il en est ainsi pour toute

 j + Aj quand (x; y) 2 �j ; et pareillement, J2(x0; y0) est holomorphe

dans �2. Ces fonctions peuvent se prolonger analytiquement un peu,

passant par L dans � et satisfont alors �a la relation

J1(x0; y0)� J2(x0; y0) = '(x0; y0)�
1

4�2

X
j

Z
�j

(Aj �Bj)'(x; y)dxdy

(j = 1; : : : ; �).

Posons f = J1 � J2; de la relation, il s'ensuit que f est holomorphe en

tout point de S.

5Voir: K. Oka, J. Sci. Hirosima Univ., 1937, No. 5.
6Voir:K.Oka, cit�e plus haut.
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Consid�erons maintenant f comme donn�ee et ' comme inconnue

dans la relation, et nous aurons une �equation int�egrale de Fredholm de

seconde esp�ece. En choisissant le nombre " suÆsamment petit, nous

trouvons donc '(x; y) demand�ee, holomorphe en tout point de S. D'o�u,

il en r�esulte que :

Dans la condition de No.2, �etant donn�ee une fonction uniforme

f(x; y) holomorphe en tout point de la fronti�ere commune S des ensem-

bles �1 et �2, on peut trouver 2 fonctions holomorphes F1(x; y); F2(x; y)

dans �1 et dans �2, respectivement, telles qu'on puisse les prolonger

analytiquement un peu, passant par L dans � et que l'on ait alors, iden-

tiquemant : F1(x; y)� F2(x; y) = f(x; y).|Ceci nous donne le point de

d�epart.
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