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Introduction.1| P. Cousin le premier s'est pos�e de trouver des

fonctions m�eromorphes qui aient les pôles et points d'ind�etermination

donn�es, et des fonctions holomorphes admettant les z�eros donn�es; que

nous appellerons, avec M. H. Cartan,2 premier et deuxi�eme probl�emes de

Cousin, respectivement. Ces deux probl�emes intimement reli�es di��erent

d'ailleurs plus profond�ement qu'il ne semble tout d'abord. Le premier

probl�eme est toujours r�esoluble pour les domaines univalents d'holomor-

phie sans point �a l'in�ni, comme nous l'avons vu dans le m�emoire pr�ec�e-

dent; mais le même r�esultat n'est plus expectatif pour le deuxi�eme

probl�eme, par exemple; car il existe e�ectivement des domaines du car-

act�ere contraire.3 Dans le pr�esent M�emoire, nous essayerons d'extraire

ce qui caract�erise le deuxi�eme probl�eme.

Voici un exemple dont l'auteur est parti: Consid�erons dans l'espace

des trois variables r�eelles x; y et z le cylindre D et le segment L,

(D) x
2 + y

2
< 1; jzj < 2;

　 (L) x = y = 0; jzj � 1;

1Pour la bibliographie du probl�eme actuel, nous nous contentons de renvoyer le

lecteur �a ce qui suit :

H. Behnke et P. Thullen. Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Ver�ander-

lichen. 1934.

H. Behnke et K. Stein. Analytische Funktionen mehrerer Ver�anderlichen zu vor-
gegebenen Null- und Polstellen
�achen. Jbr. Deutseh. Math.-Vereinig., 1937.

2H. Cartan. Les probl�emes de Poincar�e et de Cousin pour les fonctions de plusieurs

variables complexes. C. R. Acad. Sci., Paris, 1934.
�A l'�egard de ce m�emoire, l'auteur avoue que le th�eor�eme I expos�e dans le M�enmoire

I doit �etre attribu�e �a lui.
3On trouvera un exemple concret dans le m�emoire suivant :
T. H. Gronwall. On expressibility of uniform functions of several complex variables

as quotient of two functions of entire character. Amer. Math. Soc. Trans., 1917.

Nous montrerons dans la suivante un nouvel exemple tout simple.
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il existe une in�nit�e de fonctions continues, F (x; y; z), bien d�e�nies dans

D, qui s'annulent pour tout point de L sans l'être �a l'ext�erieur. Mais, un

mode purement g�eom�etrique comme celui-ci n'est pas celui qui d�e�nit des

z�eros dans le deuxi�eme probl�eme de Cousin; ajoutons donc la condition

suivante :

F (x; y; 0) = (x+ iy)�(x; y) pour x
2 + y

2
< �

2
;

i �etant l'unit�e imaginaire, �(x; y) une fonction continue et non-nulle, et �

un nombre positif quelque petit qu'il soit; et on trouvera que F n'existe

plus.

Cet exemple, particuli�erement int�eressant quand on l'associe �a la

nature dite plus haut du deuxi�eme probl�eme de Cousin, nous pousse �a

�etendre ce probl�eme jusqu'au champ de fonctions continues. Ceci sera

r�ealis�e sans diÆcult�e, en d�e�nissant l'�equivalence des fonctions contin-

ues tout comme des fonctions holomorphes. La condition pour que le

probl�eme ainsi g�en�eralis�e soit toujours r�esoluble dans un domaine donn�e

est �evidemment topologique. Laissant de côt�e le cas o�u les z�eros donn�es

remplissent une portion de l'espace, nous l'�etudierons pour les domaines

cylindriques univalents �a l'espace �ni de plusieurs variables complexes et

trouverons qu'il faut et qu'il suÆt pour cela que toutes les projections du

domaine donn�e sur les plans des variables soient simplement connexes,

sauf une au plus.

Lorsqu'on d�e�nit analytiquement des z�eros par le mode habituel

dans un domaine univalent D �a l'espace �ni de plusieurs variables com-

plexes, il se pr�esente �a la fois le probl�eme de Cousin et le probl�eme

g�en�eralis�e; entre eux il y a la relation que voici : Quand D est un

domaine d'holomorphie, s'il existe une solution non-analytique, les so-

lutions analytiques le sont aussi. Ceci est le r�esultat que nous avons

voulu.4

D'apr�es ceux qui pr�ec�edent, nous trouvons que le deuxi�eme probl�eme

de Cousin est toujours r�esoluble dans le domaine d'holomorphie D, si

on peut le repr�esenter topologiquement sur un domaine cylindrique du

caract�ere indiqu�e plus haut.

4Pour l'�etablir, nous ferons usage de quelques r�esultats expos�es dans les deux
m�emoires pr�ec�edents :

I{Domains convexes par rapport aux fonctions rationnelles. Ce Journal, 1936.

II{Domains d'holomorphie. Ce Journal, 1937.
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Solutions non{analitiques.

1 . D�e�nitions. | Nous allons �etendre le deuxi�eme probl�eme de

Cousin au champ de fonctions non-analytiques.

Consid�erons dans un espace de plusieurs variables r�eelles le domaine

D, et dans lequel deux fonctions continues, f1 et f2.
5 Si ces fonctions

satisfont dans D �a une relation de la forme, f1 = f2�; � �etant une

fonction continue et non-nulle, elles seront appel�ees �equivalentes dans

le domaine.6 Deux fonctions continues au voisinage d'un point P �a

l'espace �ni seront appel�ees �equivalentes en P , si l'on peut trouver une

hypersph�ere de centre P dans laquelle les fonctions soient �equivalentes.

Consid�erons dans le domaine D un m�ecanisme comme suivant:

pour tout point P du domaine, il correspond une hypersph�ere (
) de

centre P et une fonction continue f dans (
), et cela de telle fa�con

que pour toute paire de hypersph�eres contigu�es, les fonctions correspon-

dantes soient �equivalentes dans la partie commune; dont f sera appel�ee

fonction attach�ee au point P . Dans ces conditions, proposons-nous de

trouver une fonction continue F dans D, �equivalente en tout point P du

domaine �a la fonction attach�ee �a P . Nous disons que la fonction F , si

elle existe, admet les z�eros donn�es.

Or, le probl�eme ainsi g�en�eralis�e n'est pas n�ecessairement r�esoluble

même dans une sph�ere.7 Pour l'�eviter, nous abandonnerons une fois pour

toutes le cas o�u les z�eros donn�es remplissent une portion de l'espace.

�A l'�egard de la convention, faisons une remarque. Soit F1; F2 deux

fonctions continues dans le domaine D, �equivalentes en tout point de

5Dans le pr�esent M�emoire, les domaines seront sous-entendus être univalents et
dans un espace �ni, et les fonctions être uniformes, pourvu que la r�eciproque ne soit

pas indiqu�ee explicitement.
6Nous appliquerons la même d�e�nition �a deux fonctions continues sur un ensemble

quelconque de points dans l'espace �ni.
7En e�et, consid�erons dans l'espace des trois variables r�eelles x; y; z deux sph�eres

de centre (0; 0; 1) et (0; 0;�1) et de rayon 1. On peut trouver une in�nit�e de fonc-

tions continues et r�eelles dans l'espace �ni, qui s'annulent dans chacune des sph�eres,

sans l'être �a l'ext�erieur de toutes les deux. Soit  (x; y; z) une des fonctions. Nous

attacherons en tout point (x; y; z) de l'espace �ni une sph�ere (
) autour du point et
de rayon � et une fonction f(x; y; z) de telle mani�ere que :

f(x;y; z) =  (x; y; z) pour jzj � 1;

f(x;y; z) = (x+ iy) (x; y; z) pour jzj< 1;

i �etant l'unit�e imaginaire. Pour le rayon � suÆsamment petit, la condition d'�equiva-

lance est sans doute remplie, mais il n'existe aucune fonction continue admettant les

z�eros donn�es dans la sph�ere de centre ((0)) et de rayon 3.

3



D. Ces fonctions ne sont pas en g�en�eral �equivalentes dans le domaine;8

mais, elles le sont certainement, si l'ensemble de points pour lesquels

elles s'annulent n'admet aucun point int�erieur. En e�et, F1 et F2 �etant

�equivalentes en un point P de D, on trouve la relation F1 = F2� au

voisinage de P , � �etant continue et non-nulle. Or, grâce �a l'hypoth�ese, �

est d�etermin�ee uniquement au voisinage de P ; et ceci pour tout P dans

D. D'o�u, il s'ensuit l'�eguivalence globale.

Consid�erons des z�eros (z) dans le domaine D, et repr�esentons D sur

un autre domaine D
0 dans le même espace par une transformation bi-

univoque et bicontinue. Le m�ecanisme d�e�nissant (z) est alors transport�e

dans D0, et engendre �evidemment des nouveaux z�eros dans D0, soit (z0).

Dans cette circonstance, si notre probl�eme est r�esoluble pour D et (z),

il l'est sans doute pour D0 et (z0), et r�eciproquement. Ainsi, le probl�eme

g�en�eralis�e admet les transformations topologiques.

2. Exemple. | Consid�erons l'espace des deux variables complexes

x; y, et dans lequel un domaine cylindrique (�;�0) de la forme

r < jxj < 1; r
0
< jyj < 1;

o�u la somme des rayons, r+r0 sera suppos�ee plus grande que 1. La surface

caract�eristique y = x� 1 se d�ecompose dans (�;�0) en deux morceaux,

dont l'un est situ�e au-dessus des axes r�eels, et l'autre au-dessous d'eux;

soit (�) le premier morceau.

Supposons une fonction continue F (x; y) dans (�;�0), �equivalente �a

f(x; y) = y � x + 1 au voisinage de (�) et �equivalente �a 1 �a l'ext�erieur

de (�). Consid�erons dans la couronne �0 les points �1 et �2, dont �1 est

situ�e sur l'axe r�eel et positif, et �2 sur l'axe r�eel et n�egatif; tra�cons dans

la couronne �0 une circonf�erence C0 autour de l'origine. Comme F (�1; y)

ne s'annule pas sur C0, on peut calculer la variation de l'argument de

F sans ambigu��t�e, lorsque le point y trace C0 une fois, au sens positif;

que nous d�esignerons par V (F; �1);
9 nous appliquerons la notation au

cas g�en�eral. On pout calculer pareillement V (F; �2). Soit x
0 un point de

� situ�e au-dessous de l'axe r�eel, mains d'ailleurs quelconque; F (x0; y) ne

s'annule jamais dans �0; d'o�u il r�esulte que

V (F; �1) = V (F; �2):

8Les deux fonctions  (x; y; 1) et (x+ iy) (x; y; 1) sont �equivalentes en tout point

du cercle x2 + y
2
< 2 ; mains elles ne sont pas ainsi dans le cercle.

9Ceci est �evidemment �ni.
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D'un autre côt�e, soit A l'ensemble de poins de �, situ�es au-dessus

de l'axe r�eel ou sur lui; puisque les fonctions F (x; y) et f(x; y) sont

�equivalentes en tout point de (A;�0), il existe une fonction �(x; y) con-

tinue et non-nulle sur (A;�0) et telle qu'on y ait identiquement F = f�.

Pour cette �, on a

V (�; �1) = V (�; �2):

Quant �a f , puisque elle est �egale �a y � x+ 1,

V (f; �1) = 2�; V (f; �2) = 0

) V (f; �1) = V (f; �2) + 2�:

Ceci contredit l'�egalit�e �etablie plus haut; donc, F n'existe pas. Nous

avons ainsi vu que le probl�eme g�en�eralis�e n'est pas n�ecessairement r�eso-

luble dans le domaine (�;�0).

Remarque|Nous avons retrouv�e �a la fois que le deuxi�eme probl�eme

de Cousin n'est pas toujours r�esoluble même dans un domaine d'holo-

morphie.

3. Probl�eme g�en�eralis�e dans un domaine cylindrique.|Pour

�eviter la complication d'intervenir d�es l'abord, nous �etudierons cette fois

le probl�eme g�en�eralis�e dans les domaines cylindriques.

A l'espace des n variables complexes x1; x2; : : : ; xn, consid�erons

le domaine cylindrique (X1; X2; : : : ; Xn), Xi �etant un domaine sur le

plan xi; nous le d�esignerons simplement par ((X)). Or, de l'exemple

pr�ec�edent, il s'ensuit imm�ediatement que, si deux au moins des Xi sont

multiplement connexes, le probl�eme g�en�eralis�e n'est pas n�ecessairement

r�esoluble. Supposons donc que tous les Xi soient simplement connexes,

sauf un au plus, toujours dans ce qui suit; et demandons-nous si le

probl�eme est r�esoluble pour ((X)).

1o.|Sur le plan x1, tra�cons le r�ectangle R, que nous d�ecomposerons

en petits r�ectangles �egaux (!i) par deux syst�emes de lignes droites par-

all�eles aux côt�es de R. Soit A1 un domaine ferm�e consistant d'un ou

plusieurs de (!i) et des contours, soit A2 un domaine ferm�e consistant

d'un des (!i) contigus �a A1 et du contour. Nous d�esignerons la fronti�ere

commune de A1 et A2 par L, et le domaine ferm�e consistant de A1 et

A2 par A. Dans l'espace (x2; x3; : : : ; xn), tra�cons un domaine B.

Dans la suivante, nous sous-entendrons que le point (x2; : : : ; xn) se

situe dans le domaine B. Soit f1; f2 deux fonctions continues des n vari-

ables xi, d�e�nies au voisinage de A1
10 et �a celui de A2, respectivement,

10C'est-�a-dire, dans un certain domaine contenant A1.
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et globalement �equivalentes au voisinage de L. Dans cette condition, on

peut trouver une fonction continue des n variables xi, d�e�nie au voisi-

nage de A, et �equivalente �a l'une au mains des fonctions donn�ees en tout

point de A, si L ne co��ncide pas le contour entier du r�ectangle A2, et

encore si B est lin�eairement simplement connexe.

En e�et, les fonctions donn�ees f1; f2, �etant globalement �equivalentes,

satisfont �a la relation f1 = f2�, � �etant une fonction des n variables xi,

continue et non-nulle au voisinage de L. Proposons-nous de trouver

une fonction � des n variables, continue et non-nulle au voisinage du

r�ectangle ferm�e A2, et �egale �a � au voisinage de L.

Ceci serait g�en�eralement impossible, si L co��ncidait le contour en-

tier, ou bien si B �etait lin�eairement multiplement connexe.11 Mais, au

cas actuel, ceci est imm�ediat, puisque toute d�etermination de log� est

uniforme au voisinage de L. Posons au voisinage de A1

F ((x)) = f1((x));

et

F ((x)) = f2((x))�((x))

au voisinage de A2. La fonction F jouit �evidemment des propri�et�es

demand�ees. C.Q.F.D.

4. 2o.| �Etant donnes des z�eros (z) dans le domaine cylindrique

((X)), �a tout domaine � �a l'int�erieur de((X))12 correspond une fonction

continue admettant (z) pour z�eros dans le domaine �.

C'est la cons�equence imm�ediate de la proposition pr�ec�edente, puis-

pue tous les Xi sont suppos�es simplement connexes, sauf un au plus, et

encore que les z�eros donn�es sont suppos�es ne remplir aucune portion de

l'espace.

3o.|On peut trouver toujours une fonction continue admettant les

z�eros donn�es dans le domaine cylindrique ((X)).

C'est le prolongement de fonctions non-nulles du mode suivant qui

deviendra la question pour d�emontrer la proposition: Soit �(z) une fonc-

tion continue et non-nulle de la variable complexe z dans 1 � jzj � 2;

proposons-nous de prolonger �(z) jusqu'�a 0 < jzj <1, sans cesser d'être

continue et non-nulle. Ceci sera atteint en prolongeant la fonction, par

11Le premier cas est �evident. Pour le deuxi�eme cas un exemple sera donn�e im-

m�ediatement d'apr�es ce que nous avons vu au num�ero pr�ec�edent.
12Cela veut dire que � est contenu avec sa fronti�ere dans ((x)).
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exemple, le long de chaque demi-droite issue de l'origine, sans changer

les valeurs initiales.

Consid�erons dans l'int�erieur de chaque Xi, un domaine X 0

i
d�elimit�e

par une ou plusieurs courbes de Jordan simples ferm�ees et sans point

commun, de fa�con que chacune des courbes, si elle est entour�ee par une

autre, contienne au moins un point qui ne fait partie de Xi. On peut

construire le domaine cylindrique ((X 0)) de mani�ere qu'il contienne un

domaine donn�e �a priori dans l'int�erieur de ((X)). Nous aurons ainsi

une suite de domaines cylindriques ((Xp)) du caract�ere indiqu�e, (p =

1; 2; : : :), tendant vers ((X)); dont nous supposerons que chacun soit

contenu dans l'int�erieur du suivant.

Soit (z) les z�eros donn�es dans ((X)). En vertu de la proposition

pr�ec�edente, �a tout p correspond une fonction continue F ((x)) admet-

tant (z) pour z�eros au voisinage du domaine ferm�e ((Xp)). Il s'agit de

construire une fonction continue F ((x)) admettant les z�eros (z) dans le

domaine ((X)), que nous allons faire successivement comme ce qui suit:

Pour le domaine ferm�e ((X1)), posons

F ((x)) = F1((x))

Passons �a ((X2)). Les deux fonctions F1 et F2, �etant �equivalentes

sur ((X1)) ferm�e, satisfont �a la relation F1 = F2�; � �etant une fonction

continue et non-nulle sur ((X1)) ferm�e. On peut sans doute prolonger

cette fonction � jusqu'�a ((X)), sans perdre la propri�et�e. Soit � le pro-

longement; posons

F ((x)) = F2((x))�((x))

La nouvelle F est le prolongement continu de l'ancienne, elle admet

les z�eros donn�es au voisinage du domaine ferm�e ((X2)). R�ep�etant le

même proc�ed�e pour ((X3)); ((X4)); : : : ; nous obtiendrons la fonction

demand�ee. C.Q.F.D.

Lemme I|Soit ((X)) un domaine cylindrique univalent dans l'es-

pace �ni ((x)). Pour que le probl�eme g�en�eralis�e soit r�esoluble dans ((X)),

toujours except�e le cas dont les z�eros, donn�es remplissent une portion

de l'espace ((x)), il faut et il suÆt que tous les Xi soient simplement

connexes, sauf un au plus.
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Solutions analytiques.

5. D�e�nitons.|Nous �etudierons d�es maintenant le deuxi�eme prob-

l�eme de Cousin dans les domaines d'holomorphie �a l'aide de ce que nous

venons de voir.

Consid�erons le domaine D dans l'espace des n variables complexes

xi. Des z�eros (z) donn�es dans D seront appel�es analytiques, si �a tout

point de D, correspond une fonction holomorphe (des variables xi) ad-

mettant (z) pour z�eros au voisinage du point. Le deuxi�eme probl�eme de

Cousin consiste �a trouver une fonction holomorphe admettant les z�eros

analytiques donn�es dans D, dont les solutions seront par fois appel�ees

analytiques pour distinguer de celles du probl�eme g�en�eralis�e.

Introduisons la notion auxiliaire suivante: Des z�eros (z) donn�es dans

D seront appel�es balayables, s'il correspond pour tout point P de D,

une hypersph�ere (
) de centre P et une fonction continue f((x); t) sur

[(
); 0� t � 1], de telle fa�con que:

1o f(x); 0) admette (z) pour z�eros, et f((x); 1) soit non-nulle;

2o f((x); t) ne s'annule identiquement dans aucune portion �a (2n+1)

dimensions;

3o pour toute paire de hypersph�eres contigues (
1); (
2), les fonc-

tions correspondantes f1((x); t); f2((x); t) soient �equivalentes sur [(Æ); 0�

t � 1], (Æ) �etant la partie commune de (
1) et (
2).

La deuxi�eme condition est in�evitable, puisque sans cela, tous les

z�eros deviendraient balayables.13 Soient F1((x); t); F2((x); t) des fonc-

tions continues sur [�; 0 � t � 1], � �etant un domaine quelconque dans

D, et �equivalentes �a une au moins des fonctions f((x); t) lorsque ((x))

reste au voisinage d'un point quelconque de � et t sur l'intervalle ferm�e.

Grâce �a la même condition, il r�esulte alors que F1 et F2 sont globalement

�equivalentes sur [�; 0 � t � 1].

S'il existe une fonction continue admettant les z�eros donn�es dans

D, les z�eros sont n�ecessairement balayables. En e�et, soit F ((x)) la

solution. Posons

f((x); t) = (1� t)F ((x); t) + t;

et nous trouvons les trois conditions remplies.

C'est la r�eciproque dont nous nous occuperons dans la suivante.

13En e�et, soit f((x)) une quelconque des fonctions attach�ees, posons f((x); t) =

(1 � 3t)f((x)); = 0; = (3t� 2), selon que 0 � 3t � 1; 1 � 3t � 2; 2 � 3t � 3. Les

fonctions f((x); t) ainsi acquises satisfont aux premi�ere et troisi�eme conditions.
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6. Proposition pr�eliminaire.|De l'exemple expos�e dans l'intro-

duction, nous allons extraire une proposition dont nous ferons souvent

usage dans la suivante.

Soit D un domaine �a l'espace ((x)), et �((x)) une fonction continue

et non-nulle dans D. Nous appellerons �((x)) de satisfaire �a la coudition

(�) dans le domaine, s'il existe une fonction �((x); t) pour (D; 0 � t � 1),

continue non-nulle et telle que

�((x); 0) = �((x)); �((x); 1) = 1:

Si les log�((x)) sont uniformes dans D, la condition (�) est n�eces-

sairement remplie, pour l'aÆrmer il suÆt de poser

�((x); t) = e
(1�t) log�((x))

:

Supposons r�eciproquement que la condition (�) soit remplie pour la

fonction �((x)) dans le domaine D; soit �((x); t) une des fonctions qui le

r�ealisent. Tra�cons la courbe ferm�ee C dans D. Lorsque((x)) parcourt C

�a un sens d�etermin�e et t reste �a un point �xe de 0 � t � 1, la variation

de l'argument de �((x); t) sera calcul�ee sans ambigu��t�e puisque �((x); t)

ne s'annule jamais; nous d�esignerons la variation par V (t). Ceci est

une fonction continue de la variable t sur 0 � t � 1; les valeurs qu'elle

peut prendre sont discr�etes; elle est donc une constante, et sp�ecialement

V (0) = V (1).

Or, pour t = 1 on a identiquement � = 1, V (1) est donc �egale �a

z�ero, et V (0) l'est aussi; et ceci quel que soit C. Toute d�etermination de

log �((x)) est donc uniforme dans D.

Nous avons ainsi �etabli la proposition suivante: Pour que toute

d�etermination de log �((x)) soit uniforme dans D, il faut et il suÆt

que �((x)) remplisse la condition (�) pour D.

7. Z�eros balayables. 1o.|Retra�cons sur le plan x1 la �gure du

N
o 3: les rectangles R; (!i), les domains ferm�es A;A1; A2 et la froti�ere

commune L de A1 et A2. Consid�erons l'ensemble ferm�e � �a l'espace �ni

((x)).

Dans ce qui suit, nous sous-entendrons toujours que ((x)) reste au

voisinage de � et t sur l'intervalle ferm�e (0; 1). Soit f1 une fonction

continue des variables xi; t; (i = 1; 2; : : : ; n), au voisinage de A1 analy-

tique pour t = 0 et identique �a 1 pour t = 1. Soit f2 une fonction ayant

le même caract�ere au voisinage de A2. Supposons que f1 et f2 soient
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globalement �equivalentes au voisinage de L comme fonctions des n + 1

variables. Nous allons montrer que :

On peut trouver une fonction continue des n+ 1 variables ayant le

caract�ere indiqu�e au voisinage de A et �equivalentes �a une au moins des

fonctions donn�ees en tout point ((x)), t �etant sur (0; 1), si L ne co��ncide

pas le contour entier du r�ectangle A2, et encore si � appartient �a la

classes (P1)

En e�et, comme f1 et f2 sont globalement �equivalentes, on a la

relation

f1((x); t) = f2((x); t)�((x); t)

dont � est une fonction continue et non-nulle au voisinage de L; d'o�u, il

s'ensuit que �((x); 0) est analytique et �((x); 1) = 1. D'apr�es la proposi-

tion pr�ec�edente log�((x); 0) est donc uniforme, d�etermination �etant une

quelconque. Ainsi, log�((x); 0) est une fonction holomorphe au voison-

age de L; � est un ensemble de la classe (P1). Grâce �a ce que nous avons

vu au N9 3 du M�emoire I, on peut donc trouver deux fonctions holomor-

phes '((x); '((x)) au voisinage de A1 et �a celui de A2, respectivement,

ayant au voisinage de L la relation

'1((x))� '2((x)) = log�((x); 0):

Posons

f1((x); t)e
(t�1)('1+2k�i) = �((x); t)f2((x); t)e

(t�1)'2;

k �etant un nombre entier convenable d�ependant des domaines. La fonc-

tion � est continue et non-nulle au voisinage de L; elle se r�eduit �a 1 pour

t = 0, ou pour t = 1. I1 s'agit de touver une fonction �((x); t) ayant le

même caract�ere que � au voisinage du rectangle ferm�e A2, et identique

�a � au voisinage de L. En vertu de la proposition pr�eliminaire, toute

d�etermination de log�((x); t) est uniforme; � existe donc certainement.

Posons

F ((x); t) = f1((x); t)e
(t�1)'1

ou

F ((x); t) = �((x); t)f2((x); t)e
(t�1)'2;

selon que x1 se situe au voisinage de A1 ou �a celui de A2. La fonction

F satisfait �a la condition pos�ee. C.Q.F.D.
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8. 2o|Consid�erons le domaine d'holomorphie D �a l'espace ((x)).

Construisons une suite d'ensembles ferm�es,

(S) �1; �2; : : : ; �p; : : : ;

tendant de l'int�erieur vers D, telle que tout �p soit de la forme

jxij � rpi; jgpj((x))j � 1; (i = 1; 2; : : : ; n; j = 1; 2; : : : ; p0);

o�u rpi sont des constantes positives, et gpi((x)) des fonctions holomorphes

dans D. Grâce �a MM. H. Cartan et P. Thullen; (S) existe toujours. Nous

supposerons pour �xer l'id�ee que chaque �p consiste des points int�erieurs

de �p+1.

Consid�erons dans le domaine D les z�eros (z) analytiques et baloy-

ables. Il correspond alors, pour tout point P du domaine une hyper-

sph�ere (
) de centre P , une fonction holomorphe '((x)) admettant les

z�eros (z) dans (
) et une fonction f((x); t) satisfaisant aux trois condi-

tions formul�ees �a No 5 pour [(
); (0; 1)]. Or, on peut toujours supposer

que f devienne analytique pour t = 0 et se r�eduise �a 1 pour t = 1. En ef-

fet, '((x)) et f((x); 0) sont �equivalentes dans (
); f((x); 1) est non-nulle.

Donc, si l'on pose

'((x)) =
f((x); 0)

f((x); 1)
�((x));

� est une fonction continue et non-nulle dans (
); elle remplit la condi-

tion (�) pour (
), puisque (
) est simplement connexe. Soit �((x); t) la

fonction qui la r�ealise; posons

'((x); t) =
f((x); t)

f((x); 1)
�((x); t):

Les fonctions '((x); t) jouissent des propri�et�es demand�ees; que nous

d�esignerons de nouveau par f((x); t).

Nous allons montrer que : �A tout �p de la suite (S) correspond

une fonction continue Fp((x); t) au voisinage de �p, �equivalente �a une

au mains des fonctions f((x); t) en tout point de �p, t �etant sur (0; 1),

devenant holomorphe pour t = 0 et r�eduite �a 1 pour t = 1.

Quand les �p font partie de (P1), ceci est une cons�equence imm�ediate

de la proposition pr�ec�edente.

Consid�erons le cas g�en�eral. En vertu du th�eor�eme I expos�e au

M�emoire II, l'ensemble ferm�e �,

yj = gpj((x)); ((x)) 2 �p; (j = 1; : : : ; p0);
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appartient toujours �a la classe (P1) de l'espace ((x; y)). Posons-nous

donc le probl�eme actuel dans l'espace ((x; y)), en regardant les fonctions

f((x); t) comme donn�ees au voisinage de �. Ceci �etant le cas pr�ec�edent, il

existe une fonction continue �((x; y); t) jouissant despropri�et�es indiqu�ees

plus haut, au voisinage de �. Substituant yj = gpj((x)) dans �, nous

obtenons la fonction demand�e.

9. 3o.|�A partir de la suite de fonctions ainsi acquises

F1((x); t); F2((x); t); : : : ; Fp((x); t); : : : ;

nous allons construire une fonction holomorphe �((x)) admettant (�)

pour z�eros dans le domaine D.

Soit "p; (p = 1; 2; : : :), une suite de nombres positifs telle que la

s�erie
P

"p soit convergente. D'abord, posons

�1((x)) = F1((x); 0);

�1 est une fonction holomorphe admettant (�) pour z�eros au voisinage

de �1.

Les fonctions F1((x); t); F2((x); t) sont globalement �equivalentes au

voisinage de �1, puisqu'elles admettent les mêmes z�eros ne remplissant

aucune portion de l'espace ((x); t); donc, si l'on pose

F1((x); t) = F2((x); t)�1((x); t);

la fonction �1 est continue et non-nulle au voisinage de �1, t �etant sur

(0; 1); elle devient holomorphe pour t = 0, et se r�eduit �a 1 pour t = 1.

Donc, log�1((x); 0) est holomorphe au voisinage de �1, d�etermination

�etant une quelconque. Grâce �a ce qui est expos�e au No 5 du M�emoire II,

on peut donc trouver une fonction holomorphe '1((x)) dans le domaine

D, remplissant au voisinage de �1 la condition

j'((x))� log�1((x); 0)j< "1:

Posons

�2((x)) = F2((x); 0) e
'1:

� est une fonction holomorphe admettant les z�eros (�) au voisinage de

�2; on trouve que

e
�"1 <

�
�
�
�
�2((x))

�1((x))

�
�
�
� < e

"1 ;
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au voisinage de �1; les logarithmes de �2=F3 sont holomorphes pour

t = 0 au voisinage de �2.
�A partir de la derni�ere propri�et�e de �2, nous formons une fonction

holomorphe �3((x)) au voisonage de �3, remplissant la condition

e
�"2 <

�
�
�
�
�3((x))

�2((x))

�
�
�
� < e

"2

au voisinage de �2, et telle que les logarithmes de �3=F4 soient holo-

morphes pour t = 0 au voisinage de �3; et ainsi de suite. La limite de

la suite de fonctions ainsi acquises donne bien la fonction voulue.

Nous avons ainsi �etabli la proposition suivante :

Lemme II.| �Etant donn�es des z�eros analytiques et balayables dans

un domaine univalent d'holomorphie sans point �a l'in�ni, on peut trouver

une fonction holomorphe admettant les z�eros dans le domaine.

Remarque.|Signalons pour le probl�eme g�en�eralis�e la proposition

correspondante. �Etant donn�es des z�eros balayables dans un domaine

univalent �a l'espace �ni de plusieurs variables complexes, on peut trouver

une fonction continue admettant les z�eros dans le domaine.14 On peut

le d�emontrer tout analogiquement et même plus simplement.

10. Th�eor�eme I. | �Etant donn�es des z�eros analytiques dans un

domaine d'holomorphie, univalent et sans point �a l'in�ni, s'il existe la

solution non-analytique, la solution analytique l'est aussi.

C'est une cons�equence imm�ediate du lemme II, puisque les z�eros

admettant une solution continue sont n�ecessairement balayables.

Th�eor�eme II.|Soit � un domaine cylindrique univaleut �a l'espace

�ni de plusieurs variables complexes, dont toutes les projections sur

les plans des variables soient simplement connexes, sauf une au plus.

Pour un domaine univalent d'holomorphie dans le même espace �ni, que

l'on peut ramener �a � par une transformation topologique, le deuxi�eme

probl�eme de Cousin est toujours r�esoluble.

Car, le probl�eme g�en�eralis�e est toujours r�esoluble pour �, d'apr�es le

lemme I; il en est par suite de même pour le domaine d'holomorphie.

14N'importe si les z�eros donn�es remplissent une portion de l'espace, ou non.
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