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Introduction. En 1906, F. Hartogs a d�ecouvert une restriction tr�es

curieuse, �a laquelle sont soumis les domaines d'holomorphie1, et par cette

d�ecouverte même, je pense, a commenc�e le d�eveloppement r�ecent de la

th�eorie des fonctions analytiques de plusieurs variables.

La même restriction a �et�e succesivement trouv�ee aux fonds des di��e-

rentes branches de la th�eorie, par E. E. Levi, G. Julia, W. Saxer et

l'auteur2. Nous appelons tout domaine restreint de ce mode d'être pseu-

doconvexe3.

La convexit�e de cette sorte admet d'être critiqu�ee d'une mani�ere lo-

cale. Or, en 1932, H. Cartan et P. Thullen ont trouv�e que les domaines

d'holomorphie sont encore, en un certain sens, globalement convexes4.

Et grâce �a cette propri�et�e, nous venons d'�etablir plusieurs th�eor�emes

globaux par rapport aux domaine d'holomorphie 5.

1F. Hartogs, Einige Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel bei Funktio-
nen mehrerer Ver�anderlichen, 1906. (M�unch. Berichte.)

2E. E. Levi, Studii sui punti singolari essenziali delle funzioni analitiche di due o

pi�u variabili complesse, 1910, (Annali di Matematica.)
G. Julia, Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables, 1926. (Acta

Mathematica.).

W. Saxer, Sur les familles de fonctions m�eromorphes de plusieurs variables, 1931.

(Comptes Rendus, Paris.)

K. Oka, Note sur les familles de fonctions analytiques multiformes ete., 1934. (Jour-

nal of Science of the Hiroshima University.)
3Pour les domains univalents et �nis, nous l'avons d�e�ni �a M�emoire IV; voir: No.10,

M�emoire actuel.
4Et la r�eciproque: Voir:
H.Cartan{P.Thullen, Regularit�ats{und Konvergenzbereiche, 1932. (Mathematische

Annalen.) Pour l'id�ee, voir :

H. Cartan, Sur les domaines d'existence de fonctions de plusieurs variables com-
plexes, 1931. (Bull. Soci�et�e math�ematique de France.)

5M�emoires pr�ec�edents des pr�esentes recherehes: I Domaines convexes par rapport

aux fonctions rationnelles, 1936; II Domaines d'holomorphie, 1937; III Deuxi�eme
probl�eme de Cousin, 1939; (Joumal of Science of the Hiroshima University.) IV

Domaines d'holomorphie et domaines rationnellement convexes, 1941; V L'int�egrale

de Cauchy,1941; (Japanese journal of Mathematics.)
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Nous avons ainsi plusieurs sortes de domaines pseudoconvexes, et sur

lesquels nous ne savons presque rien, sauf sur les domaines d'holomor-

phie6. Nous sommes ainsi ramen�es �a F. Hartogs, �a nous demander

r�eciproquement si tout domaine pseudoconvexe est un domaine d'holo-

morphie, ou non. Et, si ces 2 types de domaines co��ncident, nous au-

rons un crit�erium local pour les domaines d'holomorphie. Or, parmi les

di��erentes sortes de domaines pseudoconvexes, ceux de G. Julia ont �et�e

aÆrm�es d'être des domaines d'holomorphie, lorsqu'ils sont �nis, par H.

Cartan, P. Thullen, H. Behnke, et K. Stein7. Mais, en dehors de ce cas,

le probl�eme reste �a peu pr�es libre jusqu'�a pr�esent8.

Dans le M�emoire actuel, nous traiterons ce probl�eme; o�u nous nous

bornerons �a l'espace de 2 variables complexes, pour la simplicit�e, mais

la conclusion s'appliquera, je crois, aux espaces d'un nombre quelconque

de variables complexes. Nous verrons, pour les domaines univalents et

�nis, que les domaines pseudoconvexes sont ceux d'holomorphie9.

Le probl�eme que nous venons d'expliquer est le dernier de ceux qui

faisaient le sujet des recherches actuelles10.

I. Probl�eme principal.

1. Probl�eme. Nous continueron, de sous-entendre que les do-

maines dans le M�emoire actuel sont univalents et �nis.

Dans les pr�esentes recherches, le premier probl�eme de Cousin joue

un des rôles fondamentaux presque partout; dont la partie essentielle

consiste dans le probl�eme suivant :
6De plus, par exemple, si dans un domaine univalent et �ni �a l'espace de 2 vari-

ables complexes, le premier probl�eme de Cousin est toujours r�esoluble, le domaine est

n�ecessairement celui d'holomorphie. Voir :

H. Cartan, Les probl�emes de Poincar�e et de Cousin pour les fonctions de plusieurs

variables, 1934. (Comptes Rendus, Paris.)
7On l'appelle probl�eme de Julia. Voir: H. Cartan{P. Thullen, cit�e plus haut.

H. Behnke{K. Stein: Konvergente Folgen von Regulari�atsbereichen und die Mero-

morphiekonvexit�at, 1938, (Math. Annalen); Approximation analytischer Funktio-

nen in vorgegebenen Bereichen des Raumes von n komplexen Ver�anderlichen, 1939,

(G�ottingen Nachrichten); Die Konvexit�at in der Funktionentheorie mehrerer kom-

plexer Ver�anderlichen; 1940, (Mitteilung der Mathematischen Gesellschaft in Ham-

burg).
8Pour ce probl�eme, voir: L'ouvrage de H. Behnke{P. Thullen, Theorie der Funk-

tionen mehrerer komplexer Ver�anderlicben, 1934, pages 54-56; et H. Behnke{K. Stein,

1940, cit�e ci-dessus.
9L'auteur a publi�e ce r�esultat dans la Note: Sur les domaines pseudoconvexes,

1941, (Proc. Imp. Acad. Tokyo).
10L'auteur a tent�e les pr�esentes recherches grâce �a l'Ouvrage tr�es int�eressant de H.

Behnke{P. Thullen, cit�e plus haut.
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Consid�erons �a l'espace de deux variables complexes x; y un domaine

born�e � contenant l'origine, dont la partie sup�erieure et celle inf�erieure

par rapport �a l'hyperplan x2 = 0, o�u x = x1+ ix2; i �etant l'unit�e imagi-

naire, seront d�esign�ees par �1 et �2, respectivement. Etant donn�ee une

fonction holomorphe f(x; y) \au voisinage de" la fronti�ere commune �a

�1;�2
11, trouver une paire de fonctions F1(x; y); F2(x; y), holomorphes

dans �1 et dans �2, respectivement, et restant holomorphes en tout

point de � sur x2 = 0 de sorte que l'on ait identiquement

F1(x; y)� F2(x; y) = f(x; y):

En 1895, P. Cousin a r�esolu ce probl�eme pour les domaines cylin-

driques12. En 1934, H. Cartan a indiqu�e que ce probl�eme est r�esoluble

pour les domaines rationnellement convexes13 en appliquant l'int�egrale

de A. Weil14. La même m�ethode s'applique pour les domaines d'holo-

morphie, d'apr�es ce que nous avons vu dans le M�emoire V. Et, plus

r�ecemment, nous avons r�esolu, ce probl�eme par une autre m�ethode pour

les domaines d'holomorphie dans les M�emoires I, II.

Nous allons r�esoudre ce probl�eme pour un domaine pseudoconvexe

compos�e de deux domaines d'holomorphie (continus ou non) empi�etant

l'un sur l'autre, dont l'un contient �1 et l'autre, �2, mais d'ailleurs �a

peu pr�es quelconque.

2. Hypoth�eses. Dans la pr�esente Section, nous traiterons le prob-

l�eme pour � satisfaisant aux certaines conditions, que nous allons expli-

quer, et dont la signi�cation sera discut�ee dans la Section suivante.

Consid�erons �a l'espace (x; y) un domaine born�e D contenant l'origine

et 3 hyperplans parall�eles L; L1; L2 des formes

x2 = 0; x2 = a1; x2 = a2; a1 < 0 < a2;

respectivement. Supposons D travers�e par chacun des hyperplans; nous

d�eignerons les parties de D sup�erieure �a L1, inf�erieure �a L2 et entre

L1 et L2 par D1;D2 et D3, respectivement. Supposons que les com-

posantes continues des ensembles ouverts D1;D2 soient des domaines
11Nous appelons qu'un ph�enom�ene se pr�esente au voisinage d'un ensemble E, s'il

l'est pour un certain ensemble ouvert contenant E avec ses points d'accumulation.

Nous appelons qu'un ph�enom�ene se pr�esente \�a l'int�erieur" d'un ensemble ouvert

D, s'il l'est pour tout ensemble ouvert born�e et contenu avec ses points fronti�eres dans

D.
12Acta mathematica.
13Quelconques, �a peu pr�es; il en est de même pour ce qui suit.
14H. Cartan, cit�e plus haut.
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d'holomorphie. Alors, il en est n�ecessairement de même pour l'ensemble

ouvert D3.

Consid�erons dans D3, � fonctions holomorphes

Xj(x; y) (j = 1; 2; : : : ; �)

et: 1o Supposons que l'ensembles des points de D3 satisfaisant �a

jXj(x; y)j � 1 (j = 1; 2; : : : ; �)

n'ait pas de point au voisinage de l'intersection de la fronti�ere de D avec

L; et que, pour un nombre positif " suÆsamment petit et pour tout j de

(1; 2; : : : ; �) l'ensemble des points de D3 satisfaisant �a

jXj(x; y)j > 1� "

n'ait pas de point au voisinage des hyperplans L1; L2. Les points de D

qui n'appartiennent pas �a D3, ou bien satisfont �a

jXj(x; y)j < 1 (j = 1; 2; : : : ; �)

constituent un ensemble ouvert. Supposons que cet ensemble admette

une composante continue contenant l'origine et s'�etendan au del�a de L1

et de L2. C'est ce domaine que nous appellerons �.

Comme nous le verrons plus tard, cette hypoth�ese s'appuie sur le

th�eor�eme de H. Cartan{P. Thullen que tout domaine d'holomorphie

(�ni) est convexe par rapport aux fonctions holomorphes dans le do-

maine15.

2o Soient x0; y0 des nouvelles variables. Supposons que l'on ait iden-

tiquement

(Xj �X
0
j )R = (x� x0)Pj + (y � y0)Qj (j = 1; 2; : : : ; �)

o�u X0
j exprime Xj(x0; y0), Pj ; Qj et R sont des fonctions holomorphes

des variables x; y; x0; y0 quand (x; y) 2 D3; (x0; y0) 2 D3 et specialement

R se r�eduit �a 1 pour x = x0; y = y0.

A l'�egard de cette hypoth�ese, nous avons le Lemme de M�emoire V.

3o Supposons pour tout j que la d�eriv�ee @Xj=@y ne s'annule pas iden-

tiquement. Soit �j la vari�et�e analytique d�e�nie dans D3 par

x2 = 0; jXjj = 1;

15Math. Ann., 1932.
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d'apr�es l'hypoth�ese pr�ec�edente, si �j existe, elle est �a 2 dimensions. Sup-

posons que les intersections des vari�et�es �j ;�k (j 6= k; j; k = 1; 2; : : : ; �),

si elles existent, soient �a 1 dimension.

Nous d�esignerons les parties de � sup�erieure �a L, inf�erieure �a L et

entre L1 et L2 par �1;�2 et �3, respectivement. �3 consiste, �evidem-

ment en domaines d'holomorphies16. Pour �1 et �2, nous verrons plus

tard qu'il en est de même.

Envisagerons la portion de l'hyperplan L dans �. Soit S l'ensemble

de points compos�e de cette portion de L et des points d'accumulation; S

est contenu dans D3, d'apr�es l'hypoth�ese 1. Soit � la fronti�ere de S (con-

sid�er�e comme être un ensemble sur l'hyperplan); � se pose �evidemment

sur la somme des vari�et�es �j (j = 1; 2; : : : ; �); nous d�esignerons la par-

tie de � sur �j par �j . Les �j sont �a 2 dimensions au plus; les inter-

sections des vari�et�es �j ; �k (j 6= k; j; k = 1; 2; : : : ; �) sont �a 1 dimen-

sion au plus, d'apr�es l'hypoth�ese pr�ec�edente. Pour simpli�er le raison-

nement ult�erieur, supposons encore, pour tout j, que la d�eriv�ee @Xj=@y

ne s'annule pas sur �j , sauf peut-être aux points d'un nombre �ni.

Nous verrons plus tard que l'on peut toujours trouver un domaine �

de ces propri�et�es et arbitrairement approch�e du domaine donn�e D.

3. Cas de domaines d'holomorphie. Nous allons d'abord r�esoud-

re le probl�eme pour �3 au moyen de la m�ethode due �a A. Weil et �a H.

Cartan.

Soit '(x; y) une fonction holomorphe donn�ee au voisinage de S. Con-

sid�erons l'int�egrale double, �etendue sur la partie �a 2 dimensions de �,

(1) I(x0; y0) =
�1

4�2

X
j

Z
�j

 j(x; y; x0; y0)'(x; y) dxdy

en posant

 j(x; y; x0; y0) =
Qj

(x� x0)(Xj �X
0
j )
;

(j = 1; 2; : : : ; �); que nous allons d�e�nir d'une mani�ere pr�ecise. Sur la

vari�et�e �j ; j �etant quelconque, comme @Xj=@y ne s'annule pas, except�e

peut-être pour un nombre �ni de points, prenons un point P di��erent

des points exceptionnels, mais d'ailleurs quelconque. Au voisinage de P ,

nous pouvons repr�esenter la vari�et�e analytique �j �a l'aide des param�etres

r�eels u; v; de la forme

x = x(u; v); y = y(u; v)

16Pr�ecis�ement-dit, en composantes continues qui sont des domaines d'holomorphie.
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dont les deuxi�eme membres expriment des s�eries enti�eres en u; v; de fa�con

que (x; y) et (u; v) soient en correspondance biunivoque. Nous pouvons

prendre pour param�etres (x1; �j) par exemple, �j �etant l'argument de

Xj . Regardons (u; v) pour être un point sur le plan, au moyen des

axes rectangulaires dans la g�eom�etrie cart�esienne; �a la fronti�ere de �j ,

correspondent des arcs analytiques d'un nombre �ni sur le plan (u; v).

Choisissons (u; v) de fa�con que

@(x1; �j)

@(u; v)
> 0;

nous avons alors, par d�e�nitionZ
�j

 j'dxdy =

ZZ
 j'

@(x; y)

@(u; v)
dudv

au voisinage de P , le deuxi�eme membre �etant une int�egrale double

�etendue sur la portion du plan (u; v) correspondant �a la partie �a 2 di-

mensions de �.

Soit (x0; y0) un point tel que  j(x; y; x0; y0) soit holomorphe par rap-

port �a x; y au voisinage de �j ; j �etant quelconque; l'int�egral I(x0; y0)

sera alors, d�etermin�ee et �nie17.

Quand (x; y) 2 �j , puisque jXjj = 1;  j(x; y; x0; y0) est holomor-

phe par rapport �a x0; y0 dans �3, except�e sur L; par suite, la fonction

I(x0; y0) est holomorphe dans �3, except�e sur L18.

Nous allons �etudier l'allure de I(x0; y0) au voisinage de L19. Soit

(�; �) un point quelconque sur la portion de L dans �. Tra�cons sur le

plan x un petit cercle () autour de �; nous d�esignerons les parties de

� et de �j dans () par �0 et �0j , respectivement; et nous consid�erons

l'int�egrale

I1(x0; y0) =
�1

4�2

X
j

Z
�0

j

 j(x; y; x0; y0)'(x; y) dxdy;

17Nous allons montrer que l'int�egrale double
R
�j
f(x; y)dxdy; f(x;y) �etant une fonc-

tion holomorphe au voisinage de �j, est d�etermin�ee et �nie. Soit P un point de �j tel

que @Xj=@y = 0; les points de cette propri�et�e sont �nis en nombre sur �j. Tra�cons

une hypersph�ere autour de P avec un rayon suÆsamment petit �. Soit �0 la partie
de �j dans cette hypersph�ere. Nous trouvons facilement que

R
�0
jdxdyj tend vers 0

avec �. Il en est donc de même pour
R
�0
fdxdy. D'o�u, il en r�esulte imm�ediatement

l'�enonc�e.
18Car, l'int�egrale I(x0; y0) est la limite d'une suite de fonctions holomorphes en tout

point de l'ensemble ouvert (x0; y0) 2 �3; (x0; y0) 2 L, convergeant uniform�ement en

ce point d'apr�es la d�e�nition même de l'int�egrale.
19Ceci sera fait d'une mani�ere directe; on peut aussi prendre R j �a la place de

 j et appliquer, �a l'int�egrale correspondante, le th�eor�eme de A. Weil expos�e dans le

M�emoire V.
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(j = 1; 2; : : : ; �). La di��erence I�I1 est �evidemment holomorphe dans

l'ensemble ouvert x0 2 (); (x0; y0) 2 �3. Il suÆt donc, d'�etudier I1 �a la

place de I.

Posons

�j(x; y; x0; y0) =
Qj

Xj �X
0
j

'(x; y);

d�esignons par � la projection sur le plan y, de l'intersection de � avec

x = �. Lorsque (x; y) 2 �j , puisque jXj j = 1, la fonction Qj=(Xj�X
0
j )

est holomorphe par rapport �a x0; y0 dans �3; '(x; y) est holomorphe

au voisinag de S; �j(x; y; x0; y0) est donc holomorphe en tout point de

l'ensemble

x = �; y 2 �; x0 = �; y0 = �:

Sur le plan y, d�ecrivons un cercle (0) autour de � et un ensemble ouvert

E contenant �. Pour que �j(x; y; x0; y0) soit holomorphe dans l'ensemble

ouvert

(2) x 2 (); y 2 E; x0 2 (); y0 2 (0);

et que �0 soit contenu dans [(); E], il suÆt de prendre, d'abord (0) et

E suÆsamment approch�es de � et de �, respectivement, et ensuite ()

suÆsamment rapproch�e de �.

Dans ces conditions, posons

	j(y; x0; y0) = �j(x0; y; x0; y0);

cette fonction est aussi holomorphe dans l'ensemble (2) et satisfait iden-

tiquement �a

�j � 	j = (x� x0)�(x; y; x0; y0);

� �etant une fonction holomorphe dans l'ensemble (2). Consid�erons

l'int�egrale

I2(x0; y0) =
�1

4�2

X
j

Z
�0

j

	j

x� x0
dxdy;

(j = 1; 2; : : : ; �). I1�I2 est holomorphe dans le dicylindre [(); (0)],

d'apr�es l'identit�e ci-dessus. Il suÆt donc, d'�etudier I2 au lieu de I1.

Or, dans la relation

(Xj �X
0
j )R = (x� x0)Pj + (y � y0)Qj ;

en posant x = x0, on a

(Xj �X
0
j )R = (y � y0)Qj :
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Donc,

I2(x0; y0) =
�1

4�2

X
j

Z
�0

R(x0; y; x0; y0)

(x� x0)(y � y0)
'(x0; y) dxdy:

Nous allons envisager le champ d'int�egration �0. Soit l le diam�etre du

cercle () sur l'axe r�eel et soit x0 un point quelconque de l. Consid�erons

la projection sur le plan y de l'intersection de � avec x = x
0 et celle de

�j , j �etant quelconque; nous les d�esignerons respectivement par �x0 et

�
(j)

x0 . La �gures �
(j)

x0 , si elle existe, se pose sur

jXj(x
0
; y)j = 1:

Deux cas sont possibles: ou bien cette relation est remplie identique-

ment, ce qui entrâ�ne que �
(j)

x0 , est compos�e d'un nombre �ni de points,

puisqu'alors @Xj(x
0
; y)=@y s'annule pour tout point de �

(j)

x0 ; ou bien c'est

une �equation, et qui repr�esente par suite un nombre �ni de courbes an-

alytiques sur le plan y; dans ce cas g�en�eral, la �gure �
(j)

x0 est compos�ee

d'un nombre �ni de arcs analytiques (et de points).

L'intersection des vari�et�es analytiques �j ;�k (j 6= k; j; k = 1; 2; : : : ;

�), si elle existe, est �a 1 dimension; par suite, la vari�et�e analytique donn�ee

par

jXj(x
0
; y)j = 1; jXk(x

0
; y)j = 1

n'admet qu'un nombre �ni de points �a l'espace au voisinage de S, sauf

peut-être pour un nombre �ni de points sur le diam�etre l. Nous sup-

posons d�es maintenant que x0 soit situ�e en dehors des points exception-

nels, (s'ils existent.) Les �gures �
(j)

x0 ; �
(k)

x0 n'admettent alors aucun arc

en commun. �x0 est la somme des � �gures �
(j)

x0 , jouissant des propri�et�es

comme pr�ec�edentes.

Soit s un arc quelconque de �x0 et soit s0 un arc convenable de s.

Supposons que 1'arc s0 soit compris par une seule des �gure �
(j)

x0 , compris

par �
(1)

x0 , pour �xer l'id�ee, et que @X1(x
0
; y)=@y ne s'annule pas sur s0.

s
0 �etant convenable, ces conditions sont toujours atteintes. Nous avons

alors, jX1(x
0
; y)j< 1 pour un des côt�es de s0. Pour les autres Xj , nous

avons jXj(x
0
; y)j� 1, d'apr�es la d�e�nition même de �; dont l'�egalit�e ne

se pr�esente qu'aux points d'un nombre �ni au plus, d'apr�es ce que nous

avons vu plus haut. Supposons donc que jXj(x
0
; y)j< 1 (j = 2; : : : ; �)

sur s0. L'arc s0 est ainsi situ�e sur la fronti�ere de 1'ensemble ouvert

(3) jXj(x
0
; y)j < 1; (j = 1; 2; : : : ; �):
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Encore, puisque @X1=@y 6= 0 et jXjj < 1 (j = 2; 3; : : : ; �), l'arc �a

l'espace donn�e par x = x
0
; y 2 s

0 est situ�e sur un morceau r�egulier de

l'hypersurface jX1j = 1, et ce morceau appartient par suite �a la fronti�ere

d'une seule composante continue de l'ensemble ouvert

jXj(x; y)j < 1; (x; y) 2 D3 (j = 1; 2; : : : ; �):

Comme l'arc ci-dessus appartient �a la fronti�ere de �, cette composante

continue appartient n�ecessairement �a �. Par suite, la fronti�ere de la

composante continue de (3) comprenant l'arc s0 appartient enti�erement

�a �x0 ; o�u s0 est une partie d'un arc quelconque de �x0 . Donc, la �gure

�x0 , consiste en courbes ferm�ees (et en points).

Soit (�x0) la portion du plan y d�elimit�ee par les courbes ferm�ees �x0 .

Ce que nous venons de voir exige encore que la projection sur le plan

y, de l'intersection de � avec x = x
0 est donn�ee par (�x0); ce qui est

n�ecessairement vrai pour tout point x0 de l (exceptionnel ou non).

Maintenant, (�; �) �etant un point int�erieur de S, prenons [(); (0)]

suÆsamment rapproch�e de (�; �), de sorte que tout (�x0) contient (0), et

que les fonctions '(x0; y); R(x0; y; x0; y0) sont holomorphes au voisinage

de l'ensemble

y 2 (�x0); x0 2 (); y0 2 (�x0):

Soit (x0; y0) un point de [(); (0)], en dehors de L, mais d'ailleurs quel-

conque; soit x0 un point de l, di��erent des points exceptionnels (d'un

nombre �ni au plus), mais d'ailleurs quelconque. Nous avons alors, en

vertu du th�eor�eme de Cauchy,

1

2�i

Z
�x0

R(x0; y; x0; y0)

(x0 � x0)(y � y0)
'(x; y) dy =

'(x0; y0)

x0 � x0

l'int�egrale �etant prise au sens positif, puisque R = 1 pour x = x0; y = y0.

De l�a, il en r�esulte imm�ediatement que

I2(x0; y0) =
1

2�i

Z
l

'(x0; y0)

x� x0
dx;

20

o�u l'int�egrale est prise au sens positif, puisque @(x1; �j)=@(u; v)> 0.

Donc, l'int�egrale I(x0; y0) est une solution du probl�eme par rapport �a

�3

20Pour le constater, il suÆt de prendre (x1; �j) pour param�etres et de ramener

l'int�egrale double I2 �a deux int�egrales simples prises suceessivement; dont la possibilit�e

est �evidente.
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4. Cas de domaines pseudoconvexes. I1 s'agit de modi�er

l'int�egrale (1) de No. 3. Regardons le champ d'int�egration �. Chaque

�j se pose sur le morceau (continu ou non) de vari�et�e analytique, �0

j ,

x2 = 0; jXj(x; y)j= 1;

jXp(x; y)j � 1 (p = 1; 2; : : : ; �)

On trouvera imm�ediatement que �0

j est la limite d'une suite d�ecroissante

d'ensembles ouverts consistant en domaines d'holomorphie. Soit Vj un

des ensembles de la suite; Vj contient �j �a l'int�erieur.

Nous allons trouver une fonction m�eromorphe �j(x; y; x0; y0) dans

(x; y) 2 Vj ; (x0; y0) 2 D1 de fa�con que �j admette les même pôles

que  j quand (x0; y0) 2 D3, et soit holomorphe quand (x0; y0) 62 D3, j

�etant un quelconque de (1; 2; : : : ; �). L'ensemble ouvert (Vj;D1), (c'est-

�a-dire, (x:y) 2 Vj ; (x0; y0) 2 D1) consiste en domaines d'holomorphie.

Quant aux pôles de  j(x; y; x0; y0), lorsque (x; y) reste dans un Vj su�-

isamment approch�e de �0

j ,  j n'admet grâce �a l'hypoth�ese 1 aucun

pôle au voisinage des ensembles (x0; y0) 2 L1; (x0; y0) 2 L2. Donc,

en prenant Vj suÆsamment approch�e de �0

j nous obtenons la fonction

voulue. (Th�eor�eme, II, M�emoire II.)

La fonction �j� j est holomorphe dans (Vj ;D3); o�u D3 est convexe

par rapport aux fonctions holomorphes dans D1 en vertu du th�eor�eme

de Cartan{Thullen expos�e �a No. 2, en tenant compte de la forme de D3.

Donc, �etant donn�es un nombre positif ", et des ensembles ouverts V 0

j ,

D0

3 �a l'int�erieur de Vj , et �a celui de D3 respectivement, nous trouvons

une fonction holomorphe 	j(x; y; x0; yo) dans (Vj ;D1), telle que

j�j �  j �	j j < "

dans (V 0

j ;D
0

3). (No. 5, M�emoire II.) Nous prenons (V 0

j ;D
0

3) de mani�ere

qu'il contienne l'ensemble ferm�e (�j ; S).

Nous avons ainsi acquis les fonction �j ; 	j par rapport �a D1; nous

poserons

Aj = �j �	j �  j :

Construisons pareillement des fonctions Bj (j = 1; 2; : : : ; �) par rapport

�a D2; et nous consid�ererons les int�egrales suivantes:

(1) J1(x0; y0) =
�1

4�2

X
j

Z
�j

( j + Aj)'(x; y)dxdy;
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(2) J2(x0; y0) =
�1

4�2

X
j

Z
�j

( j + Bj)'(x; y)dxdy;

(j = 1; 2; : : : ; �), o�u '(x; y) repr�esente une fonction holomorphe quel-

conque au voisinage de S.

Quand (x; y) 2 �j , la fonction  j + Aj , �etant �egale �a �j � 	j , est

holomorphe par rapport �a x0; y0 dans �; donc, J1(x0; y0) est holomorphe

dans �1. Pareillement, J2(x0; y0) est holomorphe dans �2.

Les fonctions J1(x0; y0)�J2(x0; y0) restent holomorphes en tout point

de L dans �, puisqu'il en est ainsi pour les fonctions donn�ees par

l'int�egrale (1) de No. 3, et que les fonctions Aj ; Bj sont holomorphes

dans (Vj ;D3); De la propri�et�e de l'int�egral (1) de No. 3, ils s'ensuit

encore que l'on ait identiquement

J1(x0; y0)�J2(x0; y0) = '(x0; y0)�
1

4�2

X
j

Z
�j

(Aj�Bj)'(x; y)dxdy;

(j = 1; 2; : : : ; �). Nous trouvons de plus, d'apr�es cette relation même,

que la fonction J1�J2 reste holomorphe au voisinage de S. Nous poserons

f(x0; y0) = J1(x0; y0)� J2(x0; y0):

Consid�erons maintenant f comme donn�ee et ' comme inconnue dans

la relation; et nous aurons une �equation int�egrale de la forme

(3) '(x0; y0) = �

X
j

Z
�j

Kj(x; y; x0; y0)'(x; y)dxdy+ f(x0; y0);

en posant

Kj =
Aj �Bj

4�2
;

dont � = 1 et (j = 1; 2; : : : ; �). La solution est demand�ee au voisinage

de S d'être holomorphe21. Si une solution '(x; y) de cette nature est

trouv�ee, la solution du probl�eme sera donn�ee par les int�egrales (1) et

(2); ce qui est �evident.

Nous allons appliquer �a l'�equation la m�ethode usuelle des approxima-

tions successives, en choisissant " suÆsamment petit. Posons formelle-

ment

'(x0; y0) = '0(x0; y0) + �'1(x0; y0) + � � �+ �
p
'p(x0; y0) + � � � ;

21En realit�e, il suÆt de trouver une solution holomorphe sur �, car, alors, la solution

restera holomorphe sur S, en vertu d'un th�eor�eme de F. Severi, Lincei, 1932.
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o�u nous consid�erons � pour param�etre complexe. En substituant cette

s�erie dans 1'�equation (3) et en �egalant les coeÆcients des mêmes puis-

sances de � des 2 membres, d'une mani�ere formelle, nous avons les rela-

tions

'0 = f0; '1 = K('0); : : : ; 'p+1 = K('p); : : : ;

en posant

K['p(x0; y0)] =
X
j

Z
�j

Kj(x; y; x0; y0)'p(x; y) dxdy:

Les fonctions 'p(x0; y0) ainsi d�etermin�ees successivement sont holomor-

phes au voisinage de S, puisqu'il en est ainsi pour f(x0; y0) et pour

Kj(x; y; x0; y0) quand (x; y) 2 �j . En substitutant ces fonctions 'p dans

la s�erie formelle, nous obtenons une s�erie de fonctions holomorphes au

voisinage de (x0; y0) 2 S. Si cette s�erie converge uniform�ement au voisi-

nage de S, pour j�j < 1+ "0; "0 �etant un nombre positif quelconque,

la somme '(x0; y0) satisfera �a l'�equation (3), pour j�j � 1; ce qui est

manifeste. Donc, il ne nous reste qu'�a examiner la convergence.

Soit U un ensemble ouvert contenu �a l'int�erieur de D0

3, contenant S

et tel que f soit holomorphe au voisinage de U ; U existe certainement.

Soit Mp la borne sup�erieure de j'pj dans U , et soit

N =
X
j

Z
�j

jdxdyj:

Alors, dans U

jK['p(x0; y0)]j �
"

2�2
NMp;

puisque

jAj j < "; jBj j < ";

pour tout j, dans (V 0

j ;D
0

3). Par cons�equent, on a

Mp �

�
"N

2�2

�p

M0

Supposons donc,

" <
2�2

N
:

La s�erie en question converge alors, uniform�ement dans U pour j�j <

1 + "
0, "0 �etant un normbre positif suÆsamment petit. Nous avons ainsi

vu que:

Le probl�eme de No. 1 est r�esoluble pour le domaine � de No. 2.
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II. R�esultat interm�ediaire.

5. Propositions pr�eliminaires. Dans la pr�esente Section, nous ar-

rangerons le r�esultat que nous venons d'obtenir, �a l'aide du travail bien

connu de H. Cartan{P. Thullen22 et d'un th�eor�eme r�ecent de H. Behnke{

K. Stein. Nous commencerons par faire des remarques simples sur ces

travaux.

Th�eor�eme de H. Behnke{K. Stein. Etant donn�ee une suite

croissante de domaines d'holomorphie �a l'espace de plusieurs variables

complexes, la limite de la suite est encore un domaine d'holomorphie23.

Ce th�eor�eme n'est d�emontr�e pr�ecis�ement que pour les domaines bor-

n�es, je pense. Nous allons donc examiner le cas o�u la limite, D, n'est pas

born�e. Prenant un pointM du domaine D pour centre, tra�cons un poly-

cylindre (p) de rayon p, p �etant un nombre positif quelconque. Nous

d�esignerons par Dp la composante continue contenant M , de la partie

de D dans (p). La suite de domaines Dp converge vers D. Or, chaque

Dp, �etant born�e et ayant le même caract�ere que D, est un domaine

d'holomorphie. Par suite, en vertu du th�eor�eme de Cartan-Thullen, en

tenant compte de la forme de Dp, Dp est convexe par rapport aux fonc-

tions holomorphes dansDp+q, q �etant un nombre positif quelconque. Par

cons�equent, comme nous l'avons dit plus haut, �etant donn�ee une fonction

holomorphe dans Dp, nous pouvons trouver une fonction holomorphe

dans Dp+q, arbitrairement approch�ee de la fonction donn�ee dans tout

domaine donn�e �a l'int�erieur de Dp. (No. 5, M�emoire II.) D'o�u, d'apr�es le

même mode de raisonnement qu'au cas de domaines born�es24, il s'ensuit

qu'on peut, faire l'approximation au moyen des fonctions holomorphe

dans D. Le domaine D, �etant par suite convexe par rapport aux fonc-

tions holomorphes dans D, est un domaine d'holomorphie, grâce �a H.

Cartan et �a P. Thullen.

Etant donn�es un domaine d'holomorphie born�e D �a l'espace (x; y)

et une fonction holomorphe � dans le domaine, consid�erons, pour un

nombre positif quelconque r, l'esemble de points tels que la \Randdis-

tanz" 25 d'un point quelconque P de cet ensemble par rapport �a D, soit

22Math. Ann., 1932.
23Pour les domaines (univalents) born�es, voir: Behnke-Stein, Math. Ann., 1938.
24voir: Hilfssatz I, M�emoire pr�ec�edent.
25C'est-�a-dire, la borne sup�erieure des rayons � tels que les dicylindres de centre P

et du même rayons � soient contenus dans D. (Nous appliquerons cette terminologie

aux ensembles ouverts, continus ou non.)
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plus grande que rj�(P )j; et nous d�esignerons cet ensemble par D(�; r).

Alors :

1o D(�; r) consiste en domaine d'holomorphie.

2o Si 1=� est holomorphe et born�ee dans D, D(�; r) est contenu �a

l'int�erieur de D en jouit de la propri�et�e (�), que l'on peut trouver un

ensemble ouvert contenant D(�; r) �a l'int�erieur, ind�e�niment approch�e

de D(�; r) et convexe par rapport aux fonctions holomorphes dans D26.

1o C'est une cons�equence visible d'un th�eor�eme de H. Cartan-P.

Thullen. Commen�cons par d�emontrer la premi�ere partie. D �etant un

domaine d'holomorphie, nous pouvons trouver une fonction �(x:y) ad-

mettant D pour son proper domaine d'holomorphie; avec cette fonction

formons la famille de fonctions

�[x+ ��(x; y)ei�; y + �
0
�(x; y)ei�

0

];

o�u �; �0; �; �0 expriment des param�etres r�eels tels que j�j � r; j�
0
j � r.

L'ensemble D(�; r) est ouvert, (s'il existe). Soit P un point quelconque

de cet ensemble; d�ecrivons le dicylindre () de centre P et de rayon

rj�(P )j. Les valeurs que prennent les fonctions de la famille au centre

P , sont celles que prend �(x; y) dans (). D'o�u il s'ensuit imm�ediatement

que la famille de fonctions admet D(�; r) pour son propre domaine

d'holomorphie (continu ou non). L'ensemble D(�; r) consiste donc, en

domaines d'holomorphie, grâce �a Cartan et �a Thullen.

2o Supposons 1=� holomorphe et born�ee dans D; D(�; r) est alors

contenu dans l'int�erieur de D, puisque D est born�e. Soit F un en-

semble ferm�e contenu �a l'int�erieur de D, contenant D(�; r) et jouissant

de la propri�et�e (�). Toute D(1; �); � �etant un nombre positif, jouit

de la propri�et�e (�), en vertu de Cartan et de Thullen; F existe donc,

certainement. Consid�erons l'intersection F0 de tous les F . F0 est un

ensemble ferm�e contenant D(�; r). Toute intersection F1 d'un nombre

�ni d'ensembles F est un ensemble du même caract�ere; nous pouvons

trouver un F1 arbitrairement approch�e de F0; F0 jouit donc, de la pro-

pri�et�e (�). Il suÆt par suite de monter que F0 est compos�e de D(�; r) et

des points d'accumulation. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Soit r0 le

nombre positif tel que tout point de F0 soit compris dans D(�; r0) ou sur

sa fronti�ere, et que r0 soit le plus grand des nombre de ce caract�ere. On

26On peut aussi prendre 2 fonctions holomorphes '; et consid�erer D('; ; r) au

moyen des dicylindres de la forme jx� x0j<rj'(x0; y0)j; jy � y0j<rj (x0; y0)j sans
changer la conclusion.
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a r0<r; D(�; r0) contient D(�; r) �a l'int�erieur. Soit M un point de F0,

tel que la \Randdistanz" de M par rapport �a D soit �egale �a jr0�(M)j;

choisissons un nombre positif r00 plus petit que r0 et suÆsamment ap-

proch�e de r0 pour que la \Randdistanz" de M par rapport �a D(�; r00)

soit plus petit que la moiti�e de celle d'un point quelconque de D(�; r).

Comme D(�; r00) consiste en domaines d'holomorphie, le th�eor�eme de

Cartan{Thullen exige l'existence d'une fonction f(x; y) holomorphe dans

D(�; r00) et telle que

jf(M)j > 1; jf(x; y)j < 1 pour D(�; r):

Or, alors, puisque F0 jouit de la propri�et�e (�), nous pouvons trouver une

fonction holomorphe '(x; y) dans D, telle que

j'(x; y)j< j'(M)j

pour tout point (x; y) au voisinage de D(�; r), d'apr�s la proposition

souvent utilis�ee; ce qui contredit �a la d�e�nition de F0. C.Q.F.D.

Nous d�esignerons D(1; r) par D(r); D(r) repr�esente alors, l'ensemble

des points de D tels que les \Randdistanzen" par rapport �a D soient

plus gandes que r.

6. Arrangement des hypoth�eses. Commen�cons par arranger

les hypoth�eses. Consid�erons �a nouveau, dans l'espace (x; y) une do-

maine born�e D contenant l'origine, et 3 hyperplans parall�els L; L1; L2

des formes

x2 = 0; x2 = a1; x2 = a2 a1 < 0 < a2;

respectivement, tels que chacun traverseD. Nous d�esignerons parD1;D2

et D3, les parties de D sup�erieure �a L1, inf�erieure �a L2 et entre L1 et

L2, respectivement, et supposerons que les ensembles ouverts D1;D2

consistent en domaine d'holomorpie. Nous allons repartir de cette seule

hypoth�ese.

Consid�erons dans D les ensembles

A = D(�1; �); B = D(�2; �); C = D(�)
;

dont

�1 = e
�ix

; �2 = e
ix
;

� �etant un nombre positif suÆsamment petit pour qu'il satisfasse plu-

sieurs conditions ult�erieures. Remarquons avant tout que �1 et �2 ne
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s'annule jamais. Nous d�esignerons les parties des A;B;C sur un hy-

perplan de la forme x2 = x
0

2; x
0

2 �etant une constante, par (a); (b); (c),

respectivement.

1o Si x02 = 0, puisque j�1j = j�2j = 1, on a

(a) = (b) = (c):

2o Si x02 > 0, puisque j�1j > 1 > j�2j (�j�1j > � > �j�2j), on a

(a) � (c) � (b):

Plus pr�ecis�ement, si (a) existe, (c) existe certainement et contient (a)

�a 1'int�erieur; pareillement, si (c) existe, (b) existe et contient (c) �a

l'int�erieur.

3o. Si x02 < 0, on a pareillement

(b) � (c) � (a):

Soit P; Q 2 points �xes de D tels que l'un soit inf�erieur �a L1 et l'autre

soit sup�erieur �a L2; nous choisirons � suÆsamment petit pour que la

partie commune des ensembles ouverts A;B contienne P;Q et l'origine

dans une seule et même composante continue. Nous l'appellerons G,

cette composante continue. Prenant 2 nombres r�eels b1; b2 tels que

a1 < b1 < 0 < b2 < a2;

nous d�esignerons les hyperplans x2 = b1; x2 = b2 par L0

1 et L0

2, respec-

tivement. Ce sont le domaine G, et les hyperplans L; L0

1; L
0

2 qui corre-

spondent aux D; L; L1 et L2 de No. 2. Nous d�esignerons les parties de

G sup�erieure �a L0

1 inf�erieure �a L0

2 et entre L0

1 et L0

2 par G1; G2 et G3

respectivement. Lorsque � tend vers 0, G tend vers le domaine donn�e

D.

Il s'agit de montrer que l'ensemble G1, ainsi que G2, consiste en

domaine d'holomorphie. Soit A1 la partie de A sup�erieure �a L0

1, soit

B2 celle de B inf�erieure �a L0

2. D'apr�es la proposition que nous venons

de pr�eparer, puisque D1 consiste en domaines d'holomorphie, il l'est

aussi pour A1, (� �etant suppos�e suÆsamment petit.) Et G1, ensem-

ble en question, est compris dans cet A1. Regardons la fronti�ere de

G1: elle est compos�ee de la fronti�ere de A1 et de celle de B2; soit M

un point quelconque sur la deuxi�eme partie de la fronti�ere de G1. M

est n�ecessairement inf�erieur �a L, ou sur L, d'apr�es la relation entre A
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et B. Grâce �a la proposition dite plus haut, D2 �etant des domaines

d'holomorphie, B2 jouit de la propri�et�e (�) par rapport aux fonctions

holomorphes dans D2, (� �etant suppos�e suÆsamment petit). Soit F un

ensemble ferm�e quelconque dans G1 soit L
00

2 un hyperplan parall�ele �a L,

situant entre L et L0

2. Dans ces conditions, on pourra facilement trouver

une fonction holomorphe f(x; y) dans D2 telle que

f(M) = 1; jf(x; y)j< 1

sur la partie de F inf�erieure �a L00

2 et au voisinage de la partie de L00

2

dans A1. Nous allons trouver une fonction m�eromorphe �(x; y) dans

A1, admettant les pôles
1

f(x; y)� 1

dans la portion inf�erieure �a L00

2 et restant ailleurs holomorphe. Comme

A1 consiste en domaines d'holomorphie et que les pôles donn�es n'est pas

distribu�es au voisinage de L00

2, �(x; y) existe certainement. Cette � ad-

met M pour pôle et est holomorphe en tout point de F , o�u M est un

point quelconque sur la fronti�ere commune �aG1; B2. Nous pouvons donc,

trouver un ensemble ouvert consistant en domaines d'holomorphie, con-

tenu, dans G1 et contenant F , en vertu de Cartan et de Thullen. Dont

F �etant un ensemble ferm�e quelconque dan G1, G1 même consiste en

domaine d'holomorphie, grâce au th�eor�eme de Behnke{Stein. Pareille-

ment pour G2. Remarquons de plus que l'ensemble G1 ainsi que G2

est la limite d'une suite d�ecroissante d'ensembles ouverts consistant en

domaines d'holomorphie; dont la d�emonstration est imm�ediate, d'apr�es

la forme de G1 ainsi que celle de G2.

Prenant un nombre positif Æ plus grand que � et suÆsamment ap-

proch�e de �, nous consid�ererons

D
0 = D

(�)
3 ; D

00 = D
(Æ)
3 (� < Æ):

D
00 est contenu �a l'int�erieur de D0; comme C = D(�), C et D0 co��ncident

entre L0

1 et L
0

2, ainsi qu'au voisinage de ces hyperplans (� �etant suppos�e

suÆsamment petit). Puisque D3 consiste en domaines d'holomorphie,

en vertu du th�eor�eme de Cartan-Thullen, �a tout point fronti�ere de D0

correspondent un petit dicylindre () et une fonction holomorphe f(x; y)

dans D3, de fa�con que

jf j > 1 pour (); jf j < 1 pour D
00
:
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Grâce au lemme de Borel-Lebesgue, on peut recouvrire la fronti�ere de

D
0 avec un nombre �ni de (); soient

Xj(x; y) (j = 1; 2; : : : ; �)

les fonctions f(x; y) correspondant �a ces (). L'ensemble G3 est con-

tenu �a l'int�erieur de D3, par suite les fonctions Xj sont holomorphes au

voisinage de G3.

Examinons l'hypoth�ese 1o (No. 2). 1o Au voisinage de l'hyperplan

L;G est compos�e d'une ou plusieurs composantes continues de C = D0.

Donc, il n'y a aucun point satisfaisant �a

jXj(x; y)j � 1 (j = 1; 2; : : : ; �)

au voisinage de l'intersection de la fronti�ere de G avec L.

2o La partie de G sur L0

2 est contenues �a l'int�erieur de celle de C,

par suite �a l'int�erieur de celle de D0. Donc, si Æ est choisi suÆsamment

rapproch�e de �, il n'y a aucun point satisfaisant �a une des � conditions

jXj(x; y)j > 1� "

au voisinage des portions de L0

1; L
0

2 dans G, " �etant un nombre positif

suÆsamment petit.

3o En soustrayant de G les points de G3 qui ne satisfont pas �a la

condition

jXj(x; y)j < 1 (j = 1; 2; : : : ; �)

nous avons un ensemble ouvert; cet ensemble tend vers G, lorsque Æ tend

vers �. Nous choisirons Æ suÆsamment rapproch�e de � pour que cet

ensemble contienne les points P;Q et l'origine dans une seule et même

composante continue; et l'appellerons �, cette composante continue.

Nous avons ainsi former dans G un domaine � satisfaisant �a 1a condition

1 et arbitrairement approch�e de G.

7. Passons �a l'hypoth�ese 2o. Nous avons vu dans le M�emoire V que:

\Pour un domaine d'holomorphie V �a l'espace (x; y), �etant donn�es un

nombre positif " et un domaine V0 contenue �a l'int�erieur de V , on peut

trouver une fonction holomorphe R des variables complexes x; y; x0; y0

dans (V0; V0), se r�eduissant �a 1 pour x = x0; y = y0, de fa�con que,

�a toute fonction holomorphe f(x; y) dans V , corresponde une fonction

holomorphe '(x; y) telle que jf � 'j < ", et que

(1) ('� '0)R = (x� x0)P + (y � y0)Q;
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identiquement, dont '0 signi�e '(x0; y0) et P;Q expriment des fonctions

holomorphes des variables x; y; x0; y0 pour (V0; V0)."

Nous allons appliquet ce lemme �a D3, qui consiste en domaines

d'holomorphie, en prenant D3 pour V , et pour V0 un ensemble ouvert

contenant D0(= D
(�)
3 ) �a l'int�erieur. Alors, � �etant suppos�e su�samment

petit, V0 contient G3 �a l'int�erieur. Consid�erons la famille consistant de

toutes les fonctions '(x; y), holomorphes et jouissant de la propri�et�e (1)

pour V0. Et repartons de cette famille �a la place de la famille de fonc-

tions f(x; y) de No. 6; nous arriverons alors, en poursuivant la même

voie, �a obtenir un nouveau domaine � r�ealisant les hypoth�eses 1, 2 �a la

fois.

Envisageons l'hypoth�ese 3o. 1o Nous pouvons pareillement partir

d'une famille des fonctions '(x; y) telles que les d�eriv�ees @Xj=@y ne

s'annulent pas identiquement; nous aurons alors, un domaine � satis-

faisant aux 2 conditions 1, 2 et tel que les � d�eriv�ees @Xj=@y ne soient pas

nulles identiquement. C'est toujours sur des domaines de ce caract�ere

que nous allons discuter.

2o Consid�erons dans G3 les � vari�et�es analytiques �j ,

x2 = 0; jXj(x; y)j = 1:

Les �j sont �a 2 dimensions au plus, d'apr�es la propri�et�e de � sur les

d�eriv�ees @Xj=@y. Nous allons faire remplir �a � la condition que les

intersections des vari�et�es �j ;�k (j 6= k; j; k = 1; 2; : : : ; �) soient 1 di-

mension au plus. Prenant 2 nombres positifs r; r0 plus grands que 1=2,

consid�erons dans G3 la vari�et�e analytique Tjk,

x2 = 0; jXj(x; y)j = r; jXk(x; y)j = r
0
:

La vari�et�e analytique d�e�nie par x2 = 0; jXjj= r dans G3, est �evidem-

ment �a 2 dimensions au plus; par cons�equent, la vari�et�e Tjk est �a 1

dimension au plus, sauf peut-être pour un nombre �ni de r0; r �etant

consid�er�e comme d�etermin�e. Il suÆt donc, pour le but actuel, de faire

une modi�cation convenable de la forme

(2) Yj = �jXj (j = 1; 2; : : : ; �);

�j �etant des nombres positifs, puisque, pour la nouvelle condition, il

suÆt de choisir ces �1; �2; : : : ; �� successivement, en �evitant chaque fois

un nombre �ni de valeurs au plus, et que les 3 anciennes propri�et�es de �
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admettent cette modi�cation, pourvu que l'on prenne �j suÆsamment

rapproch�es de 1.

3o. Il s'agit de faire remplir �a � la condition que @Xj=@y ne soit pas

nulle sur la vari�et�e �j sauf peut-être aux points d'un nombre �ni, j �etant

quelconque. La vari�et�e caract�eristique @Xj=@y=0 peut comprendre des

plans caract�eristiques de la forme x= �; � �etant un point sur l'axe r�eel.

Pour l'�eviter dans G3, il suÆt de prendre les fonctions

Xj(x+ �; y)

au lieu de Xj(x; y), � �etant un nombre purement imaginaire, suÆsam-

ment petit et convenable. Quant �a l'e�et de cette modi�cation, nous

trouvons facilement que � reste remplir toutes les conditions, except�e

la derni�ere, (c'est-�a-dire, 2o). Comme la modi�cation (2) ne donne au

contraire aucun e�et �a la condition en question, faisant successivement

les 2 modi�cations en permutant l'ordre, nous trouvons les 2 conditions,

ainsi que les autres, remplies �a la fois. La vari�et�e analytique d�e�nie dans

G3 par

x2 = 0;
@Xj

@y
= 0;

et alors, �a 1 dimension au plus, j �etant quelconque. Par suite, quant �a

l'intersection de cette vari�et�e avec jXjj=r, r �etant un nombre positif plus

grand que 1=2, elle est compos�ee d'un nombre �ni de points, sauf peut-

être pour un nombre �ni de r. Par cons�equent, les 2 derni�eres conditions

(2o et 3o) peuvent être simultan�ement atteintes par une modi�cation

convenabie de la forme (2), de mani�ere que � reste remplir les autres

conditions. En r�esum�e :

On peut trouver un domaine � arbitrairement approch�e du domain

donn�e D, ayant le caract�ere, expos�e �a No. 2.

8. Refonte des domaines d'holomorphie contigus. Envisa-

geons �1. C'est un ensemble ouvert dans G1; G1 consiste en domaines

d'holomorphie. Les points fronti�eres de �1 appartiennent ou bien �a la

fronti�ere de G1 ou bien �a L, ou bien �a un des � hypersurfaces jXj(x; y)j=

1. Consid�erons le troisi�eme cas. Soit M un point fronti�ere de � de cette

sorte, mais d'ailleurs quelconque; nous supposerons pour �xer l'id�ee que

jX1(M)j=1. La fonction X1(x; y) est holomorphe au voisinage de G3.

Nous allons trouver une fonction m�eromorphe �(x; y) dansG1 admettant

les pôles

g(x; y) =
1

X1(x; y)�X1(M)
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dans G3 et restant ailleurs holomorphe. D'apr�es la condition 1 de �,

g(x; y) est holomorphe en tout point de la partie de L0

2 dans G; donc,

�(x; y) existe. Par suite, �1 consiste en domaines d'holomorphie, grâce

�a Cartan et �a Thullen. De plus, G1 est approximatif de l'ext�erieur

par les ensembles ouverts consistant en domaines d'holomorphie, (No.

6.). Donc, nous trouvons pareillement qu'il existe un ensemble ouvert

arbitrairement approch�e de �1 contenant �1 �a l'int�erieur et consistant

en domaines d'holomorphie. Il en est de même pour �2.

Soit (}) des pôles donn�es an voisinage de �; il existe une fonction

m�eromorphe �1(x; y) prenant les pôle (}) au voisinage de �1. Pareille-

ment, soit �2(x; y) celle de �2. Soit f=�1��2; f(x; y) est une fonction

holomorphe au voisinage de la fronti�ere commune S �a �1;�2; correspon-

dant �a cette fonction, nous pouvons trouver la solution F1(x; y); F2(x; y)

du probl�eme de la Section I par rapport �a �. Posons

� = �1 � F1; ou �2 � F2;

suivant que (x; y) 2 �1 ou 2 �2. �(x; y) est m�eromorphe dans � et

admet les pôles (}). Nous avons ainsi vu que, �etant donn�ees des pôles

au voisinage de �, on peut trouver une fonction m�eromorphe, admettant

les pôles dans �.

Nous allons montrer d'apr�es cela que � est un domaine d'holomor-

phie27. La fronti�ere de � est compos�e de 3 parties :

1o SoitM un point fronti�ere de � tel que une au moins des � fonctions

Xj(x; y) prenne 1 pour valeur absolute, mais d'ailleurs quelconque. Soit,

pour �xer l'id�ee, jX1(M)j=1. Soit �0 un domaine donn�e l'int�erieur de

�, Nous allons choisir un point N de �, suÆsamment approch�e de M

pour que la surface caract�eristique X1(x; y) =X1(N), d�e�nie au voisi-

nage de G3, ne passe par �0, ni s'approche ind�e�niment des hyperplans

L
0

1; L
0

2. N existe certainement, grâce �a la condition 1 de �. Nous pou-

vons alors trouver une fonction m�eromorphe �(x; y) dans �, qui admet

dans � les pôles
1

X1(x; y)�X1(N)
;

et est ailleurs holomorphe. �(x; y) est holomorphe dans �0, et admet

N pour pô1e, dont N est un point de � dans un certain voisinage de

M , mais d'ailleurs quelconque.

27Le r�esultat correspondant dû �a H. Cartan, (Note 1, d'Introduction), n'est pas

applicable au cas actuel.
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2o SoitM 0 un point quelconque de la fronti�ere commune �a � et �a G1.

Comme G1 est approximatif de l'ext�erieur par les ensembles ouverts

consistant en domaines d'holomorphie, grâce au th�eor�eme de Cartan{

Thullen, en tenant compte de la condition 1 de �, il s'ensuit que, si

l'on prend un point N 0 dans �, suÆsamment approch�e de M 0, on peut

trouver une fonction holomorphe f(x; y) au voisinage de G1, telle que

f(N 0) = 1; et jf(x; y)j< 1

dans la partie �0 sup�erieur �a L et au voisinage de la partie de L dans

�. Il existe donc une fonction m�eromorphe 	(x; y) dans � admettant

les pôles
1

f(x; y)� 1

pour la portion sup�erieure �a L et restant ailleurs holomorphe. 	(x; y)

est holomorphe dans �0 et admet N 0 pour pôle, N 0 �etant un point de �

dans un certain voisinage de M 0, mais d'ailleurs quelconque.

3o Il en est de même pour la fronti�ere commune �a � et �a G2.

Il existe donc, un ensemble ouvert dans � contenant �0 et consistant

en domaines d'holomorphie, en vertu de Cartan et de Thullen, dont

�0 est un domaine quelconque �a l'int�erieur de �. Par suite, grâce au

th�eor�eme de Behnke{Stein, � est un domaine d'holomorphie; et il en est

de même pour D. Nous avons ainsi vu que :

Etant donn�e un domaine born�e D et 2 hyperplans de la forme x2=

a1; x2=a2; a1<a2; x2 �etant la partie imaginaire de x, si la partie de D

sup�erieure �a x2=a1 et celle inf�erieure �a x2=a2 consistent en domaines

d'holomorphie, D est un domaine d'holomorphie.

9. Domaines pseudoconvexes au sens de H. Cartan. Comme

nous l'avons dit souvent, c'est H. Cartan qui a introduit dans notre

th�eorie la notion, convexit�e globale. Or, dans le même M�emoire28, il a

consid�er�e un type de domaines tel que; D �etant le domaine en question, la

partie de D dans une hypersph�ere suÆsamment petite autour d'un point

fronti�ere (�ni) quelconque de D, consiste en domaine d'holomorphie; et

il l'a appel�e d'être (partout) pseudoconvexe. Nous allons appliquer ce

que nous venons de voir �a ce type de domaines.

Soit D un domaine quelconque de ce type. Supposons d'abord D

born�e. Partageons le plan x en rectangles �egaux ! par 2 syst�emes de

28Bll. Soc. Math. France, 1931.
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lignes droites parall�eles aux r�eel et imaginaire, respectivement; pareille-

ment, partageons le plan y en !0. D'apr�es la d�e�nition pr�ec�edente, si l'on

partage l'espace (x; y) en suÆsamment petits (!; !0), pour tout domaine

d'holomorphie � suÆsamment approch�e d'un quelconque de (!; !0), la

partie de D dans � consiste en domaine d'holomorphie. Donc, d'apr�es

la proposition pr�ec�edente, il est facile �a voir que D est un domaine

d'holomorphie.

Quand D n'est pas born�e, tra�cons une hypersph�ere (p) autour d'un

point M de D, et de rayon p, p �etant un entier positif quelconque. Soit

Dp la composante continue contenant M , de la partie de D dans (p);

Dp est un domaine d'holomorphie, d'apr�es ce qui pr�ec�ede. La suite

de domaines d'holomorphie Dp (p = 1; 2; : : :) converge vers D; D est

donc un domaine d'holomorphie; en vertu du th�eor�eme de Behnke{Stein.

Ainsi :

Tout domaine pseudoconvexe au sens de H. Cartan est un domaine

d'holomorphie.

L'auteur croit que la conclusion, ainsi que la partie essentielle de la

d�emonstration, s'applique �a un nombre quelconque de variables com-

plexes.

III. Probl�eme compl�ementaire.

10. Pr�eliminaires. Soit D uu domaine �a l'espace (x; y), soit E le

compl�ementaire de D. Nous appelons D pseudoconvexe, quand E sat-

isfait au th�eor�eme de la continuit�e, dû �a F. Hartogs, au voisinage d'un

point fronti�ere quelconque (�; �) de E, et que cette propri�et�e est invari-

able par rapport aux transformations pseudoconformes biunivoques au

voisinage de (�; �). Dont la premi�ere condition veut dire que, s'il n'y

a aucun point de E sur le plan caract�eristique x = � au voisinage de

(�; �), except�e (�; �) même, �a tout nombre positif donn�e � correspond un

nombre positif r suÆsamment petit pour que, �a tout x0 dans jx � �j<r

corresponde au moins un y0 dans jy � �j<� de fa�con que (x0; y0) appar-

tienne �a E.29

Les propri�et�es principales de domaines pseudoconvexe sont �etudi�ees

par F. Hartogs et E. E. Levi, et se trouvent sous une forme tr�es syst�ema-

29Cette d�e�nition est en peu di��erente de celle que nous avons donn�ee au M�emoire

IV, mais elles sont �equivalentes. Voir le M�emoire ci-dessous de G. Julia.
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tique dans le M�emoire de G. Julia, cit�e plus haut.30

Consid�erons �a l'espace (x; y) un domaine born�e �, tel que la fronti�ere

S soit donn�ee par '(x1; x2; y1; y2) = 0, dont x = x1+ ix2 et y = y1+ iy2,

de mani�ere que l'on ait '<0 pour les points de � et '>0 pour les points

ext�erieurs, o�u ' exprime une fonction r�eelle, bien d�e�nie31 et continue au

voisinage de S, ayant les d�eriv�ees partielles continues jusqu'au deuxi�eme

ordre. Dans ces conditions, E. E. Levi a montr�e que, pour que � soit

pseudoconvexe, il faut que l'on ait L(') � 0 sur S, dont

L(') =

�
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C'est une cons�equence de la proposition suivante: Si L(') < 0 �a un

point P de S, on peut trouver une surface caract�eristique passant par P ,

r�eguli�ere en P et restant dans � au voisinage de P , sauf �a P . Remar-

quons ici que L(�') = �L(').

D'o�u il s'ensuit, d'apr�es le r�esultat que nous venons d'obtenir, que, si

L(')>0 partout sur S, � est un domaine d'holomophie. Donc, en tenant

compte du th�eor�eme de H. Behnke{K. Stein, il s'agit si un domaine

pseudoconvexe quelconque est approximatif de l'int�erieur par une suite

de domaines ayant cette caract�ere (L(') > 0). C'est ce probl�eme que

nous traiterons dans la pr�esente Section.

Or, on n'a pas n�ecessairement L('1 + '2)> 0, même si L('1)> 0 et

L('2)> 0. Pour traiter le probl�eme, nous allons d'abord chercher une

autre condition jouissant d'un rôle analogue et restant invariable par

rapport �a l'addition de fonctions.

Consid�erons un domaine pseudoconvexes D �a l'espace (x; y), nous

d�esignerons par D(�) la projection sur le plan y, de l'intersection de D

avec un plan caract�eristique de la forme x = �, � �etant une constante.

D(�) est un ensemble ouvert sur le plan y. Nous d�esignerons par R�(�)

30Acta math., 1926. Dans ce qui suit. l'auteur se contentera souvent d'y renvoyer
le lecteur.

31C'est-�a-dire, �a tout point (x; y) correspond une valeur de ', �nie ou non. mais

une seule.
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la distance (au sens usuel) d'un point � de D(�) �a la fronti�ere de D(�).

Cette fonction Ry(x) d�e�nie dans D; correspond du rayon d'holomorphie

de F. Hartogs. Hartogs a montr�e que

� logRy(x)

est une fonction subharmonique par rapport �a x, (d�etermination du loga-

rithme �etant r�eelle).

Faisons ici une remarque sur la d�e�nition de fonctions subhamoni-

ques. Soit A un domaine sur le plan x; on appelle fonction subhar-

monique par rapport �a x dans A, toute fonction r�eelle '(x) bien d�e�nie

dans A, satisfaisant aux conditions suivantes: 1o e'(x) est �nie et semi-

continue sup�erieurement dans A. 2o Soit (Æ) un domaine quelconque

�a l'int�erieur de A, soit  la fronti�ere de (Æ); et soit u(x) une fonction

harmonique par rapport �a x, (c'est-�a-dire, par rapport �a x1; x2) dans (Æ)

restant continue jusqu'�a la circonf�erence ; alors, si

'(x) � u(x)

sur , il en est de même pour (Æ). Les fonctions subharmoniques ainsi

d�e�nies peuvent prendre la valeur �1. Nous entendrons que la con-

stante �1 est y comprise.32

Or, pour le rayon de Hartogs, on trouvera de plus que cette fonction

est subharmonique sur tout plan caract�eristique, par rapport �a x ou �a y.33

En �etudiant les fonctions ayant cette propri�et�e, nous trouverons que la

condition di��erentielle poss�ede le caract�ere demand�e. Et nous verrons,

pour le probl�eme formul�e ci-dessus, que tout domaine pseudoconvexe est

approximatif de l'int�erieur par une suite de domaines ayant le nouveau

caract�ere; cela nous suÆt.

11. Nouvelle classe de fonctions r�eelles. Consid�erons dans

l'espace (x; y) un domaine quelconque D, pseudoconvexe ou non.

Nous appellerons fonction pseudoconvexe par rapport �a x; y dans D,

toute fonction r�eelle '(x; y) bien d�e�nie et satisfaisant aux conditions

suivantes: 1o La fonction e
'(x;y) est �nie et semi-continue sup�erieure-

ment par rapport �a x; y dans D. 2o Sur tout plan caract�eristique L

32Pour les fonctions subharmoniques, voir par exemple: F. Riesz, Sur les fonctions

subharmoniques et leur rapport avec la th�eorie du potentiel. I, 1926. (Acta math.)
33Voir: No. 11.
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passant par un point de D, '(x; y) est une fonction subharmonique de x

ou de y sur la portion de L dans D.

Aux propri�et�es de fonctions subharmoniques correspondent imm�e-

diatement des propri�et�es de fonctions pseudoconvexes, dont nous sig-

nalerons seulement celles qui sont utiles dans la suivante.

1o Soient '1(x; y); '2(x; y) 2 fonctions pseudoconvexes, la somme

'1(x; y) + '2(x; y) l'est aussi.

2o Il en est de même pour la borne sup�erieure  (x; y) des quantit�es

'1(x; y); '2(x; y).

3o Etant donn�ee une suite de fonctions pseudoconvexes 'n(x; y); (n

= 1; 2; : : :), dans un domaine D; si la suite e'n converge uniform�ement,

ou en d�ecroissant �a l'int�erieur de D vers e', '(x; y) est pseudconvexe

dans D.

Soit D un domaine pseudoconvexe �a l'espace (x; y), soit Ry(x) le

rayon de Hartogs par rapport �a D. La fonction

'(x; y) = � logRy(x)

est pseudoconvexe dans D, (d�etermination du logarithme �etant r�eelle).

En e�et, 1=Ry(x) est une fonction bien d�e�nie et �nie dans D. Pour

examiner la semi-continuit�e, supposons d'abord D born�e. Soit (�; �) un

point quelconque de D; soit (�p; �p) (p = 1; 2; : : :) une suite de points de

D tendant vers (�; �), mais d'ailleurs quelconque. Soit � une quelconque

des limites de la suite R�p(�p) (p = 1; 2; : : :); nous allons montrer que

(1) � � R�(�)

Soit Yp un point fronti�ere du domaine D(�p), tel que

jYp � �pj = R�p(�p);

Yp existe certainement, puisque R�p(�p) est la distance du point �p �a la

fronti�ere du domaine born�e D(�p). La suite Yp poss�ede n�ecessairement

une limite Y0 telle que

jY0 � �j = �;

puisque � est une des limites de la suite jYp � �pj. Tout point de la

suite (�p; Yp) �etant sur la fronti�ere de D, il l'est aussi pour le point limit
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(�; Y0). Y0 est donc sur la fronti�ere ou �a l'ext�erieur de D(�); d'o�u, il en

r�esulte la relation (1). Ry(x) est ainsi semi-continue inf�erieurement dans

D.

Lorsque D n'est pas born�e, on peut trouver une suite de domaines

pseudoconvexes et born�es Dp (p = 1; 2; : : :) croissante et tendent vers

�a D. Soit Rp le rayon de Hartogs par rapport �a Dp. La fonction 1=Rp

est semi-continue sup�erieurement dans Dp, d'apr�es ce qui pr�ec�ede; la

suite 1=Rp est d�ecroissante. La limite 1=Ry(x) est donc semi-continue

sup�erieurement dans D.

Nous allons examiner la deuxi�eme condition. Prenons un point quel-

conque P de D, que nous supposerons d'être �a l'origine, pour simpli�er

l'�ecriture. Grâce �a Hartogs, la fonction '(x; 0) est subharmonique par

rapport �a x au voisinage de l'origine. Transformant D en D0 �a l'espace

(X; Y ), par

X = x; Y = y � ax;

a �etant une constante quelconque, nous consid�ererons le rayon de Har-

togs R0

Y (X) par rapport �a D0. Pour tout x �xe, Y = y�ax n'est qu'une

translation du plan y; on a donc,

R
0

Y (X) = Ry(x):

La fonction � logR0

0(X) est subharmonique au voisinage de X = 0,

puisque D0 est un domaine pseudoconvexe contenant l'origine X = 0,

Y = 0. La fonction '(x; ax) est donc, subharmonique au voisinage de

x = 0.

Il ne reste qu'�a examiner '(0; y) au voisinage de y = 0. Ry(0)

repr�esente la distance du point y �a la front�ere de D(0), D(0) contient

l'origine y = 0. Donc, 1=Ry(0) est continue. Cette fonction se r�eduit

�a la constante nulle, lorsque D(0) co��ncide avec le plan y. Supposons

donc que D(0) ait des points fronti�eres (�nis); soit � un quelconque de

ces points; alors, on a �evidemment

'(0; y) = max[� log jy � �j];

o�u le signe \max" repr�esente la borne sup�erieure des quantit�es dans

les crochets et la d�etermination du logarithme est r�eelle. Les fonctions

� log jy��j sont harmoniques par rapport �a y. D'o�u, il en r�esulte facile-

ment que '(0; y) est une fonction subharmonique en y, d'apr�es les pro-

pri�et�es de fonctions subharmoniques correspondant aux propri�et�es 2, 3

de fonctions pseudoconvexes. C.Q.F.D.
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Soit D un domaine pseudoconvexe, soit d(x; y) la distance (au sens

usuel) d'un point (x; y) de D �a la fronti�ere de D. La fonction �log d(x; y)

est pseudoconvexes dans D, (d�etermination du logarithme �etant r�eelle).

En e�et, la proposition sera vraie, si elle est vraie pour les domaines

born�es, puisqu'alors, � log d(x; y) peut s'exprimer comme limite d'une

suite d�ecroissante de fonctions pseudoconvexes. Supposons donc que le

domaine D soit born�e.

Avec 2 nombres a; b tels que jaj2 + jbj
2 = 1 consid�erons la transfor-

mation T ,

X = ax� by; Y = �bx+ �ay;

dont �a;�b expriment respectivement les conjugu�es de a; b. Cette transfor-

mation laisse �evidemment la distance invariable. Soit D0 le transforme

de D par T , et soit R0

Y (X) le rayon de Hartogs par rapport �a D. La

fonction � logR0

Y (X) est pseudoconvexe en X; Y dans D0 (logarithme

�etant r�eel); par suite

 (x; y) = � logR0

Y (X)

est pseudoconvexe en x; y dans D, d'apr�es la d�e�nition même.

Or, soit (x0; y0) un point quelconque de D, soit (x00; y00) celui de la

fronti�ere, et soient (X 0
; Y

0); (X 00
; Y

00) leurs transform�es par T respec-

tivement; si l'on choisit (a; b) tel que

a(x0 � x
00) = b(y0 � y

00);

comme

X
0 = X

00

on a

jY
0
� Y

00
j � R

0

Y 0(X 0);

donc

�

1

2
log[jx0 � x

00
j
2 + jy

0
� y

00
j
2] �  (x0; y0):

De l�a, il en r�esulte imm�ediatement que la fonction � log d(x; y) peut

s'exprimer comme limite d'une suite de fonctions pseudoconvexe, uni-

form�ement convergante �a l'int�erieur de D, d'apr�es la propri�et�e 2o. Donc,

d'apr�es la proropri�et�e 3o,� log d(xy) est pseudoconvexe dansD. C.Q.F.D.

Cette fonction � log d(x; y) jouit sp�ecialement des propri�et�es suiv-

antes: 1o Elle est continue dans D, pourvu que D ne co��ncide pas avec

l'espace (�ni) (x; y). 2o Lorsque le point (x; y) de D s'approche de la
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fronti�ere de D d'une mani�ere quelconque, cette fonction tend toujours

vers +1.

12. Condition di��erentielle. Dans un domaine quelconque D �a

l'espace (x; y), �etant donn�ee une fonction r�eelle continue '(x1; x2; y1; y2)

admettant les d�eriv�ees partielles continues jusqu'au deuxi�eme ordre,

nous allons chercher la condition pour que ' soit pseudoconvexe en x; y.

Prenons un point quelconque P de D, que nous supposerons d'être �a

l'origine pour simpli�er l'�ecriture. Consid�erons un plan caract�eristique

de la forme

y = ax; a = �+ i�;

sur lequel nous avons

�(x1; x2) = '(x1; x2; y1; y2);

dont

y1 = �x1 � �x2; y2 = �x1 + �x2;

�(x1; x2) est d�e�nie au voisinage de x = 0. Nous allons calculer

�� =
@
2�

@x
2
1

+
@
2�

@x
2
2

:

En posant

A =
@
2
'

@x
2
1

+
@
2
'

@x
2
2

; D =
@
2
'

@y
2
1

+
@
2
'

@y
2
1

;

B =
@
2
'

@x1@y1
+

@
2
'

@x2@y2
; C =

@
2
'

@x1@y2
�

@
2
'

@x2@y1
;

nous obtenons sans diÆcult�e que

(1) �� = A+ 2B� + 2C� +D(�2 + �
2):

En consid�erant A;B;C;D comme constantes r�eelles et �; � comme

param�etres r�eels nous envisagerons la forme

(2) U(�; �) = A+ 2B� + 2C� +D(�2 + �
2)

pour

�1 < � < +1; �1 < � < +1:

Calculons d'abord la borne inf�erieure m de U : 1o Quand D � 0; si

B =C =D=0, on a m=A; si non, on a m=�1. 2o Quand D> 0, il
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existe certainement au moins un (�; �) pour lequel U =m; par suite ce

(�; �) sera donn�e par

1

2

@U

@�
= B +D� = 0;

1

2

@U

@�
= C +D� = 0:

Donc,

(3) mD = AD � (B2 + C
2):

Cherchons ensuite la condition pour que la forme U(�; �) soit non-

n�egative. Pour cela, il faut d'abord queD � 0, puisque, si non,m = �1.

De plus; 1o Si D = 0, il faut que B = C = 0 et A � 0. 2o Si D> 0, il

faut que mD � 0. En r�esum�e,

(4) A � 0; D � 0; AD � (B2 + C
2) � 0

donne la condition n�ecessaire.

Supposons r�eciproquement que la condition (4) soit remplie; alors, il

n'y a que deux cas possibles: ou bien D = 0, ce qui entrâ�ne m = A � 0,

puisqu'alors B=C=0 n�ecessairement; ou bien D>0, on a alors mD�0

d'apr�es (3), et par suite m�0. La condition (4) est ainsi suÆsante.

Revenons au probl�eme origrinal; et nous supposerons une fonction

pseudoconvexe ' dans D. � �etant alors subharmonique par rapport �a x

en l'origine, nous avons n�ecessairement ���0 pour x=0, et cela pour

tout plan caract�eristique de la forme y = ax. La condition (4) est donc

n�ecessaire pour P , d'apr�es ce que nous venons de voir, dont P est un

point quelconque dans D.

Supposons r�eciproquement que la condition (4) soit remplie dans D.

Pour un point quelconque P de D, ' est alors subharmonique sur tout

plan caract�eristique de la forme y = ax + b passant par P , au voisinage

de P , puisque l'on a n�ecessairement ��� 0. Il en est n�ecessairement

de même pour tout plan caract�eristique de la forme x = ay + b, car, la

condition (4) est sym�etrique par rapport �a x; y. La fonction ' est donc

pseudoconvexe dans D. Nous avons ainsi vu que :

Soit '(x1; x2; y1; y2) une fonction r�eelle continue admettant les d�eri-

v�ees partielles jusqu'au deuxi�eme ordre dans un domaine D. Pour que
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' soit pseudoconvexe par rapport �a x; y dans D, il faut et il suÆt que

l'on ait dans D

@
2
'

@x
2
1

+
@
2
'

@x
2
2

� 0;
@
2
'

@y
2
1

+
@
2
'

@y
2
2

� 0;

V (') =

�
@
2
'

@x
2
1

+
@
2
'

@x
2
2

��
@
2
'

@y
2
1

+
@
2
'

@y
2
2

�
�

�
@
2
'

@x1@y1
+

@
2
'

@x2@y2

�2

�

�
@
2
'

@x1@y2
�

@
2
'

@x2@y1

�2

� 0: 34

13. Propri�et�e principale. Nous continuerons de consid�erer une

fonction r�eelle continue '(x2; x2; y1; y2) admettant les d�eeriv�ees partielles

jusqu'au deuxi�eme ordre dans un domaines D. Nous supposerons que

A > 0; V = AD � (B2 + C
2) > 0

dans D. D'o�u, il s'ensuit que D > 0.

Soit P un point quelconque de D. Supposons d'abord que

�
@'

@x1

�2

+

�
@'

@x2

�2

+

�
@'

@y1

�2

+

�
@'

@y2

�2

6= 0

au point P . Nous allons examiner le signe de L(') de E. E. Levi. En

posant

a =

�
@'

@x1

�2

+

�
@'

@x2

�2

; d =

�
@'

@y1

�2

+

�
@'

@y2

�2

;

b =
@'

@x1

@'

@y1
+
@'

@x2

@'

@y2
; c =

@'

@x1

@'

@y2
�

@'

@x2

@'

@y1
;

nous avons

L(') = Ad+Da� 2Bb� 2Cc:

Dans ce quit suit, nous sous-entendrons par a; b; c; d et A;B;C;D; les

valeurs au point P . D'apr�es l'hypoth�ese, un au moins des a; d n'est pas

nul. Supposons, pour �xer l'id�ee, que

d > 0:

On a

ad� (b2 + c
2) = 0:

34Cette condition est encore n�ecessaire et suÆsante pour que ' soit subharmonique

sur toute surface caract�eristique r�eguli�ere.
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En possant

� =
�b

d
; � =

�c

d
;

on a donc,
L(')

d
= A+ 2B� + 2C� +D(�2 + �

2):

Regardons la forme U(�; �) de No. 12. Si D>0, la borne inf�erieure m

est donn�ee par mD=V . Par suite, encore si V >0, nous avons toujours

U(�; �)>0. On a donc L(')>0.

Ainsi d > 0 et L(')> 0 pour P . Grâce �a E. E. Levi, on peut donc

trouver une surface caract�eristique de la fornie y = f(x), passant par P

et telle que l'on ait sur la surface '>'(P ) au voisinage de P , sauf pour P

o�u f(x) exprime une fonction holomorphe au voisinage de la projection

de P sur le plan x; on peut même choisir f(x) parmi les polynômes du

deuxi�eme degr�e en x. Il en est tout pareil pour le cas a > 0.

Nous allons envisager le cas exceptionnel. Supposons que l'on ait

@'

@x1
=

@'

@x2
=
@'

@y1
=
@'

@y2
= 0

au point P . Supposons pour simpli�er 1'�ecriture que P est �a l'origine et

'(P ) = 0. Prenant un plan caract�eristique de la forme

y = ax; a = �+ i�;

consid�erons

�(x1; x2) = '(x1; x2; y1; y2);

dont

y1 = �x1 � �x2; y2 = �x1 + �x2

Comme ' admet les d�eriv�es partielles continues jusqu'au deuxi�eme ordre,

on a

� =
1

2
(�1x

2
1 + 2�2x1x2 + �3x

2
2) + ("1x

2
1 + 2"2x1x2 + "3x

2
2)

au voisinage de x = 0, o�u �1; �2; �3 sont des constantes r�eelles d�ependant

de a, et "1; "2; "3 sont des fonctions r�eelles de x1; x2, bien d�e�nie, �nie et

tendant vers 0 avec x. Pour que le plan caract�eristique y = ax ne passe

par aucun point de ' � 0 au voisinage de l'origine, except�e �a l'origine,

il suÆt que �>0 dans un cercle suÆsamment petit du plan y autour de

l'origine, sauf au centre. Et pour cela, il suÆt que

(1) �1 > 0; �1�3 � �
2
2 > 0:
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Par un calcul simple, nous avons

�1 =
@
2
'

@y
2

1

�
2
+

@
2
'

@y
2

2

�
2
+ 2

@
2
'

@y1@y2

�� + 2
@
2
'

@x1@y1

�+ 2
@
2
'

@x1@y2

� +
@
2
'

@x
2

1

;

�3 =
@
2
'

@y
2

2

�
2
+

@
2
'

@y
2

1

�
2
� 2

@
2
'

@y1@y2

�� + 2
@
2
'

@x2@y2

�� 2
@
2
'

@x2@y1

� +
@
2
'

@x
2

2

;

�2 =
@
2
'

@y1@y2

(�
2
� �

2
)�

�
@
2
'

@y
2

1

�

@
2
'

@y
2

2

�
�� +

�
@
2
'

@x1@y2

+
@
2
'

@x2@y1

�
�

�

�
@
2
'

@x1@y1

�

@
2
'

@x2@y2

�
� +

@
2
'

@x1@x2

;

o�u on sous-entend que les d�eriv�ees repr�esentent les valeurs �a l'origine.

Consid�erons (�; �) pour être un point sur le plan au moyen des axes

r�ectangulaires dans la g�eometrie cart�esienne. Nous allons distinguer 2

cas d'apr�es la forme de l'�equation �2 = 0: Ou bien

@
2
'

@y1@y2

= 0;
@
2
'

@y21

=
@
2
'

@y22

;

on a alors,
@
2
'

@y
2
1

> 0;
@
2
'

@y
2
2

> 0;

puisque D > 0; par suite, en prenant � suÆsamment grand, la condition

(1) est remplie par le point (�; 0). Supposons donc,

�
@
2
'

@y21

�

@
2
'

@y22

�2

+

�
4
@
2
'

@y1@y2

�2

> 0:

L'�equation �2 = 0 repr�esente alors, une hyperbole ou, comme cas limite,

une paire de droites (r�eelles) se croisant. Quant aux �equations �1 = 0,

�3=0, puisque @2'=@y21 et @2'=@y22 ne peuvent pas s'annuler �a la fois,

elles sont e�ectivement du deuxi�eme degr�e. Nous trouvons d'abord

�1 + �3 = D(�2 + �
2) + 2B� + 2C� +A:

(3) ) �1 + �3 > 0:

Supposons pour �xer l'id�ee que �2=0 soit une hyperbole. Faisant tracer

�a (�; �) une des branches de l'hyperbole, regardons le signe de �1. Si �1

change le signe �a un point M , puisque �2 = 0 et �3> 0 d'apr�es (3) au

pointM , la condition (1) est certainement remplie �a un point convenable

voisin de M . Il en est de même pour le signe de �3, ainsi que pour le cas

o�u �2 = 0 repr�esente une paire de droites. Supposons donc que, quand

�2 = 0 repr�esente une hyperbole, �1 et �3 ne change pas les signes sur
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chacune des branches, et quand �2 = 0 repr�esente une paires de droites

se croisant, il le soit pour toute la courbe. Dans cette condition, nous

allons montrer l'existence d'un point (�; �) satisfaisant �a la condition

(1); cela nous suÆt.

Nous d�esignerons les parties du deuxi�eme degr�e en �; � de �1; �2; �3

par

�1(�; �); �2(�; �); �3(�; �);

respectivement. Consid�erons la transformation

�
0 = ��; �

0 = � ;

ce qui exprime la rotation du plan autour de l'origine par �=2. Nous

avons

�2(�
0
; �

0) = ��2(�; �):

Donc, �2 = 0 repr�esente une hyperbole ou 2 droites rectangulaires. Nous

avons ensuite

�1(�
0
; �

0) = �3(�; �); �3(�
0
; �

0) = �1(�; �) ;

et encore

�1 + �3 = D(�2 + �
2) ;

la portion �1> 0 est donc plus grand que la portion �1< 0 en angle �a

l'origine; il en est de même pour �3.

Consid�erons le cas o�u �2 = 0 repr�esent une hyperbole rectangulaire.

D'apr�es ce qui pr�ec�ede, lorsque le point (�; �) s'�eloigne ind�e�niment le

long d'une quelconque des branches de l'hyperbole �a un sens convenable,

ce point ne peut rester sur la portion �1�0; par suite, sur cette branche,

il y a au moins un point pour lequel �1> 0. On a donc �1� 0 partout

sur �2 = 0, d'apr�es l'hypoth�ese ci-dessus. Il en est de même pour �3,

ainsi que pour le cas o�u �2= 0 repr�esente 2 droites rectangulaires. On

a ainsi �1 � 0; �3 � 0 partout sur �2 = 0; la courbe �2 = 0 ne peut

co��ncider avec �1 = 0, ni avec �3 = 0, puisque les asymptotes ne le

sont pas. Nous pouvons donc trouver un point (�; �) satisfaisant aux

conditions �1> 0; �3> 0; �2=0, et par suite �a la condition demand�ee

�1�3 � �
2
2 > 0.

Soit '(x1; x2; y1; y2) une fonction r�eelle continue admettant les d�eri-

v�ees partielles continues jusqu'au deuxi�eme ordre, et telle que

@
2
'

@x21

+
@
2
'

@x22

> 0; V (') > 0;
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dans un domaine D. Pour un point quelconque P de D, on peut trouver

une surface caract�eristique passant par P , r�eguli�ere en P et restant dans

la portion '>'(P ) au voisinage de P , P �etant exclu.

14. Nous allons d'abord faire quelques remarques sur la proposition

ci-dessus. Tra�cons autour du point P une hypersph�ere S �a l'int�erieur du

domaine D. Consid�erons la portion ' < '(P ) dans S ; si elle existe, nous

d�esignerons une quelconque des composantes continues par �. Nous

allons montrer que � est un domaine d'holomorphie.

Consid�erons les domaines d'holomorphie (univalents) contenant �.

Grâce �a H. Cartan{P. Thullen35 , il existe le plus petit de ces domaines,

que nous d�esignerons par G. G est n�ecessairement contenu dans S.

Supposons que � 6= G. D'apr�es la forme de �, G poss�ede alors, au

moins un point pour lequel ' prend la valeur '(P ). Soit � la borne

sup�erieure des valeurs que prend ' dans G; ' ne peut prendre � dans

G, en vertu de la proposition pr�ec�edente. On a donc, '(P ) < �.

Soit Q un point fronti�ere de G tel que '(Q) = �. Il existe une surface

caract�eristique F (x; y) = 0 passant par Q et restant dans la ' > � au

voisinage de Q, sauf �a Q, d'apr�es la proposition pr�ec�edente. Tra�cons

une hypersph�ere (Æ) autour de Q, suÆsamment petit pour que F (x; y)

soit holomorphe au voisinage de (Æ), et que l'intersection de F = 0 avec

la fronti�ere de (Æ) soit situ�ee �a 1'ext�erieur de G, et encore que (Æ) ne

contienne aucun point de �; (Æ) existe certainement. Prenons un nom-

bre positif " suÆsamment petit pour que l'intersection de l'hypersurface

jF j = " avec la fronti�ere de (Æ) soit aussi situ�ee �a l'ext�erieur de G; et nous

consid�erons l'ensemble E compos�e des points de G qui n'appartiennent

pas �a (Æ), ou bien satisfont �a la condition jF j > ". E est un ensem-

ble ouvert contenant �; toute composante continue de E est un do-

maine pseudoconvexe au sens de H. Cartan, et est par suite un domaine

d'holomorphie; ce qui contredit �a la d�e�nition de G. On a donc, � = G

Ainsi :

Dans la condition de la proposition pr�ec�edente, S �etant une hyper-

sph�ere autour du point P �a l'int�erieur du domaine D, la portion de

l'ensemble '<'(P ) dans S, si elle existe, consiste en domaine d'holo-

morphie.

Soit ensuite, '(x; y) une fonction r�eelle et continue dans un domaine

35Voir: H. Cartan{P. Thullen, cit�e plus haut.
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D. Soit (x0; y0) un point de D, tel que le dicylindre (),

jx� x
0
j < r; jy � y

0
j < r

soit contenu �a l'int�erieur de D, mais d'ailleurs quelconque, o�u r est un

rayon donn�e �a priori. Nous d�esignerons la moyenne des valeurs que prend

' dans () par '1(x
0
; y

0). La fonction '1(x; y) est d�e�nie dansD1 = D
(r);

(D(r) signi�e l'ensemble des points de D, tels que les \Randdistanzen"

par rapport �a D soient plus grandes que r). Nous d�esignerons ce proc�ed�e

par

'1(x; y) = Ar['(x; y)] ;

ce qui est une analogie d'un proc�ed�e sur le plan, bien connue 36. Les

propri�et�es suivantes de Ar seront donc �evidentes :

Ar(') admet les d�eriv�ees partielles continues du premier ordre par

rapport �a x1; x2; y1; y2.

Si ' admet les d�eriv�ees partielles continues du premier ordre, Ar(')

admet celles du deuxi�eme ordre, continues.

Consid�erons

Ar[Ar(')] = A
2
r('):

La fonction A
2
r(') est d�e�nie et continue dans D2 = D

(r)
1 et admet

les d�eriv�ees partielles continues jusqu'au deuxi�eme ordre par rapport

�a x1; x2; y1; y2, d'apr�es ce qui pr�ec�ede.

Lorsque r tend vers 0, D1 et D2 tend vers D, Ar(') et A
2
r(') tendent

uniform�ement vers ' �a l'int�erieur de D.

Si la fonction '(x; y) est pseudoconvexe, Ar(') est aussi pseudocon-

vexe, d'apr�es les propri�et�es 1 et 3, et par suite, il en est de même pour

A
2
r(').

Soit  (x; y) une fonction pseudoconvexe continue admettant les d�eri-

v�ees partielles continues jusqu'au deuxi�eme ordre par rapport �a x1; x2,

y1; y2 dans le domaine D. D'apr�es ce que nous avons vu au No. 12, on a

alors, dans D,

@
2
 

@x
2
1

+
@
2
 

@x
2
2

� 0;
@
2
 

@y
2
1

+
@
2
 

@y
2
2

� 0; V ( ) � 0:

Consid�erons

�(x; y) =  (x; y) + "(x21 + x
2
2);

36Voir par exemple: F. Riesz, cit�e plus haut.
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" �etant un nombre positif quelque petit qu'il soit. Nous trouvons que

@
2
�

@x21

+
@
2
�

@x22

> 0; V (�) > 0:

En r�esum�e, nous avons vu que :

Soit '(x; y) une fonction pseudoconvexe continue dans un domaine

D. Etant donn�e un nombre positif " et un domaine D0 contenue �a

l'int�erieur de D, il existe dans D0 une fonction pseudoconvexe con-

tinue �(x1; x2; y1; y2) admetant les d�eriv�ees partielles continues jusqu'au

deuxi�eme ordre et telle que

j'� �j < ";
@
2
�

@x
2
1

+
@
2
�

@x
2
2

> 0; V (�) > 0:

Consid�erons maintenant, un domaine pseudoconvexe D �a l'espace

(x; y). Supposons d'abord D born�e. Apportons la fonction

'(x; y) = � log d(x; y)

de No. 11, o�u d(x; y) repr�esente la distance du point (x; y) de D la

fronti�ere de D. Comme '(x; y) est pseudoconvexe et continue dans D,

d'apr�es la proposition pr�ec�edente, nous obtenons une fonction �(x; y)

ayant la propri�et�e indiqu�ee. Pour d�eterminerD0 et ", prenons 3 nombres

r�eels tels que

� < � < ;

de fa�con que l'on ait e�ectivement des points satisfaisant �a ' < �. Nous

choisirons D0 suÆsamment grand pour qu'il contient l'ensemble ' < 

�a l'int�erieur; D0 existe certainement, puisque, D �etant born�e, l'ensemble

' <  est contenu �a l'int�erieur de D. Nous choisirons " suÆsamment

petit pour que � < � contienne l'ensemble ' < � et soit contenu dans

l'ensemble ' < . D'apr�es la premi�ere des propositions pr�ec�edentets,

l'ensemble � < � consiste en domaines pseudoconvexes au sens de H.

Cartan, par suite, en domaines d'holomorphie. Quand � tend vers +1,

l'ensemble '< � tend vers D. D est donc un domaine d'holomorphie,

en vertu du th�eor�eme de H. Behnke{K. Stein.

Lorsque D n'est pas born�e, comme nous l'avons vu souvent, on peut

trouver une suite croissante de domaines pseudoconvexes born�es tendant

vers D. D'apr�es ce qui pr�ec�ede, D est donc un domaine d'holomorphie.

Th�eor�eme. Dans l'espace de 2 variables complexes, tout domaine

pseudoconvexe, univalent et �ni est un domaine d'holomorphie.
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L'auteur pense que cette conclusion sera aussi ind�ependante des nom-

bres de variables complexes.

(Re�cu le 25 octobre, 1941.)
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