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Introduction. En 1906, F. Hartogs a découvert une restriction tres
curieuse, & laquelle sont soumis les domaines d’holomorphie!, et par cette
découverte méme, je pense, a commencé le développement récent de la
théorie des fonctions analytiques de plusieurs variables.

La méme restriction a été succesivement trouvée aux fonds des diffé-
rentes branches de la théorie, par E. E. Levi, G. Julia, W. Saxer et
lauteur?. Nous appelons tout domaine restreint de ce mode d’étre pseu-
doconveze®.

La convexité de cette sorte admet d’étre critiquée d’une maniere lo-
cale. Or, en 1932, H. Cartan et P. Thullen ont trouvé que les domaines
d’holomorphie sont encore, en un certain sens, globalement convexes?,
Et grace a cette propriété, nous venons d’établir plusieurs théoremes

globaux par rapport aux domaine d’holomorphie °.

'F. Hartogs, Einige Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel bei Funktio-
nen mehrerer Veranderlichen, 1906. (Miinch. Berichte.)
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H.Cartan—P.Thullen, Regularitats—und Konvergenzbereiche, 1932. (Mathematische
Annalen.) Pour l'idée, voir :

H. Cartan, Sur les domaines d’existence de fonctions de plusieurs variables com-
plexes, 1931. (Bull. Société mathématique de France.)
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de Cauchy,1941; (Japanese journal of Mathematics.)



Nous avons ainsi plusieurs sortes de domaines pseudoconvexes, et sur
lesquels nous ne savons presque rien, sauf sur les domaines d’holomor-
phie®. Nous sommes ainsi ramenés & F. Hartogs, & nous demander
réciproquement si tout domaine pseudoconvexe est un domaine d’holo-
morphie, ou non. Et, si ces 2 types de domaines coincident, nous au-
rons un critérium local pour les domaines d’holomorphie. Or, parmi les
différentes sortes de domaines pseudoconvexes, ceux de G. Julia ont été
affirmés d’etre des domaines d’holomorphie, lorsqu’ils sont finis, par H.
Cartan, P. Thullen, H. Behnke, et K. Stein”. Mais, en dehors de ce cas,
le probleme reste & peu pres libre jusqu’a présent®.

Dans le Mémoire actuel, nous traiterons ce probleme; ou nous nous
bornerons a l'espace de 2 variables complexes, pour la simplicité, mais
la conclusion s’appliquera, je crois, aux espaces d’un nombre quelconque
de variables complexes. Nous verrons, pour les domaines univalents et
finis, que les domaines pseudoconveres sont ceux d’holomorphie®.

Le probleme que nous venons d’expliquer est le dernier de ceux qui

faisaient le sujet des recherches actuelles!®.

I. Probleme principal.

1. Probléme. Nous continueron, de sous-entendre que les do-

maines dans le Mémoire actuel sont univalents et finis.

Dans les présentes recherches, le premier probléeme de Cousin joue
un des roles fondamentaux presque partout; dont la partie essentielle

congsiste dans le probleme suivant :

®De plus, par exemple, si dans un domaine univalent et fini & Pespace de 2 vari-
ables complexes, le premier probleme de Cousin est toujours résoluble, le domaine est
nécessairement celui d’holomorphie. Voir :

H. Cartan, Les problémes de Poincaré et de Cousin pour les fonctions de plusieurs
variables, 1934. (Comptes Rendus, Paris.)

“On Vappelle probléme de Julia. Voir: H. Cartan—P. Thullen, cité plus haut.

H. Behnke—K. Stein: Konvergente Folgen von Regulariatsbereichen und die Mero-
morphiekonvexitdt, 1938, (Math. Annalen); Approximation analytischer Funktio-
nen in vorgegebenen Bereichen des Raumes von n komplexen Veranderlichen, 1939,
(Gottingen Nachrichten); Die Konvexitat in der Funktionentheorie mehrerer kom-
plexer Veranderlichen; 1940, (Mitteilung der Mathematischen Gesellschaft in Ham-
burg).

8Pour ce probleme, voir: L’ouvrage de H. Behnke-P. Thullen, Theorie der Funk-
tionen mehrerer komplexer Veranderlichben, 1934, pages 54-56; et H. Behnke-K. Stein,
1940, cité ci-dessus.

°L’auteur a publié ce résultat dans la Note: Sur les domaines pseudoconvexes,
1941, (Proc. Imp. Acad. Tokyo).

1% auteur a tenté les présentes recherches grace a ’Ouvrage trés intéressant de H.

Behnke—P. Thullen, cité plus haut.



Considérons a Uespace de deux variables complexes z,y un domaine
borné A contenant l'origine, dont la partie supérieure et celle inférieure
par rapport a Uhyperplan x5 = 0, ot @ = z1 + txq, 1 élant Uunité imaygi-
naire, seront désignées par Ay et Ay, respectivement. Etant donnée une
fonction holomorphe f(z,y) “au voisinage de” la frontiére commune a
A1, Ayt trouver une paire de fonctions Iy (x,y), Fy(z,y), holomorphes
dans Ay et dans Ay, respectivement, et restant holomorphes en tout

point de A sur xo = 0 de sorte que l'on ait identiquement

F1($,y) - F2($7y) = f(xvy)

En 1895, P. Cousin a résolu ce probleme pour les domaines cylin-
driques'?. En 1934, H. Cartan a indiqué que ce probleme est résoluble

13 en appliquant 'intégrale

pour les domaines rationnellement convexes
de A. Weil'. La méme méthode s’applique pour les domaines d’holo-
morphie, d’apres ce que nous avons vu dans le Mémoire V. Et, plus
récemment, nous avons résolu, ce probleme par une autre méthode pour
les domaines d’holomorphie dans les Mémoires I, II.

Nous allons résoudre ce probleme pour un domaine pseudoconvexe
composé de deux domaines d’holomorphie (continus ou non) empiétant
I’'un sur Pautre, dont 'un contient A; et 'autre, Ay, mais d’ailleurs a

peu pres quelconque.

2. Hypothéses. Dans la présente Section, nous traiterons le prob-
leme pour A satisfaisant aux certaines conditions, que nous allons expli-
quer, et dont la signification sera discutée dans la Section suivante.

Considérons a ’espace (z,y) un domaine borné © contenant 'origine

et 3 hyperplans paralleles L, L, L, des formes
$2:07 Ty = ay, Ty = a2, a1<0<a27

respectivement. Supposons D traversé par chacun des hyperplans; nous
déignerons les parties de D supérieure & Ly, inférieure & Ly et entre
Ly et Ly par 1,05 et D3, respectivement. Supposons que les com-

posantes continues des ensembles ouverts ©1, 04y soient des domaines

"'Nous appelons qu’un phénoméne se présente au voisinage d’un ensemble F, s’il
P’est pour un certain ensemble ouvert contenant F avec ses points d’accumulation.

Nous appelons qu'un phénomene se présente “a 'intérieur” d’un ensemble ouvert
2, ¢’il 'est pour tout ensemble ouvert borné et contenu avec ses points frontiéres dans
2.

12 Acta mathematica.

13Quelconques, & peu pres; il en est de méme pour ce qui suit.

MY, Cartan, cité plus haut.



d’holomorphie. Alors, il en est nécessairement de méme pour ’ensemble
ouvert Ds.

Considérons dans ®3, v fonctions holomorphes
X;(z,y) (j=1,2,...,v)
et: 1° Supposons que l'ensembles des points de D3 satisfaisant a
(Xi(z, )<l (G=12...,v)

n’ait pas de point au voisinage de Uintersection de la frontiere de ® avec
L; et que, pour un nombre positif ¢ suffisamment petit et pour tout j de

(1,2,...,v) Uensemble des points de D3 satisfaisant a
|X]($7y)| >1—¢

n'ait pas de point au voisinage des hyperplans Ly, Ly. Les points de ©

qui n’appartiennent pas a 3, ou bien satisfont a
1Xi(z,y)| <1 (j=1,2,...,v)

constituent un ensemble ouvert. Supposons que cet ensemble admette
une composante continue contenant origine et s’étendan au dela de L
et de Ly. Cest ce domaine que nous appellerons A.

Comme nous le verrons plus tard, cette hypothese s’appuie sur le
théoréeme de H. Cartan—P. Thullen que tout domaine d’holomorphie
(fini) est convexe par rapport aux fonctions holomorphes dans le do-
mainel®.

2% Soient zg, yo des nouvelles variables. Supposons que Uon ait iden-

tiquement
(X; = X))R= (v —20) P + (y — 90)Q; (7=1,2,...,v)

ol X]Q exprime X;(zo,%0), P;,Q; et R sont des fonctions holomorphes
des variables z,y, zg, yo quand (z,y) € D3, (zo, yo) € Ds et specialement
R se réduit a 1 pour x = xg, Yy = Yo.
A I’égard de cette hypothese, nous avons le Lemme de Mémoire V.
3¢ Supposons pour tout j que la dérivée 0X;/0y ne s’annule pas iden-

tiqguement. Soit X; la variété analytique définie dans D3 par

=0, [Xj=1

Math. Ann., 1932.



d’apres I’hypothese précédente, si 3J; existe, elle est a 2 dimensions. Sup-
posons que les intersections des variétés ;% (j # k;j,k=1,2,...,v),
st elles existent, soient a 1 dimension.

Nous désignerons les parties de A supérieure a L, inférieure a L et
entre Ly et Ly par Ay, Ay et As, respectivement. Az consiste, évidem-
ment en domaines d’holomorphies'®. Pour A; et Ay, nous verrons plus
tard qu’il en est de méme.

Envisagerons la portion de I’hyperplan L dans A. Soit S I'ensemble
de points composé de cette portion de L et des points d’accumulation; S
est contenu dans D3, d’apres 'hypothese 1. Soit o la frontiere de S (con-
sidéré comme étre un ensemble sur ’hyperplan); o se pose évidemment
sur la somme des variétés X; (7 =1,2,...,v); nous désignerons la par-
tie de o sur X; par 0;. Les o; sont a 2 dimensions au plus; les inter-
sections des variétés o;,01 (7 # k;j,k = 1,2,...,v) sont a 1 dimen-
sion au plus, d’apres I’hypothese précédente. Pour simplifier le raison-
nement ultérieur, supposons encore, pour tout j, que la dérivée 0X;/dy
ne s’annule pas sur o;, sauf peut-étre aux points d’un nombre fini.

Nous verrons plus tard que ’on peut toujours trouver un domaine A

de ces propriétés et arbitrairement approché du domaine donné ®.

3. Cas de domaines d’holomorphie. Nous allons d’abord résoud-
re le probleme pour As au moyen de la méthode due a A. Weil et a H.
Cartan.

Soit ¢(z, y) une fonction holomorphe donnée au voisinage de S. Con-

sidérons I'intégrale double, étendue sur la partie a 2 dimensions de o,

~1
(1) I(z0,y0) = 1= / i, y; xo, yo) ez, y) dedy
PR

en posant
Qj
V2, y; o, Yo) =
J( AR ) (w_xo)(Xj_X]Q)’
(7 =1,2,...,v); que nous allons définir d’une maniere précise. Sur la

variété o;, j étant quelconque, comme 9.X;/0y ne s’annule pas, excepté
peut-étre pour un nombre fini de points, prenons un point P différent
des points exceptionnels, mais d’ailleurs quelconque. Au voisinage de P,
nous pouvons représenter la variété analytique X; a I’aide des parametres

réels u, v, de la forme

v = (u,v), y = y(u,v)

16Précisément-dit, en composantes continues qui sont des domaines d’holomorphie.




dont les deuxieme membres expriment des séries entieres en u, v, de fagon
que (z,y) et (u,v) soient en correspondance biunivoque. Nous pouvons
prendre pour parametres (z1,6;) par exemple, 8; étant 'argument de
X;. Regardons (u,v) pour étre un point sur le plan, au moyen des
axes rectangulaires dans la géométrie cartésienne; a la frontiere de o,
correspondent des arcs analytiques d’un nombre fini sur le plan (u,v).
Choisissons (u, v) de facon que

8($17 0])

d(u,v)

nous avons alors, par définition

> 0;

[ wsetndy= [[ 50 5 duas

o; d(u, v)

au voisinage de P, le deuxieme membre étant une intégrale double
étendue sur la portion du plan (u,v) correspondant a la partie a 2 di-
mensions de o.

Soit (2o, yo) un point tel que ¥;(x, y; 2, yo) soit holomorphe par rap-
port & z,y au voisinage de o;, j étant quelconque; l'intégral I(zq, yo)
sera alors, déterminée et finiel”.

Quand (z,y) € o;, puisque | X;| = 1, ¥;(z,y;z0,y0) est holomor-
phe par rapport a zg, 7o dans As, excepté sur L; par suite, la fonction
I(z0,Y0) est holomorphe dans As, excepté sur L13.

Nous allons étudier I'allure de I(xzg,yo) au voisinage de L'?. Soit
(&,m) un point quelconque sur la portion de L dans A. Tragons sur le
plan @ un petit cercle (y) autour de &; nous désignerons les parties de
o et de o; dans () par o’ et O';, respectivement; et nous considérons
Iintégrale

-1

I (29, y0) = )

// Vi(x, y; zo, Yo)p(, y) dudy,
i V%

"Nous allons montrer que Iintégrale double fcv f(z,y)dzdy, f(z,y) étant une fonc-
7

tion holomorphe au voisinage de o, est déterminée et finie. Soit P un point de o; tel
que 9X; /9y = 0; les points de cette propriété sont finis en nombre sur o;. Tragons
une hyperspheére autour de P avec un rayon suffisamment petit p. Soit o' la partie
de o; dans cette hypersphére. Nous trouvons facilement que fc, |dzdy| tend vers O
avec p. Il en est donc de méme pour fc, fdzdy. D’on, il en résulte immédiatement
I’énoncé.

8 Car, lintégrale I(zo,yo) est la limite d’une suite de fonctions holomorphes en tout
point de 'ensemble ouvert (zo,y0) € As, (z0,y0) € L, convergeant uniformément en
ce point d’apres la définition méme de l'intégrale.

9Ceci sera fait d’une maniére directe; on peut aussi prendre Ry, & la place de
Y5 et appliquer, a 'intégrale correspondante, le théoréme de A. Weil exposé dans le
Mémoire V.



(7 =1,2,...,v). La différence I —1I; est évidemment holomorphe dans
’ensemble ouvert zg € (), (20, yo) € As. 1l suffit donc, d’étudier I; a la
place de 1.

Posons
Q;

®; (2, y; w0, yo) = m@(%y);
J J

désignons par I' la projection sur le plan y, de l'intersection de ¢ avec
x =¢&. Lorsque (z,y) € o, puisque | X;| = 1, la fonction Qj/(Xj—X]Q)
est holomorphe par rapport a xg,yo dans As; ¢(z,y) est holomorphe
au voisinag de S; ®; (2, y; xo, yo) est donc holomorphe en tout point de
I’ensemble
v=¢ yely z2=§ yw=n

Sur le plan y, décrivons un cercle (7’) autour de 7 et un ensemble ouvert
E contenant I'. Pour que ®;(z, y; ¢, yo) soit holomorphe dans ’ensemble

ouvert

(2) z€(y), yeEE; we(v), weX),

et que o’ soit contenu dans [(y), F], il suffit de prendre, d’abord (v') et
F suffisamment approchés de 7 et de I', respectivement, et ensuite ()
suffisamment rapproché de &.

Dans ces conditions, posons

;i (y; 20, Yo) = P (20, Y5 To, Yo);

cette fonction est aussi holomorphe dans I’ensemble (2) et satisfait iden-

tiquement a
®; — ;= (2 — o) x(2, ¥; 2o, o),

X étant une fonction holomorphe dans l’ensemble (2). Considérons

12 ($07 yO) = A2 E // - —]$0 dacdy,
i 7%

(j = 1,2,...,v). I —I; est holomorphe dans le dicylindre [(v), (7],

Iintégrale

d’apres l'identité ci-dessus. 1l suffit donc, d’étudier I au lieu de I.

Or, dans la relation
(X; = X)) R = (v = wo) P + (y — %)@,
en posant £ = zg, on a

(X — XD)R = (y — %)Q;-



Donc,

-1 R(w0,y; 20, Yo)
I = — g dxdy.
2($07 yO) A2 - /U/ ($ — xO) (y — yo) 9‘9($07 y) ray

Nous allons envisager le champ d’intégration o’. Soit [ le diametre du
cercle (7y) sur l'axe réel et soit 2’ un point quelconque de [. Considérons
la projection sur le plan y de l'intersection de ¢ avec z = z’ et celle de
o, j étant quelconque; nous les désignerons respectivement par I';s et

Fi,],). La figures Fi,],), si elle existe, se pose sur
|X; (2", y)| = 1.

Deux cas sont possibles: ou bien cette relation est remplie identique-
ment, ce qui entraine que Fg), est composé d’un nombre fini de points,
puisqu’alors 0.X (2, y)/0y s’annule pour tout point de Fg); ou bien c’est
une équation, et qui représente par suite un nombre ﬁn} ;ie courbes an-
J
o

alytiques sur le plan y; dans ce cas général, la figure I/ est composée

d’un nombre fini de arcs analytiques (et de points).

L’intersection des variétés analytiques X;, 3, (j # k;j,k=1,2,...,
v), si elle existe, est a 1 dimension; par suite, la variété analytique donnée
par

Xyl =1, Xy =1

n’admet qu’un nombre fini de points & I'espace au voisinage de 5, sauf
peut-étre pour un nombre fini de points sur le diametre /. Nous sup-
posons deés maintenant que x’ soit situé en dehors des points exception-

nels, (s’ils existent.) Les figures Fg), Fgﬁ) n‘admettent alors aucun arc
(9)

en commun. Iy est la somme des v figures I';

, jouissant des propriétés
comme précédentes.

Soit s un arc quelconque de I',s et soit s’ un arc convenable de s.

Supposons que 1’arc s’ soit compris par une seule des figure Fg)

(1)

, compris
par I}/, pour fixer I'idée, et que 90X (2',y)/0y ne s’annule pas sur s'.
s’ étant convenable, ces conditions sont toujours atteintes. Nous avons
alors, |X71(2’,y)| <1 pour un des cotés de s’. Pour les autres X, nous
avons | X;(2',y)| <1, d’apres la définition méme de o; dont I’égalité ne
se présente qu’aux points d’un nombre fini au plus, d’apres ce que nous
avons vu plus haut. Supposons donc que |X;(2',y)|<1 (j =2,...,v)

sur 8. L’arc s’ est ainsi situé sur la frontiére de 1’ensemble ouvert

(3) |X; (2", y)| < 1, (1=1,2,...,v).



Encore, puisque 0X;/0y # 0 et |X;| < 1 (j = 2,3,...,v), larc a
Iespace donné par @ = 2/, y € s’ est situé sur un morceau régulier de
I’hypersurface | X| = 1, et ce morceau appartient par suite a la frontiere

d’une seule composante continue de ’ensemble ouvert
|X]($7y)|<17 (9079)6@3 (j:1727...71/).

Comme l’arc ci-dessus appartient a la frontiere de A, cette composante
continue appartient nécessairement a A. Par suite, la frontiere de la
composante continue de (3) comprenant ’arc s’ appartient entiérement
a I'r; ot s’ est une partie d’un arc quelconque de I',,. Donc, la figure
I',s, consiste en courbes fermées (et en points).

Soit (I'y+) la portion du plan y délimitée par les courbes fermées I',.
Ce que nous venons de voir exige encore que la projection sur le plan
y, de Uintersection de A avec x = 2’ est donnée par (I'ys); ce qui est
nécessairement vrai pour tout point z’ de [ (exceptionnel ou non).

Maintenant, (£, ) étant un point intérieur de S, prenons [(v), (7)]
suffisamment rapproché de (£, 7), de sorte que tout (I',) contient (7/), et
que les fonctions ¢(zq,y), R(xo,Yy; zo, yo) sont holomorphes au voisinage

de ’ensemble
yE (Fx'); Zo € (7)7 yOG (Fx')

Soit (zg, yo) un point de [(7), (7)], en dehors de L, mais d’ailleurs quel-
conque; soit 2’ un point de [, différent des points exceptionnels (d’un
nombre fini au plus), mais d’ailleurs quelconque. Nous avons alors, en

vertu du théoreme de Cauchy,

1 / R(%yy%?@oyyo)
'z’ (

2 z' = 0)(y — yo)

dy = 99(900790)

e(z,y) p—

Iintégrale étant prise au sens positif, puisque R = 1 pour & = zg, ¥ = yp.

De la, il en résulte immédiatement que

1
12($07y0) = 5_- /@(xmy()) dx720
l

21 xr — xp

ol I'intégrale est prise au sens positif, puisque d(xq,6;)/9(u,v) > 0.
Donc, lintégrale I(zq,yo) est une solution du probléme par rapport a

As

2°Pour le constater, il suffit de prendre (x1,6;) pour parameétres et de ramener
I'intégrale double /> & deux intégrales simples prises suceessivement; dont la possibilité
est évidente.



4. Cas de domaines pseudoconvexes. 1 s’agit de modifier
l'intégrale (1) de No. 3. Regardons le champ d’intégration o. Chaque

o; se pose sur le morceau (continu ou non) de variété analytique, E;,

vy =0, |X]($7y)|:17
| Xp(z, )| <1 (p=1,2,...,v)

On trouvera immédiatement que E; est la limite d’une suite décroissante
d’ensembles ouverts consistant en domaines d’holomorphie. Soit V; un
des ensembles de la suite; V; contient o; a 'intérieur.

Nous allons trouver une fonction méromorphe ®;(z,y;zo,y0) dans
(z,y) € V;, (20,y0) € D1 de fagon que ®; admette les méme poles
que 1; quand (zo,yo) € Vs, et soit holomorphe quand (zo,yo) ¢ D3, j
étant un quelconque de (1,2,...,v). L’ensemble ouvert (V;,D4), (c’est-
a-dire, (z.y) € V}, (20,y0) € D1) consiste en domaines d’holomorphie.
Quant aux poéles de ;(z, y; zo, yo), lorsque (z,y) reste dans un V; suff-
isamment approché de E;, 1; n'admet grace a I’hypothese 1 aucun
pole au voisinage des ensembles (zo,y0) € L1, (zo,y0) € L2. Donc,
en prenant V; suffisamment approché de E; nous obtenons la fonction
voulue. (Théoréme, 11, Mémoire I1.)

La fonction ®; —1; est holomorphe dans (V;, ®3); o D3 est convexe
par rapport aux fonctions holomorphes dans ®; en vertu du théoreme
de Cartan—Thullen exposé a No. 2, en tenant compte de la forme de Ds.
Donge, étant donnés un nombre positif €, et des ensembles ouverts Vj’
D% a lintérieur de V;, et & celui de D3 respectivement, nous trouvons

une fonction holomorphe U;(x,y; 0, y,) dans (V;,D1), telle que
@ — vy — Vi <e

dans (V],D3). (No. 5, Mémoire I1.) Nous prenons (V/,®3) de maniere
qu’il contienne l'ensemble fermé (o;,.5).

Nous avons ainsi acquis les fonction ®;, ¥; par rapport a Dy; nous
poserons

Aj =@ =V — ¢y

Construisons pareillement des fonctions B; (j =1,2,...,v) par rapport

a ®g; et nous considérerons les intégrales suivantes:

(1) Ji(xo,y0) = 4_—7712 Z/ (; + Aj)e(z, y)dady,

10



(2) Jo (20, y0) = 4_—7712 Z/ (¢; + Bj)e(z, y)dady,

(7 = 1,2,...,v), ol ¢(x,y) représente une fonction holomorphe quel-
conque au voisinage de S.

Quand (z,y) € o;, la fonction ¢; + A;, étant égale a ®; — W;, est
holomorphe par rapport a zg, yo dans A; done, Ji(zo, yo) est holomorphe
dans Ay. Pareillement, Jy(xo,yo) est holomorphe dans As.

Les fonctions Jy(zo, yo)—J2 (20, yo) restent holomorphes en tout point
de I dans A, puisqu’il en est ainsi pour les fonctions données par
I'intégrale (1) de No. 3, et que les fonctions A;, B; sont holomorphes
dans (V;,D3); De la propriété de l'intégral (1) de No. 3, ils s’ensuit

encore que l'on ait identiquement
1
Ji (20, y0) —J2(70, Yo) = ¢(20, Yo) — 12 Z UJ(A] —B;)e(x,y)dudy,
j

(7 =1,2,...,v). Nous trouvons de plus, d’apreés cette relation méme,

que la fonction J1—J; reste holomorphe au voisinage de S. Nous poserons

f(xo,y0) = Ji(zo,y0) — J2 (%0, Yo)-

Considérons maintenant f comme donnée et ¢ comme inconnue dans

la relation; et nous aurons une équation intégrale de la forme
(3) 99($07y0) = AZ/ I(]($7y7$07y0)@($7y)dxdy+ f($07y0)7
joo

en posant

dont A\=1et (j =1,2,...,r). La solution est demandée au voisinage
de S d’étre holomorphe?!. Si une solution ¢(z,y) de cette nature est
trouvée, la solution du probleme sera donnée par les intégrales (1) et
(2); ce qui est évident.

Nous allons appliquer a I’équation la méthode usuelle des approxima-
tions successives, en choisissant ¢ suffisamment petit. Posons formelle-

ment

(0, y0) = ol®o, Yo) + Ae1(xo, yo) + -+ Aop(o,%0) + -+,

21En realité, il suffit de trouver une solution holomorphe sur &, car, alors, la solution
restera holomorphe sur .S, en vertu d’un théoréme de F. Severi, Lincei, 1932.
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ol nous considérons A pour parametre complexe. En substituant cette
série dans 1’équation (3) et en égalant les coefficients des mémes puis-
sances de A des 2 membres, d’une maniere formelle, nous avons les rela-

tions
o= fo, o1 =K(0), .-, Ppr1 =K (p), ...,

en posant
K[@p($07 yO)] = E / I(] (xv Y; o, yo)@p($7 y) dxdy‘
j o

Les fonctions ¢, (zo, yo) ainsi déterminées successivement sont holomor-
phes au voisinage de S, puisqu’il en est ainsi pour f(zo,y0) et pour
K;(z,y; 20, y0) quand (z,y) € o;. En substitutant ces fonctions ¢, dans
la série formelle, nous obtenons une série de fonctions holomorphes au
voisinage de (zg, yo) € S. Si cette série converge uniformément au voisi-
nage de S, pour |A| < 14¢’, & étant un nombre positif quelconque,
la somme ¢(zg, yo) satisfera a I’équation (3), pour |A| < 1; ce qui est
manifeste. Donc, il ne nous reste qu’a examiner la convergence.

Soit U un ensemble ouvert contenu a l'intérieur de D%, contenant S
et tel que f soit holomorphe au voisinage de U; U existe certainement.

Soit M, la borne supérieure de |p,| dans U, et soit

N:Z/ |dady|.
i o

Alors, dans U
. €
| K (20, y0)]| < ﬁNMpv
puisque
4] <&, IBjl <s,

pour tout j, dans (V/,D3). Par conséquent, on a
eN\*
M, <|—] M
b= (2772) 0

P 272
e < —.
N

La série en question converge alors, uniformément dans U pour |[A| <

Supposons donc,

1+4¢’, ¢’ étant un normbre positif suffisamment petit. Nous avons ainsi
vu que:

Le probléeme de No. 1 est résoluble pour le domaine A de No. 2.
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II. Résultat intermédiaire.

5. Propositions préliminaires. Dans la présente Section, nous ar-
rangerons le résultat que nous venons d’obtenir, a ’aide du travail bien
connu de H. Cartan—P. Thullen?? et d’un théoréme récent de H. Behnke—
K. Stein. Nous commencerons par faire des remarques simples sur ces

travaux.

Théoréme de H. Behnke-K. Stein. Ftant donnée une suite
croissante de domaines d’holomorphie a 'espace de plusieurs variables

complezes, la limite de la suite est encore un domaine d’holomorphie®>.

Ce théoreme n’est démontré précisément que pour les domaines bor-
nés, je pense. Nous allons donc examiner le cas ou la limite, D, n’est pas
borné. Prenant un point M du domaine © pour centre, tracons un poly-
cylindre (7,) de rayon p, p étant un nombre positif quelconque. Nous
désignerons par D, la composante continue contenant M, de la partie
de © dans (7,). La suite de domaines D, converge vers ®. Or, chaque
Dp, étant borné et ayant le méme caractere que ©, est un domaine
d’holomorphie. Par suite, en vertu du théoreme de Cartan-Thullen, en
tenant compte de la forme de ©,,, ©,, est convexe par rapport aux fonc-
tions holomorphes dans ©,4,, ¢ étant un nombre positif quelconque. Par
conséquent, comme nous ’avons dit plus haut, étant donnée une fonction
holomorphe dans ®,, nous pouvons trouver une fonction holomorphe
dans ®p44, arbitrairement approchée de la fonction donnée dans tout
domaine donné a l'intérieur de ®,. (No. 5, Mémoire I1.) D’ou, d’apres le
méme mode de raisonnement qu’au cas de domaines bornés??, il s’ensuit
qu’on peut, faire I’approximation au moyen des fonctions holomorphe
dans ®. Le domaine D, étant par suite convexe par rapport aux fonc-
tions holomorphes dans ®, est un domaine d’holomorphie, grice a H.
Cartan et & P. Thullen.

Ftant donnés un domaine d’holomorphie borné © a lespace (z,y)
et une fonction holomorphe x dans le domaine, considérons, pour un
nombre positif quelconque r, Uesemble de points tels que la “Randdis-

tanz” 25 d’un point quelconque P de cet ensemble par rapport a D, soit

22Math. Ann., 1932.

28Pour les domaines (univalents) bornés, voir: Behnke-Stein, Math. Ann., 1938.

24voir: Hilfssatz I, Mémoire précédent.

25(est-a-dire, la borne supérieure des rayons p tels que les dicylindres de centre P
et du méme rayons p soient contenus dans ©. (Nous appliquerons cette terminologie
aux ensembles ouverts, continus ou non.)
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plus grande que r|x(P)|; et nous désignerons cet ensemble par D (x,r).
Alors:

12 ®(x, r) consiste en domaine d’holomorphie.

2° Si 1/x est holomorphe et bornée dans ©, D(x,r) est contenu a
Uintérieur de © en jouit de la propriété («), que l'on peut trouver un
ensemble ouvert contenant ©(x,r) a Uintérieur, indéfiniment approché

de D (x,r) et convexe par rapport aux fonctions holomorphes dans D?°.

19 C’est une conséquence visible d’un théoreme de H. Cartan-P.
Thullen. Commencons par démontrer la premiere partie. ® étant un
domaine d’holomorphie, nous pouvons trouver une fonction ®(z.y) ad-
mettant © pour son proper domaine d’holomorphie; avec cette fonction

formons la famille de fonctions
@[z + px(z,y)e, y + p'x(z, y)e],

ou p,p', 8,0 expriment des parametres réels tels que [p| < r, |p/| < r.
L’ensemble D (x, r) est ouvert, (s’il existe). Soit P un point quelconque
de cet ensemble; décrivons le dicylindre (v) de centre P et de rayon
r|x(P)|. Les valeurs que prennent les fonctions de la famille au centre
P, sont celles que prend ®(z, y) dans (y). D’ou il s’ensuit immédiatement
que la famille de fonctions admet ©(x,r) pour son propre domaine
d’holomorphie (continu ou non). L’ensemble ®(x,r) consiste donc, en
domaines d’holomorphie, grace a Cartan et a Thullen.

2° Supposons 1/x holomorphe et bornée dans ©; D(x,r) est alors
contenu dans l'intérieur de D, puisque © est borné. Soit F un en-
semble fermé contenu a I'intérieur de D, contenant D (x, r) et jouissant
de la propriété (o). Toute D(1,p), p étant un nombre positif, jouit
de la propriété (a), en vertu de Cartan et de Thullen; F' existe donc,
certainement. Considérons l'intersection Fy de tous les F. [y est un
ensemble fermé contenant D (x, ). Toute intersection Fy d’un nombre
fini d’ensembles F est un ensemble du méme caractere; nous pouvons
trouver un [ arbitrairement approché de Fy; Fy jouit donc, de la pro-
priété («). Il suffit par suite de monter que Iy est composé de D (x, r) et
des points d’accumulation. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Soit r’ le
nombre positif tel que tout point de Fy soit compris dans D (y, r’) ou sur

sa frontiere, et que r’ soit le plus grand des nombre de ce caractere. On

260n peut aussi prendre 2 fonctions holomorphes ¢, ¢ et considérer D(p, ¢, r) au
moyen des dicylindres de la forme |z — zo| <7|e(xo, yo)|, |y — yo| <r|¢p(xo, yo)| sans
changer la conclusion.
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a r’ <r; D(x,r") contient D(x,r) a l'intérieur. Soit M un point de Fp,
tel que la “Randdistanz” de M par rapport a © soit égale a |r'x(M)|;
choisissons un nombre positif r” plus petit que 7’ et suffisamment ap-
proché de v’ pour que la “Randdistanz” de M par rapport a D(x,r")
soit plus petit que la moitié de celle d’un point quelconque de D (y,r).
Comme D (y,r") consiste en domaines d’holomorphie, le théoréme de
Cartan—Thullen exige I'existence d’une fonction f(z,y) holomorphe dans
D(x,r") et telle que

FM)> 1, | f(,y)l <1 pour D(x, 7).

Or, alors, puisque [y jouit de la propriété («), nous pouvons trouver une

fonction holomorphe ¢(z,y) dans D, telle que

P2, y)| < lp(M)]

pour tout point (z,y) au voisinage de D(x,r), d’aprs la proposition
souvent utilisée; ce qui contredit a la définition de Fp. C.Q.F.D.

Nous désignerons ©(1,r) par D), D) représente alors, I'ensemble
des points de © tels que les “Randdistanzen” par rapport a © soient

plus gandes que r.

6. Arrangement des hypothéses. Commencons par arranger
les hypotheses. Considérons & nouveau, dans l’espace (z,y) une do-
maine borné D contenant 'origine, et 3 hyperplans parallels L, Ly, Lo

des formes
v =0, @3=ay, ¥3=a a1 < 0 < ag,

respectivement, tels que chacun traverse ®. Nous désignerons par D1, Dy
et D3, les parties de © supérieure a Ly, inférieure a Ly et entre L; et
Ly, respectivement, et supposerons que les ensembles ouverts D1, Dy
consistent en domaine d’holomorpie. Nous allons repartir de cette seule
hypothese.

Considérons dans D les ensembles
A=9(x1,p), B=9D(x2,p), =2,

dont
X1 = €_i$7 X2 = €i$7
p étant un nombre positif suffisamment petit pour qu’il satisfasse plu-

sieurs conditions ultérieures. Remarquons avant tout que y; et yz ne
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s’annule jamais. Nous désignerons les parties des A, B, sur un hy-
perplan de la forme z3 = 2%, 2} étant une constante, par (a), (), (c),
respectivement.

1 Si ), =0, puisque |x1| = |x2| =1, on a

2° Siay > 0, puisque |x1| > 1> [x2| (plx1] > p > plxal), on a
(a) < (c) < (b).

Plus précisément, si (a) existe, (c¢) existe certainement et contient (a)
a l'intérieur; pareillement, si (c) existe, (b) existe et contient (¢) a
’intérieur.

3°. Sia} < 0, o0n a pareillement

(b) < (e) < (a).

Soit P, () 2 points fixes de D tels que ’un soit inférieur a L et Vautre
soit supérieur a Lo; nous choisirons p suffisamment petit pour que la
partie commune des ensembles ouverts A, B contienne P, () et 'origine
dans une seule et méme composante continue. Nous l'appellerons G,

cette composante continue. Prenant 2 nombres réels by, by tels que
ap < by <0 < by < as,

nous désignerons les hyperplans xo = by, x3 =0y par L] et L), respec-
tivement. Ce sont le domaine G, et les hyperplans L, L}, L}, qui corre-
spondent aux ®, L, L; et Ly de No. 2. Nous désignerons les parties de
G supérieure & L) inférieure a L} et entre L] et L} par Gq,Gy et (s
respectivement. Lorsque p tend vers 0, G tend vers le domaine donné
D.

Il s’agit de montrer que lensemble Gy, ainsi que G4, consiste en
domaine d’holomorphie. Soit A; la partie de A supérieure & L}, soit
By celle de B inférieure a L),. D’apres la proposition que nous venons
de préparer, puisque D; consiste en domaines d’holomorphie, il 'est
aussi pour Ay, (p étant supposé suffisamment petit.) Et Gy, ensem-
ble en question, est compris dans cet A;. Regardons la frontiere de
G1: elle est composée de la frontiere de A; et de celle de Bsy; soit M
un point quelconque sur la deuxieme partie de la frontiere de G;. M

est nécessairement inférieur a L, ou sur L, d’apres la relation entre A
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et B. Grace a la proposition dite plus haut, ®, étant des domaines
d’holomorphie, By jouit de la propriété («) par rapport aux fonctions
holomorphes dans D3, (p étant supposé suffisamment petit). Soit F' un
ensemble fermé quelconque dans GGy soit L un hyperplan parallele a L,
situant entre L et L}. Dans ces conditions, on pourra facilement trouver

une fonction holomorphe f(z,y) dans D, telle que

fM) =1, |f(z,y)l <1

sur la partie de [ inférieure & LI et au voisinage de la partie de LY
dans A;. Nous allons trouver une fonction méromorphe ®(z,y) dans

A1, admettant les poles

1
fla,y) -1

dans la portion inférieure & L} et restant ailleurs holomorphe. Comme
Aj consiste en domaines d’holomorphie et que les poles donnés n’est pas
distribués au voisinage de LY, ®(z,y) existe certainement. Cette ® ad-
met M pour pole et est holomorphe en tout point de F', ou M est un
point quelconque sur la frontiere commune a G1, By. Nous pouvons donc,
trouver un ensemble ouvert consistant en domaines d’holomorphie, con-
tenu, dans Gy et contenant F', en vertu de Cartan et de Thullen. Dont
F étant un ensemble fermé quelconque dan Gy, G; méme consiste en
domaine d’holomorphie, grace au théoreme de Behnke—Stein. Pareille-
ment pour G3. Remarquons de plus que lensemble Gy ainsi que Gy
est la limite d’une suite décroissante d’ensembles ouverts consistant en
domaines d’holomorphie; dont la démonstration est immédiate, d’apres

la forme de (G ainsi que celle de Go.
Prenant un nombre positif § plus grand que p et suffisamment ap-

proché de p, nous considérerons
=9, 9"=90  (p<9).

D" est contenu A lintérieur de D’; comme C' = D), ' et D’ coincident
entre L] et L), ainsi qu’au voisinage de ces hyperplans (p étant supposé
suffisamment petit). Puisque 3 consiste en domaines d’holomorphie,
en vertu du théoreme de Cartan-Thullen, & tout point frontiere de D’
correspondent un petit dicylindre () et une fonction holomorphe f(z,y)

dans ®3, de facon que

|f| >1 pour (v), |fl <1 pour D".

17



Grace au lemme de Borel-Lebesgue, on peut recouvrire la frontiere de

D’ avec un nombre fini de (v); soient

X;(z,y) (j=1,2,...,v)

les fonctions f(z,y) correspondant & ces (7). L’ensemble (5 est con-
tenu a l'intérieur de D3, par suite les fonctions X; sont holomorphes au
voisinage de G's.

Examinons ['hypothése 1° (No. 2). 1° Au voisinage de I’hyperplan
L, est composé d’une ou plusieurs composantes continues de C' = 9’.

Donc, il n’y a aucun point satisfaisant a
Xij(z, )| <1 (=12,...,»)

au voisinage de l'intersection de la frontiere de G avec L.
2° La partie de (G sur L} est contenues a l'intérieur de celle de C,
par suite a l'intérieur de celle de ©’. Donc, si ¢ est choisi suffisamment

rapproché de p, il n’y a aucun point satisfaisant a une des v conditions
|X]($7y)| >1—¢

au voisinage des portions de L}, L} dans (7, ¢ étant un nombre positif
suffisamment petit.
3° En soustrayant de G' les points de G5 qui ne satisfont pas a la
condition
| X (z,y)] < 1 (Gj=1,2,...,v)

nous avons un ensemble ouvert; cet ensemble tend vers (G, lorsque ¢ tend
vers p. Nous choisirons § suffisamment rapproché de p pour que cet
ensemble contienne les points P, () et origine dans une seule et méme
composante continue; et 'appellerons A, cette composante continue.
Nous avons ainsi former dans G un domaine A satisfaisant a la condition

1 et arbitrairement approché de G.

7. Passons a Uhypothése 2°. Nous avons vu dans le Mémoire V que:
“Pour un domaine d’holomorphie V' & I'espace (z, y), étant donnés un
nombre positif € et un domaine V; contenue a l'intérieur de V', on peut
trouver une fonction holomorphe R des variables complexes z,y; 2o, yo
dans (Vp, V), se réduissant a 1 pour @ = zg, y = yo, de fagon que,
a toute fonction holomorphe f(z,y) dans V, corresponde une fonction

holomorphe ¢(z,y) telle que |f — ¢| < £, et que
(1) (¢ — o) = (z — z0) P+ (y — 40)@,
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identiquement, dont g signifie ¢(zo, yo) et P, Q expriment des fonctions
holomorphes des variables z, y; 2o, yo pour (Vg, Vp).”

Nous allons appliquet ce lemme & D3, qui consiste en domaines
d’holomorphie, en prenant 3 pour V, et pour V; un ensemble ouvert
contenant D’(= @gp)) a l'intérieur. Alors, p étant supposé suffsamment
petit, Vo contient G5 a 'intérieur. Considérons la famille consistant de
toutes les fonctions ¢(x,y), holomorphes et jouissant de la propriété (1)
pour Vi. Et repartons de cette famille a la place de la famille de fonc-
tions f(z,y) de No. 6; nous arriverons alors, en poursuivant la méme
voie, a obtenir un nouveau domaine A réalisant les hypotheses 1, 2 a la
fois.

Envisageons [’hypothése 3°. 1° Nous pouvons pareillement partir
d’une famille des fonctions ¢(z,y) telles que les dérivées 0.X;/0y ne
s’annulent pas identiquement; nous aurons alors, un domaine A satis-
faisant aux 2 conditions 1, 2 et tel que les v dérivées 9. X;/Jy ne soient pas
nulles identiquement. C’est toujours sur des domaines de ce caractere
que nous allons discuter.

2° Considérons dans (3 les v variétés analytiques X,

Les 3; sont a 2 dimensions au plus, d’apres la propriété de A sur les
dérivées 0X;/0y. Nous allons faire remplir & A la condition que les
intersections des variétés X;, Xy (j # k;j,k=1,2,...,v) solent 1 di-
mension au plus. Prenant 2 nombres positifs r, r’ plus grands que 1/2,

considérons dans ('3 la variété analytique 7'y,
=0, |X;(z,y)=r, |[Xi(z,y)=r".

La variété analytique définie par 29 =0,|X;| =r dans G, est évidem-
ment a 2 dimensions au plus; par conséquent, la variété T est a 1
dimension au plus, sauf peut-étre pour un nombre fini de r’, r étant
considéré comme déterminé. Il suffit donc, pour le but actuel, de faire

une modification convenable de la forme
(2) Y, = a; X; (G7=1,2,...,v),

a; étant des nombres positifs, puisque, pour la nouvelle condition, il
suffit de choisir ces ay, a9, ..., a, successivement, en évitant chaque fois

un nombre fini de valeurs au plus, et que les 3 anciennes propriétés de A
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admettent cette modification, pourvu que I’on prenne «; suffisamment
rapprochés de 1.

3°. 1l s’agit de faire remplir & A la condition que 0.X;/Jy ne soit pas
nulle sur la variété 3J; sauf peut-étre aux points d’un nombre fini, j étant
quelconque. La variété caractéristique 0.X;/dy=0 peut comprendre des
plans caractéristiques de la forme x=¢, £ étant un point sur ’axe réel.

Pour I’éviter dans (5, il suffit de prendre les fonctions

Xi(z+5,y)

au lieu de X;(z,y), # étant un nombre purement imaginaire, suffisam-
ment petit et convenable. Quant a l'effet de cette modification, nous
trouvons facilement que A reste remplir toutes les conditions, excepté
la derniere, (c’est-a-dire, 2°). Comme la modification (2) ne donne au
contraire aucun effet a la condition en question, faisant successivement
les 2 modifications en permutant "ordre, nous trouvons les 2 conditions,
ainsi que les autres, remplies a la fois. La variété analytique définie dans

G's par
0X;
J — 07
dy
et alors, a 1 dimension au plus, j étant quelconque. Par suite, quant a

$2:07

'intersection de cette variété avec | X;|=r, r étant un nombre positif plus
grand que 1/2, elle est composée d’un nombre fini de points, sauf peut-
étre pour un nombre fini de r. Par conséquent, les 2 dernieres conditions
(2° et 3%) peuvent étre simultanément atteintes par une modification
convenabie de la forme (2), de maniére que A reste remplir les autres

conditions. En résumé :

On peut trouver un domaine A arbitrairement approché du domain

donné ®, ayant le caractére, exposé a No. 2.

8. Refonte des domaines d’holomorphie contigus. FEnvisa-
geons Ay. C’est un ensemble ouvert dans G1; (G consiste en domaines
d’holomorphie. Les points frontieres de Ay appartiennent ou bien a la
frontiere de G4 ou bien & L, ou bien a un des v hypersurfaces | X;(z, y)|=
1. Considérons le troisieme cas. Soit M un point frontiere de A de cette
sorte, mais d’ailleurs quelconque; nous supposerons pour fixer I'idée que
|X1(M)|=1. La fonction X;(z,y) est holomorphe au voisinage de Gs.
Nous allons trouver une fonction méromorphe ®(z, y) dans G; admettant

les poles
1

X1($7y) — Xl(M)

g(z,y) =
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dans G et restant ailleurs holomorphe. D’apres la condition 1 de A,
g(z,y) est holomorphe en tout point de la partie de L} dans G donc,
¢ (z,y) existe. Par suite, Ay consiste en domaines d’holomorphie, grace
a Cartan et a Thullen. De plus, G est approximatif de ’extérieur
par les ensembles ouverts consistant en domaines d’holomorphie, (No.
6.). Donc, nous trouvons pareillement qu’il existe un ensemble ouvert
arbitrairement approché de Ay contenant Ay a lintérieur et consistant
en domaines d’holomorphie. 1l en est de méme pour A,.

Soit (p) des poles donnés an voisinage de A; il existe une fonction
méromorphe ®q(z,y) prenant les pole (p) au voisinage de A;. Pareille-
ment, soit ®3(z,y) celle de Ay. Soit f=®1—Py; f(x,y) est une fonction
holomorphe au voisinage de la frontiere commune S a Ay, Ag; correspon-
dant a cette fonction, nous pouvons trouver la solution Fiy(z,y), I3(z, y)

du probleme de la Section I par rapport a A. Posons
q):q)l—Fh ou q)Q—F27

suivant que (z,y) € Ay ou € Ay. ®(z,y) est méromorphe dans A et
admet les poles (p). Nous avons ainsi vu que, étant données des poles
au voisinage de A, on peut trouver une fonction méromorphe, admettant
les poles dans A.

Nous allons montrer d’apres cela que A est un domaine d’holomor-
phie?”. La frontiere de A est composé de 3 parties :

1¢ Soit M un point frontiere de A tel que une au moins des v fonctions
X;(z,y) prenne 1 pour valeur absolute, mais d’ailleurs quelconque. Soit,
pour fixer l'idée, | X;(M)|=1. Soit Ay un domaine donné l'intérieur de
A, Nous allons choisir un point N de A, suffisamment approché de M
pour que la surface caractéristique Xq(z,y)= X1(V), définie au voisi-
nage de (3, ne passe par Ag, ni s’approche indéfiniment des hyperplans
L, L. N existe certainement, grace a la condition 1 de A. Nous pou-
vons alors trouver une fonction méromorphe ®(z,y) dans A, qui admet

dans A les poles
1

X1($7y) — Xl(N) ’

et est ailleurs holomorphe. ®(z,y) est holomorphe dans Ag, et admet

N pour pole, dont N est un point de A dans un certain voisinage de

M, mais d’ailleurs quelconque.

?TLe résultat correspondant di & H. Cartan, (Note 1, d’Introduction), n’est pas
applicable au cas actuel.
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2° Soit M’ un point quelconque de la frontiere commune a A et a (.
Comme (G est approximatif de I'extérieur par les ensembles ouverts
consistant en domaines d’holomorphie, grace au théoreme de Cartan—
Thullen, en tenant compte de la condition 1 de A, il s’ensuit que, si
I’on prend un point N’ dans A, suffisamment approché de M’, on peut

trouver une fonction holomorphe f(z,y) au voisinage de G, telle que

FIN) =1, et |f(z,y)] <1

dans la partie Ag supérieur a L et au voisinage de la partie de L dans
A. 1l existe donc une fonction méromorphe ¥(z,y) dans A admettant

les poles
1

fla,y) -1
pour la portion supérieure & L et restant ailleurs holomorphe. ¥(z,y)
est holomorphe dans Ag et admet N’ pour pole, N’ étant un point de A
dans un certain voisinage de M’, mais d’ailleurs quelconque.

3° 1l en est de méme pour la frontiere commune a A et a G.

Il existe donc, un ensemble ouvert dans A contenant Ag et consistant
en domaines d’holomorphie, en vertu de Cartan et de Thullen, dont
Ag est un domaine quelconque a l'intérieur de A. Par suite, grace au
théoreme de Behnke—Stein, A est un domaine d’holomorphie; et il en est

de méme pour ®. Nous avons ainsi vu que :

FEtant donné un domaine borné ® et 2 hyperplans de la forme x4 =
a1, To=dag, a1 <ag, Ty €tant la partie imaginaire de x, si la partie de D
supé€rieure a to=ay et celle inférieure a x9=ay consistent en domaines

d’holomorphie, ® est un domaine d’holomorphie.

9. Domaines pseudoconvexes au sens de H. Cartan. Comme
nous ’avons dit souvent, c’est H. Cartan qui a introduit dans notre
théorie la notion, convexité globale. Or, dans le méme Mémoire?®, il a
considéré un type de domaines tel que; D étant le domaine en question, la
partie de © dans une hypersphére suffisamment petite autour d’un point
frontiére (fini) quelconque de ®, consiste en domaine d’holomorphie; et
il ’a appelé d’étre (partout) pseudoconvexe. Nous allons appliquer ce
que nous venons de voir a ce type de domaines.

Soit ® un domaine quelconque de ce type. Supposons d’abord ©

borné. Partageons le plan & en rectangles égaux w par 2 systémes de

28BIl. Soc. Math. France, 1931.
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lignes droites paralleles aux réel et imaginaire, respectivement; pareille-
ment, partageons le plan y en w’. D’apres la définition précédente, si I'on
partage l’espace (z, y) en suffisamment petits (w,w’), pour tout domaine
d’holomorphie A suffisamment approché d’un quelconque de (w,w’), la
partie de © dans A consiste en domaine d’holomorphie. Donc, d’apres
la proposition précédente, il est facile & voir que ® est un domaine
d’holomorphie.

Quand D n’est pas borné, tragons une hypersphere (v,) autour d’un
point M de D, et de rayon p, p étant un entier positif quelconque. Soit
D, la composante continue contenant M, de la partie de © dans (v,);
D, est un domaine d’holomorphie, d’apres ce qui précede. La suite
de domaines d’holomorphie ®, (p = 1,2,...) converge vers D, D est
donc un domaine d’holomorphie; en vertu du théoreme de Behnke—-Stein.
Ainsi :

Tout domaine pseudoconveze au sens de H. Cartan est un domaine
d’holomorphie.

L’auteur croit que la conclusion, ainsi que la partie essentielle de la
démonstration, s’applique a un nombre quelconque de variables com-

plexes.

III. Probleme complémentaire.

10. Préliminaires. Soit © uu domaine a lespace (x,y), soit E le
complémentaire de ©. Nous appelons D pseudoconvere, quand F sat-
isfait au théoréme de la continuité, du a F. Hartogs, au voisinage d’un
point frontiére quelconque (£,7m) de E, et que cette propriété est invari-
able par rapport aux transformations pseudoconformes biunivoques au
voisinage de (£,m). Dont la premiére condition veut dire que, s’il n’y
a aucun point de E sur le plan caractéristique x = & au voisinage de
(&,m), excepté (£,m) méme, a tout nombre positif donné p correspond un
nombre positif r suffisamment petit pour que, a tout x' dans |x — & <r
corresponde au moins un y' dans |y — n|<p de facon que (z',y") appar-

tienne a F.%°

Les propriétés principales de domaines pseudoconvexe sont étudiées

par F. Hartogs et E. E. Levi, et se trouvent sous une forme tres systéma-

2°Cette définition est en peu différente de celle que nous avons donnée au Mémoire
IV, mais elles sont équivalentes. Voir le Mémoire ci-dessous de G. Julia.

23



tique dans le Mémoire de G. Julia, cité plus haut.?°

Considérons a l'espace (z,y) un domaine borné A, tel que la frontiere
S soit donnée par ¢(x1, x2,y1,y2) = 0, dont @ = z1 +1ix2 et y = y1 +iya,
de maniere que I'on ait ¢ < 0 pour les points de A et ¢ >0 pour les points
extérieurs, oil ¢ exprime une fonction réelle, bien définie>! et continue au
voisinage de S, ayant les dérivées partielles continues jusqu’au deuxieme
ordre. Dans ces conditions, E. E. Levi a montré que, pour que A soit

pseudoconvexe, il faut que 'on ait L(y) > 0 sur S, dont
%0 o\ [0\, [(d¢)\?
Lip)= —<+4+ —L i hid
0= (75 55) [(ay) (i)
o 0 I \* ([ 0p\?
(i) |(a) ()
y; 0y 0z 0xo
0? 0? dyp 0 dyp 0
_2( v, Oy )(_@_@+_@_@)

dx10m 020y dx1 0 o 0y

_2( e O )(@@ ¢ 3_@3_@)

010y B dx201 3—9613—92 - dxo Oy

C’est une conséquence de la proposition suivante: Si L) < 0 a un
point P de S, on peut trouver une surface caractéristique passant par P,
réguliere en P et restant dans A au voisinage de P, sauf a P. Remar-
quons ici que L(—p) = —L(¢).

D’ou il s’ensuit, d’apres le résultat que nous venons d’obtenir, que, si
L(¢) >0 partout sur S, A est un domaine d’holomophie. Donc, en tenant
compte du théoréme de H. Behnke-K. Stein, il s’agit si un domaine
pseudoconvezre quelconque est approzimatif de lintérieur par une suite
de domaines ayant cette caractére (L(¢) > 0). C’est ce probleme que
nous traiterons dans la présente Section.

Or, on n’a pas nécessairement L(¢1 + ¢2) >0, méme si L(pq) >0 et
L(¢2) > 0. Pour traiter le probleme, nous allons d’abord chercher une
autre condition jouissant d’un role analogue et restant invariable par
rapport a ’addition de fonctions.

Considérons un domaine pseudoconvexes © a l'espace (z,y), nous
désignerons par D (&) la projection sur le plan y, de I'intersection de ®
avec un plan caractéristique de la forme z = &, £ étant une constante.

D (&) est un ensemble ouvert sur le plan y. Nous désignerons par R, (&)

%0 Acta math., 1926. Dans ce qui suit. I'auteur se contentera souvent d’y renvoyer
le lecteur.

*1(est-a-dire, & tout point (z,y) correspond une valeur de ¢, finie ou non. mais
une seule.
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la distance (au sens usuel) d’un point n de D (&) a la frontiere de D (§).
Cette fonction R, (z) définie dans D; correspond du rayon d’holomorphie

de F. Hartogs. Hartogs a montré que
—log Ry ()

est une fonction subharmonique par rapport a x, (détermination du loga-
rithme étant réelle).

Faisons ici une remarque sur la définition de fonctions subhamoni-
ques. Soit A un domaine sur le plan z; on appelle fonction subhar-
monique par rapport a « dans A, toute fonction réelle p(z) bien définie
dans A, satisfaisant aux conditions suivantes: 1° ¢¥(*) est finie et semi-
continue supérieurement dans A. 2° Soit () un domaine quelconque
a l'intérieur de A, soit v la frontiere de (§); et soit u(z) une fonction
harmonique par rapport & z, (c’est-a-dire, par rapport a 21, 23) dans ()

restant continue jusqu’a la circonférence ~; alors, si

p(e) < u(w)

sur 7, il en est de méme pour (6). Les fonctions subharmoniques ainsi
définies peuvent prendre la valeur —oco. Nous entendrons que la con-
stante —oo est y comprise.>?

Or, pour le rayon de Hartogs, on trouvera de plus que cette fonction
est subharmonique sur tout plan caractéristique, par rapport & x ou a y.>>
En étudiant les fonctions ayant cette propriété, nous trouverons que la
condition différentielle possede le caractere demandé. Et nous verrons,
pour le probleme formulé ci-dessus, que tout domaine pseudoconvexe est
approximatif de 'intérieur par une suite de domaines ayant le nouveau

caractere; cela nous suffit.

11. Nouvelle classe de fonctions réelles. Considérons dans

I’espace (z,y) un domaine quelconque ®, pseudoconvexe ou non.

Nous appellerons fonction pseudoconvexe par rapport d x,y dans D,
toute fonction réelle @(x,y) bien définie et satisfaisant aux conditions
suivantes: 1° La fonction e est finie et semi-continue supérieure-

ment par rapport a x,y dans 0. 2° Sur tout plan caractéristique L

*2Pour les fonctions subharmoniques, voir par exemple: F. Riesz, Sur les fonctions
subharmoniques et leur rapport avec la théorie du potentiel. I, 1926. (Acta math.)
¥ Voir: No. 11.
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passant par un point de D, p(z,y) est une fonction subharmonique de x

ou de y sur la portion de L dans .

Aux propriétés de fonctions subharmoniques correspondent immé-
diatement des propriétés de fonctions pseudoconvexes, dont nous sig-

nalerons seulement celles qui sont utiles dans la suivante.

19 Soient p1(2,y), p2(z,y) 2 fonctions pseudoconvezes, la somme
v1(z,y) + pa(z,y) Uest aussi.

2° Il en est de méme pour la borne supérieure ¥ (z,y) des quantités
e1(z,y), pa(z, y).

3° Etant donnée une suite de fonctions pseudoconvezres ¢, (z,y), (n
=1,2,...), dans un domaine D; si la suite e*™ converge uniformément,
ou en décroissant a Uintérieur de D vers e?, ¢(x,y) est pseudconvere

dans 0.

Soit ® un domaine pseudoconvere a lespace (x,y), soit Ry(x) le

rayon de Hartogs par rapport ¢ ©. La fonction

e, y) = —log Ry (z)
est pseudoconvere dans D, (détermination du logarithme étant réelle).

En effet, 1/R,(2) est une fonction bien définie et finie dans ®. Pour
examiner la semi-continuité, supposons d’abord ® borné. Soit (£, n) un
point quelconque de ®; soit (&,,7,) (p = 1,2,...) une suite de points de
D tendant vers (&, 1), mais d’ailleurs quelconque. Soit v une quelconque

des limites de la suite R, (£,) (p=1,2,...); nous allons montrer que

(1) a > Ry(E)

Soit Y, un point frontiere du domaine D(§,), tel que

1Yy —mp| = Rnp(fp)?

Y, existe certainement, puisque R, (£,) est la distance du point 7, a la
frontiere du domaine borné ®(§,). La suite Y, possede nécessairement
une limite Yy telle que

|Y0_77| = qQ,

puisque « est une des limites de la suite |Y, — n,|. Tout point de la

suite (&,,Y},) étant sur la frontiere de ©, il I’est aussi pour le point limit
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(&,Y0). Yo est donc sur la frontiere ou a I'extérieur de D(&); d’ou, il en
résulte la relation (1). Ry, (z) est ainsi semi-continue inférieurement dans
D.

Lorsque © n’est pas borné, on peut trouver une suite de domaines
pseudoconvexes et bornés ®, (p = 1,2,...) croissante et tendent vers
a®. Soit R, le rayon de Hartogs par rapport a ®,. La fonction 1/R,
est semi-continue supérieurement dans ©,, d’apres ce qui précede; la
suite 1/R, est décroissante. La limite 1/R,(z) est donc semi-continue
supérieurement dans .

Nous allons examiner la deuxieme condition. Prenons un point quel-
conque P de ®, que nous supposerons d’étre a lorigine, pour simplifier
Pécriture. Gréace a Hartogs, la fonction ¢(z,0) est subharmonique par
rapport & x au voisinage de 'origine. Transformant © en D’ & 'espace
(X,Y), par

X ==z, Y =y — az,

a étant une constante quelconque, nous considérerons le rayon de Har-
togs R} (X) par rapport a ®’. Pour tout z fixe, Y = y — az n’est qu’une

translation du plan y; on a donc,

Ry (X) = Ry (2).

La fonction —log R}(X) est subharmonique au voisinage de X = 0,
puisque ®’ est un domaine pseudoconvexe contenant l’origine X = 0,
Y =0. La fonction ¢(z,ax) est donc, subharmonique au voisinage de
z = 0.

Il ne reste qu’a examiner ¢(0,y) au voisinage de y = 0. R,(0)
représente la distance du point y a la frontere de ©(0), D(0) contient
lorigine y = 0. Donc, 1/R,(0) est continue. Cette fonction se réduit
a la constante nulle, lorsque ©(0) coincide avec le plan y. Supposons
donc que D(0) ait des points frontieres (finis); soit 1 un quelconque de

ces points; alors, on a évidemment

©(0,y) = max[—log |y — nl],

ol le signe “max” représente la borne supérieure des quantités dans
les crochets et la détermination du logarithme est réelle. Les fonctions
— log |y — n| sont harmoniques par rapport a y. D’ou, il en résulte facile-
ment que ¢(0,y) est une fonction subharmonique en y, d’apres les pro-
priétés de fonctions subharmoniques correspondant aux propriétés 2, 3

de fonctions pseudoconvexes. C.Q.F.D.
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Soit D un domaine pseudoconveze, soit d(x,y) la distance (au sens
usuel) d’un point (z,y) de® a la frontiére de®. La fonction —log d(z, y)

est pseudoconveres dans D, (détermination du logarithme étant réelle).

En effet, la proposition sera vraie, si elle est vraie pour les domaines
bornés, puisqu’alors, —logd(z,y) peut s’exprimer comme limite d’une
suite décroissante de fonctions pseudoconvexes. Supposons donc que le
domaine ® soit borné.

Avec 2 nombres a, b tels que |a|? + |b|* = 1 considérons la transfor-
mation T,

X =ax — by, Y = bz + ay,

dont a, b expriment respectivement les conjugués de a, b. Cette transfor-
mation laisse évidemment la distance invariable. Soit D’ le transforme
de ® par T, et soit R} (X) le rayon de Hartogs par rapport a ®. La
fonction —log Ry (X)) est pseudoconvexe en X,Y dans ©’ (logarithme

étant réel); par suite

(. y) = —log Ry (X)

est pseudoconvexe en z,y dans D, d’apres la définition méme.
Or, soit (2/,y') un point quelconque de D, soit (z”,y") celui de la
frontiere, et soient (X', Y”), (X", Y") leurs transformés par T respec-

tivement; si ’on choisit (a,b) tel que

a(x/ _ w//) _ b(y/ _ y//)7

comme
X/ — X//
on a
Y Y] 2 Ry (X
donc

1
— log[l2" — 2" Ty =y < ().

De 14, il en résulte immédiatement que la fonction —logd(z,y) peut
s’exprimer comme limite d’une suite de fonctions pseudoconvexe, uni-
formément convergante a I'intérieur de ©, d’apres la propriété 2°. Donc,
d’apres la proropriété 3°, — log d(zy) est pseudoconvexe dans ©. C.Q.F.D.

Cette fonction —logd(z,y) jouit spécialement des propriétés suiv-
antes: 1° Elle est continue dans ©, pourvu que ® ne coincide pas avec

lespace (fini) (x,y). 2° Lorsque le point (z,y) de ® s’approche de la
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Sfrontiére de ® d’une maniere quelconque, cette fonction tend toujours

vers +oo.

12. Condition différentielle. Dans un domaine quelconque ® a
l’espace (z,y), étant donnée une fonction réelle continue ¢(z1, 2, Y1, y2)
admettant les dérivées partielles continues jusqu’au deuxieme ordre,
nous allons chercher la condition pour que ¢ soit pseudoconvexe en x, y.

Prenons un point quelconque P de ®, que nous supposerons d’étre a
lorigine pour simplifier ’écriture. Considérons un plan caractéristique
de la forme

y = ax, a=a+1f;
sur lequel nous avons
(21, 22) = (@1, 22,41, Y2),

dont

Yy = axy — g, Y2 = B + axy;

& (21, 22) est définie au voisinage de = 0. Nous allons calculer

*e 0?0
A= — + —.
ozt O
En posant
%o 0% 0%*p D
A=+, D=1+,
Ovi 02} dyi Oy
_ O 9 9% B 0%
S dxdyr - Daadyy S 0wy dyy  Dwgdyy
nous obtenons sans difficulté que
(1) A® = A+ 2Ba+2C8+ D(a* + 7).

En considérant A, B, (', D comme constantes réelles et «, f comme

parametres réels nous envisagerons la forme
(2) Ula,B) = A+2Ba+2C53+ D(a? + 5%)

pour

—0 < o< oo, —00< < 4oo.
Calculons d’abord la borne inférieure m de U: 1° Quand D < 0; si
B=C=D=0,0n am=A;sinon, on am=—occ. 2° Quand D >0, il
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existe certainement au moins un («, 3) pour lequel U=m; par suite ce

(e, B) sera donné par

10U
10U
§%—C—I—Dﬁ_0.
Donc,
(3) mD = AD — (B? + C?).

Cherchons ensuite la condition pour que la forme U(a, §) soit non-
négative. Pour cela, il faut d’abord que D > 0, puisque, si non, m = —oc.
De plus; 1°Si D =0, il faut que B=C =0et A > 0. 2° 51 D> 0, il

faut que mD > 0. En résumé,
(4) A>0, D>0, AD—(B*+C* >0

donne la condition nécessaire.

Supposons réciproquement que la condition (4) soit remplie; alors, il
n’y a que deux cas possibles: ou bien D = 0, ce qui entraine m = A > 0,
puisqu’alors B=(C'=0 nécessairement; ou bien D >0, on a alors mD >0
d’apres (3), et par suite m>0. La condition (4) est ainsi suffisante.

Revenons au probleme origrinal; et nous supposerons une fonction
pseudoconvexe ¢ dans ®. ® étant alors subharmonique par rapport a z
en 'origine, nous avons nécessairement A® >0 pour =0, et cela pour
tout plan caractéristique de la forme y = az. La condition (4) est donc
nécessaire pour P, d’apres ce que nous venons de voir, dont P est un
point quelconque dans D.

Supposons réciproquement que la condition (4) soit remplie dans D.
Pour un point quelconque P de ®, ¢ est alors subharmonique sur tout
plan caractéristique de la forme y = ax + b passant par P, au voisinage
de P, puisque 'on a nécessairement A® > 0. Il en est nécessairement
de méme pour tout plan caractéristique de la forme x = ay + b, car, la
condition (4) est symétrique par rapport & x,y. La fonction ¢ est donc

pseudoconvexe dans D. Nous avons ainsi vu que :

Soit ¢(x1,x2,y1,Yy2) une fonction réelle continue admettant les déri-

vées partielles jusqu’au deuziéme ordre dans un domaine ®. Pour que
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w soit pseudoconvexe par rapport a x,y dans D, il faut et il suffit que

Uon ait dans ®

o O%p *o  0%p
CL+ S0, SE+o T,
dy; O3

?o  0%p 0% 8299) ( 0% 0% )2
Vip) = (89@% + 8$%) (Gyf + ayg B dx10 + Ow90Yys

_ 0% _ 0*¢ 2>034
0x10y2 0201 -

13. Propriété principale. Nous continuerons de considérer une
fonction réelle continue ¢ (23, 22, Y1, y2) admettant les déerivées partielles

jusqu’au deuxieme ordre dans un domaines ©. Nous supposerons que
A>0, V=AD-(B*4+C% >0

dans ®. D’ou, il s’ensuit que D > 0.
Soit P un point quelconque de 0. Supposons d’abord que

8992 8992 8992 8992
(T)*(T)* o) T\ay) 70

au point P. Nous allons examiner le signe de L(¢) de E. E. Levi. En

posant
2 2 2 2
a=(22) (92 a= (22 (22}
0z 0z 0y Y2
pdv 0 Op Op _Op 0 Oy Op

= Cc = —
dx1 0 0z 8927 dz1 Oy dxa O 7
nous avons

L(¢) = Ad+ Da — 2Bb —2Ce.

Dans ce quit suit, nous sous-entendrons par a,b,c,d et A, B,C, D, les
valeurs au point P. D’apres ’hypothese, un au moins des a,d n’est pas

nul. Supposons, pour fixer I'idée, que
d>0.

On a
ad — (b* + %) = 0.

34 .. , . . .
Cette condition est encore nécessaire et suffisante pour que ¢ soit subharmonique

sur toute surface caractéristique réguliere.
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En possant

on a donc,

@ = A+ 2Ba+2CB+ D(a? + 3%).

Regardons la forme U(a, §) de No. 12. Si D >0, la borne inférieure m
est donnée par mD =V . Par suite, encore si V>0, nous avons toujours
U(a, f)>0. On a donc L(p) > 0.

Ainsi d >0 et L(¢) > 0 pour P. Grace a E. E. Levi, on peut donc
trouver une surface caractéristique de la fornie y = f(2), passant par P
et telle que I’on ait sur la surface ¢ > ¢(P) au voisinage de P, sauf pour P
ou f(x) exprime une fonction holomorphe au voisinage de la projection
de P sur le plan z; on peut méme choisir f(z) parmi les polynémes du
deuxieme degré en z. Il en est tout pareil pour le cas a > 0.

Nous allons envisager le cas exceptionnel. Supposons que ’on ait

9p _ 9 _9¢ _0v _
Oxy _3962_3% _3y2 B

au point P. Supposons pour simplifier 1’écriture que P est a 'origine et

@(P) = 0. Prenant un plan caractéristique de la forme
Yy = aw, a=a+10,
considérons
P (1, 72) = @(21, 22,1, Y2),
dont
y1=awy — fry, Yo = Pr+any

Comme ¢ admet les dérivés partielles continues jusqu’au deuxieme ordre,

on a
1 2 2 2 2
® = 2(,&1961 + 2uzzi2g + psas) + (127 + 2632122 + £325)

au voisinage de x = 0, ou uq, pg, pi3 sont des constantes réelles dépendant
de a, et £1, 9, €5 sont des fonctions réelles de x1, x5, bien définie, finie et
tendant vers 0 avec x. Pour que le plan caractéristique y = ax ne passe
par aucun point de ¢ < 0 au voisinage de 'origine, excepté a 'origine,
il suffit que ® >0 dans un cercle suffisamment petit du plan y autour de

I’origine, sauf au centre. Et pour cela, il suffit que
(1) pa >0, papis — iy > 0.
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Par un calcul simple, nous avons

Fo 5 ¢ &y &y &y &
= — 2 2 9~ Z
a dyi ot O3 i+ Oy10ya af + Bx10y ot 31‘133/26 + ox?’
Fo 5 ¢ &y &y &y &
=7 —p" =2 2 -9 -
& dy; o oy} 7 010y af + 050y “ 0x20y1 oz’
_ Pe PFPo Py e 9
H ~ Oy1 Oyo (o =57 = (@ - @) b+ (39@133/2 + 69526311) “
(P P &
81‘183}1 81‘283}2 81‘18l‘2’

ol on sous-entend que les dérivées représentent les valeurs a 'origine.
Considérons («, #) pour étre un point sur le plan au moyen des axes
réctangulaires dans la géometrie cartésienne. Nous allons distinguer 2

cas d’apres la forme de I’équation pe = 0: Ou bien

Po _, P
Ondy: T Oyi  0y3’
on a alors,
0% 0%
—3 > 0, — > 0,
Ayt dy3

puisque D > 0; par suite, en prenant « suffisamment grand, la condition

(1) est remplie par le point (e, 0). Supposons donc,

2o 0%p\* BE 2
(3~ r) + () >
891 892 0y, 0y2

L’équation ps = 0 représente alors, une hyperbole ou, comme cas limite,

une paire de droites (réelles) se croisant. Quant aux équations pq =0,
w3 =0, puisque d%p/dy? et d?¢/dy3 ne peuvent pas s’annuler a la fois,

elles sont effectivement du deuxieme degré. Nous trouvons d’abord

p1 + puz = D(a® + %) + 2Ba + 2C5 + A.
(3) S+ ps > 0.

Supposons pour fixer I'idée que po =0 soit une hyperbole. Faisant tracer
a (a, B) une des branches de I’hyperbole, regardons le signe de ;. Si g
change le signe a un point M, puisque pz = 0 et uz >0 d’apres (3) au
point M, la condition (1) est certainement remplie & un point convenable
voisin de M. 1l en est de méme pour le signe de p3, ainsi que pour le cas
ol po = 0 représente une paire de droites. Supposons donc que, quand

t2 = 0 représente une hyperbole, 1 et pus ne change pas les signes sur
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chacune des branches, et quand gy = 0 représente une paires de droites
se croisant, il le soit pour toute la courbe. Dans cette condition, nous
allons montrer I’existence d’un point («, 3) satisfaisant a la condition
(1); cela nous suffit.

Nous désignerons les parties du deuxieme degré en «, 3 de pq, pio, p3
par

A1(057ﬁ)7 A?(O@ﬁ)v AS(O@ﬁ)v

respectivement. Considérons la transformation
r_ P
o = _ﬁv ﬁ =a;

ce qui exprime la rotation du plan autour de l'origine par 7/2. Nous

avons
AQ(O/v ﬁ/) = _AQ(O@ ﬁ)

Done, e = 0 représente une hyperbole ou 2 droites rectangulaires. Nous

avons ensuite

et encore

A+ A= D(a” + 8%);
la portion Ay > 0 est donc plus grand que la portion Ay <0 en angle a
lorigine; il en est de méme pour As.

Considérons le cas ol p3 = 0 représent une hyperbole rectangulaire.
D’apres ce qui précede, lorsque le point (e, 3) s’éloigne indéfiniment le
long d’une quelconque des branches de 'hyperbole & un sens convenable,
ce point ne peut rester sur la portion Ay <0; par suite, sur cette branche,
il y a au moins un point pour lequel iy > 0. On a donc py > 0 partout
sur pg = 0, d’apres ’hypothese ci-dessus. 1l en est de méme pour As,
ainsi que pour le cas ou ps =0 représente 2 droites rectangulaires. On
a ainsi gy > 0, ps > 0 partout sur ps = 0; la courbe gy = 0 ne peut
coincider avec py = 0, ni avec us = 0, puisque les asymptotes ne le
sont pas. Nous pouvons donc trouver un point (e, 3) satisfaisant aux

conditions g >0, p3 >0, pe =0, et par suite a la condition demandée

fpz — i > 0.

Soit ¢(x1,x2,y1,Yy2) une fonction réelle continue admettant les déri-
vées partielles continues jusqu’au deuzxieme ordre, et telle que
0%*p D

8—$%+8—$%>07 V(e) > 0,
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dans un domaine ®. Pour un point quelconque P de ®, on peut trouvver
une surface caractéristique passant par P, réguliére en P et restant dans

la portion ¢ >¢(P) au voisinage de P, P étant exclu.

14. Nous allons d’abord faire quelques remarques sur la proposition
ci-dessus. Tragons autour du point P une hypersphere S a I'intérieur du
domaine ©. Considérons la portion ¢ < ¢(P) dans S ; si elle existe, nous
désignerons une quelconque des composantes continues par A. Nous
allons montrer que A est un domaine d’holomorphie.

Considérons les domaines d’holomorphie (univalents) contenant A.
Grace & H. Cartan—P. Thullen®?, il existe le plus petit de ces domaines,
que nous désignerons par . G est nécessairement contenu dans S.
Supposons que A # (. D’apres la forme de A, G possede alors, au
moins un point pour lequel ¢ prend la valeur ¢(P). Soit « la borne
supérieure des valeurs que prend ¢ dans G; ¢ ne peut prendre o dans
G, en vertu de la proposition précédente. On a donc, ¢(P) < a.

Soit () un point frontiere de GG tel que ¢(Q)) = a. Il existe une surface
caractéristique F'(z,y) = 0 passant par ) et restant dans la ¢ > a au
voisinage de (), sauf a @), d’apres la proposition précédente. Tragons
une hypersphere (4) autour de ), suffisamment petit pour que F'(z,y)
soit holomorphe au voisinage de (§), et que I'intersection de I’ = 0 avec
la frontiere de (&) soit située a 1’extérieur de G, et encore que (6) ne
contienne aucun point de A; (J) existe certainement. Prenons un nom-
bre positif € suffisamment petit pour que I'intersection de "hypersurface
|F'| = ¢ avec la frontiere de (0) soit aussi située a extérieur de G; et nous
considérons 'ensemble F composé des points de GG qui n’appartiennent
pas a (J), ou bien satisfont a la condition |F| >e. FE est un ensem-
ble ouvert contenant A; toute composante continue de E est un do-
maine pseudoconvexe au sens de H. Cartan, et est par suite un domaine
d’holomorphie; ce qui contredit a la définition de G. On a donc, A =G

Ainsi :

Dans la condition de la proposition précédente, S étant une hyper-
sphére autour du point P a Uintérieur du domaine D, la portion de
Uensemble ¢ < o(P) dans S, si elle existe, consiste en domaine d’holo-

morphie.

Soit ensuite, ¢(z,y) une fonction réelle et continue dans un domaine

**Voir: H. Cartan—P. Thullen, cité plus haut.
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D. Soit (2,y’) un point de D, tel que le dicylindre (v),
2 =2 <r, Jy-yl<r

soit contenu a l'intérieur de D, mais d’ailleurs quelconque, ou r est un
rayon donné a priori. Nous désignerons la moyenne des valeurs que prend
¢ dans (v) par @1 (2',y'). La fonction ¢ (2, y) est définie dans D, = D);
(CD(T) signifie ’ensemble des points de D, tels que les “Randdistanzen”
par rapport & D soient plus grandes que r). Nous désignerons ce procédé
par

e1(z,y) = Arle(@, y)];

ce qui est une analogie d’un procédé sur le plan, bien connue36. Les
propriétés suivantes de A, seront donc évidentes :

A, (¢) admet les dérivées partielles continues du premier ordre par
rapport a xq, T, Y1, Y2-

Si ¢ admet les dérivées partielles continues du premier ordre, A, ()
admet celles du deuxieme ordre, continues.

Considérons
ArAr ()] = AL().
La fonction A2(¢) est définie et continue dans Dy = CD({) et admet
les dérivées partielles continues jusqu’au deuxieme ordre par rapport
a 1,2, Y1, Y2, d’apres ce qui précéde.

Lorsque r tend vers 0, Dy et Dy tend vers D, A, (¢) et A2() tendent
uniformément vers ¢ & l'intérieur de D.

Si la fonction ¢(x,y) est pseudoconveze, A, (p) est aussi pseudocon-
vexe, d’apres les propriétés 1 et 3, et par suite, il en est de méme pour
A(e).

Soit ¥ (x, y) une fonction pseudoconvexe continue admettant les déri-
vées partielles continues jusqu’au deuxieme ordre par rapport a zy, zs,
Y1, y2 dans le domaine ®. D’apres ce que nous avons vu au No. 12, on a
alors, dans D,

0% 9% 9%

>0,
dy?

92 T 92 2 +

o*p
— > > 0.
5,720 V)20

Considérons

x(z,y) = v(z,y) +=(2] + 23),

*Voir par exemple: F. Riesz, cité plus haut.
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€ étant un nombre positif quelque petit qu’il soit. Nous trouvons que

0%y 0%y
— +=—=>0 |4 0.
du? + du’ > U () >

En résumé, nous avons vu que :

Soit p(x,y) une fonction pseudoconvexe continue dans un domaine
. FEtant donné un nombre positif ¢ et un domaine Dy contenue a
Uintérieur de D, il existe dans ®g une fonction pseudoconvexe con-
tinue £(x1, T2, y1, y2) admetant les dérivées partielles continues jusqu’au
deuzieme ordre et telle que

d?*y 0%
-x|<e¢ w5 +t75>0 Vix) > 0.
lp— x| <e, o T2 70 (x)
Considérons maintenant, un domaine pseudoconvexe ® a ’espace

(x,y). Supposons d’abord ® borné. Apportons la fonction

p(z,y) = —logd(z, y)

de No. 11, ou d(z,y) représente la distance du point (z,y) de D la
frontiere de ©. Comme ¢(z,y) est pseudoconvexe et continue dans D,
d’apres la proposition précédente, nous obtenons une fonction x(z,y)
ayant la propriété indiquée. Pour déterminer Dg et £, prenons 3 nombres
réels tels que

a < B <Ay,

de fagon que on ait effectivement des points satisfaisant a ¢ < a. Nous
choisirons D suffisamment grand pour qu’il contient ’ensemble ¢ < ~
a lintérieur; D existe certainement, puisque, ® étant borné, 'ensemble
@ < v est contenu a l'intérieur de . Nous choisirons ¢ suffisamment
petit pour que y < 3 contienne ’ensemble ¢ < « et soit contenu dans
I’ensemble ¢ < v. D’aprés la premiere des propositions précédentets,
I’ensemble y < 3 consiste en domaines pseudoconvexes au sens de H.
Cartan, par suite, en domaines d’holomorphie. Quand « tend vers +oo,
I’ensemble ¢ < o tend vers ®. ® est donc un domaine d’holomorphie,
en vertu du théoréme de H. Behnke-K. Stein.

Lorsque ® n’est pas borné, comme nous ’avons vu souvent, on peut
trouver une suite croissante de domaines pseudoconvexes bornés tendant

vers ©. D’apres ce qui précede, ® est donc un domaine d’holomorphie.

Théoréme. Dans 'espace de 2 variables complexes, toult domaine

pseudoconveze, univalent et fini est un domaine d’holomorphie.
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L’auteur pense que cette conclusion sera aussi indépendante des nom-

bres de variables complexes.

(Recu le 25 octobre, 1941.)
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