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Introduction. | Ce M�emoire1 est le septi�eme d'une s�erie dont les

pr�ec�edents sont : I. Domaines convexes par rapport aux fonctions rationnel-

les, 1936; II. Domaines d'holomorphie, 1937; III. Deuxi�eme probl�eme de

Cousin, 1939 (Journal of Science of the Hiroshima University); IV. Do-

maines d'holmorphie et domaines rationnellement convexes, 1941; V. L'in-

t�egrale de Cauchy, 1941 (Japanese Journal of Mathematics); VI. Domaines

pseudoconvexes, 1942 (Tohoku Mathematical Journal).

On rencontre d�ej�a certaines notions arithm�etiques au th�eor�eme II du

M�emoire I (lemme fondamental), au th�eor�eme I du M�emoire II, et �a la condi-

tion (�) (condition de A. Weil) du M�emoire V. Plus tard, nous rencontrerons

une autre notion arithm�etique, dans l'�etude des points de rami�cation; faute

de laquelle on ne pourrait pas traiter des fonctions alg�ebriques.

Nous commencerons ici par approfondir ces notions arithm�etiques. Les

notions de congruence et d'id�eal, par exemple, seront transplant�ees du

champ des polynomes �a celui des fonctions anaiytiques. Comme la fonc-

tion ne peut pas, en g�en�eral, être prolong�ee �a tout l'espace, on rencontre

de nouveaux probl�emes. H. Cartan a d�ecouvert un ph�enom�ene de cette na-

ture2, auquel se rattachent plusieurs th�eor�emes et un probl�eme assez com-

plexe du pr�esent M�emoire (Voir x7). Ces th�eor�emes me sont indispensables

pour r�esoudre les probl�emes �etudi�es depuis le M�emoire I, lorsqu'on veut les

�etendre au cas des domaines rami��es; ils sont aussi utiles pour des domaines

moins compliqu�es 3.
1Note de la R�edaction.| Le lecteur observera que, par suite de la guerre, l'auteur

n'avait pu prendre connaissance du M�emoire de H. Cartan, Id�eaux de fonctions analy-
tiques de n variables complexes (Ann. �Ec. Norm. Sup., 61, 1944, p. 149-197) consacr�e
au même sujet, et faisant suite au M�emoire cit�e par l'auteur [voir ci-dessous, note (2)].
Les r�esultats que M. Oka obtient ici sont plus complets que ceux du M�emoire de H.
Cartan de 1944.

2H. Cartan, Sur les matrices holomorphes de n variables complexes (Journ. Math.,
9Æ s�erie, 19, 1940, p.1-26). Nous devons beaucoup aux th�eor�emes de ce M�emoire.

3L'auteur d�esire exprimer ici ses sinc�eres remerciments �a Huju-Kai pour son concours
�a l'�epoque du M�emoire VI.
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Dans le M�emoire actuel, il sera seulement question de domaines univa-

lents de l'espace num�erique complexe (donc, sans points �a l'in�ni). Nous

omettrons de le sp�eci�er.

1. Congruences et �equivalences; th�eor�eme de H. Cartan. |

Parmi les probl�emes qui se transportent du champ de l'Arithm�etique �a

celui des fonctions analytiques, se trouve un type de probl�emes (comme

les �probl�emes de Cousin�), o�u il s'agit de passer de donn�ees locales �a

des solutions globales. Nous allons r�esumer les principaux probl�emes de ce

type.

SoitD un domaine dans l'espace de n variables complexes x1; x2; : : : ; xn.

Consid�erons, dans D, deux fonctions holomorphes f; ', et un syst�eme �ni

de p fonctions holomorphes F1; : : : ; Fp. Un point de l'espace sera d�esign�e

par une seule lettre (x), et la valeur d'une fonctions f en ce point sera not�ee

f(x). Supposons une relation de la forme

f � ' = �1F1 + � � �+ �pFp;

o�u les �i (i = 1; 2; : : : ; p) sont des fonctions holomorphes de (x) dans D; les

fonctions f; ' seront alors dites congruentes par rapport �a F dans D, et la

relation sera not�ee

f � ' [mod(F )]:

Nous dirons que deux fonctions f; ' sont congruentes en un point P de D,

si elles sont congruentes dans un voisinage de P . Deux fonctions qui sont

congruentes en tout point de D ne sont pas n�ecessairement congruentes

(globalement) dans D. Ceci nous conduit au probl�eme que voici :

Probl�eme (C1). | �Etant donn�e un syst�eme �ni de fonctions holo-

morphes (F1; : : : ; Fp) et une fonction holomorphe �(x) au voisinage d'un

ensemble ferm�e born�e E, telle que � � 0 [mod(F )] en tout point de E,

trouver p fonctions Ai(x) holomorphes au voisinage de E, de fa�con que

� =
P

iAiFi identiquement.

On est conduit d'autre part au probl�eme d'existence :

Probl�eme (C2). | Soit donn�e, au voisinage d'un ensemble ferm�e

E de l'espace (x), un syst�eme �ni de fonctions holomorphes (F1; : : : ; Fp);

supposons attach�e �a chaque point P de E un polycylindre () autour de

P et une fonction '(x) holomorphe dans (); supposons que, pour tout

couple de polycylindres (); (0) d'intersection (Æ) non vide, on ait la relation

'(x) � '0(x) [mod(F )] entre les fonctions correspondantes en tout point de

(Æ). On se propose de trouver une fonction �(x) holomorphe au voisinage

de E, telle que �(x) � '(x) [mod(F )] en tout point P de E.
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Nous allons expliquer ce que nous entendons par polycylindre. Ei �etant

un ensemble du plan (xi), tout ensemble de la forme xi 2 Ei (i = 1; : : : ; n)

sera appel�e ensemble cylindrique, et les ensembles Ei seront appel�es ses

composantes. Un ensemble cylindrique ferm�e sera dit simplement connexe

si, pour chaque i, l'ensemble compl�ementaire de la composante Ei est sim-

plement connexe lorsqu'on le consid�ere sur la sph�ere de Riemann. Nous

appellerons polycylindre tout ensemble cylindrique E dont toutes les com-

posantes Ei sont des cercles.

Consid�erons alors deux syst�emes �nis de fonctions holomorphes dans un

domaine D de l'espace (x), soient (f1; : : : ; fp) et ('1; : : : ; 'q). Supposons

les deux relations

(1) 'i � 0 [mod(f)]; fj � 0 [mod(')] (i = 1; : : : ; q; j = 1; : : : ; p)

globalement pour D. Nous dirons alors que les syst�emes (f) et (') sont

�equivalents dans D, et nous �ecrirons les relations (1) sous la forme

(f) � (');

le seul premier groupe des relations (1) s'�ecrira

(') � (f):

Nous dirons que deux syst�emes de fonctions (f) et (') sont �equivalents

en un point P de D, s'ils sont �equivalents dans un voisinage de P ; de même

pour (') � (f) en un point P .

L'�equivalence des syst�emes de fonctions pose le probl�eme suivant :

Probl�eme (E). | Les notations E; (); (Æ) ayant la même signi-

�cation que dans le probl�eme (C2), on suppose donn�e, pour chaque (),

un syst�eme �ni de fonctions holomophes (f), de mani�ere que dans chaque

intersection non vide (Æ) la relation (f) � (f 0) ait lieu en tout point de

(Æ) entre les syst�emes (f) et (f 0) correspondant aux polycylindres () et

(0) d'intersection (Æ). On se propose de trouver un syst�eme �ni de fonc-

tions holomorphes (F ) dans un voisinage de l'ensemble E, de mani�ere que

(F ) � (f) en tout point P de E.

Tels sont les probl�emes que nous nous proposons de r�esoudre.

Au sujet du probl�eme (E), H. Cartan a montr�e dans le M�emoire cit�e

plus haut le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme de H. Cartan. | Consid�erons dans l'espace (x) deux en-

sembles cylindriques ferm�es born�es �0; �00 qui ont mêmes composantes dans
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les plans de toutes les variables sauf une, et dont l'intersection �0\�00 = �0

soit non vide et simplement connexe; supposons donn�e, au voisinage de �0,

un syst�eme �ni de fonctions holomorphes (f 0), et, au voisinage de �00, un

sysl�eme �ni (f 00), de mani�ere que la relation (f 0) � (f 00) ait lieu globalement

au voisinage de �0. Dans ces conditions, on peut trouver un syst�eme �ni

de fonctions holomorphes (f) au voisinage de la r�eunion � = �0 [�00, de

fa�con que (f) � (f (i)) au voisinage de �(i) (i = 1; 2).

Dans le M�emoire cit�e, H. Cartan a d�emontr�e ce th�eor�eme en utilisant la

notion de matrice. Dans sa mani�ere de faire, si p; q; r d�esignent le nombre

des fonctions des syst�emes (f 0); (f 00) et (f) respectivement, on a toujours

p < r; q < r.

Nous allons appliquer le th�eor�eme de Cartan au probl�eme (E). Con-

sid�erons dans le plan (xi) (i = 1; : : : ; n � 1) un cercle (�i), et dans le

plan (xn) trois cercles (�j) (j = 1; 2; 3) empi�etant deux �a deux. Soit �j

le polycylindre ferm�e dont les composantes sont (�i) et (�j); et supposons

donn�e, au voisinage de chaque �j (j = 1; 2; 3), un syst�eme �ni de fonctions

holomorphes (fj) de fa�con que deux quelconques de ces syst�emes soient

�equivalents au voisinage de l'intersection correspondante.

Dans ces conditions, essayons d'appliquer le th�eor�eme de Cartan. Pour

� = �1 [ �2, l'application est possible, et l'on trouve un syst�eme �ni de

fonctions holomorphes (f) au voisinage de �, tel que (f) � (fj) globalement

au voisinage de �j (j = 1; 2). Pour �[�3, l'appilcation n'est pas toujours

possible : car il n'est pas certain que les syst�emes (f) et (f3) soient glob-

alement �equivalents au voisinage de l'intersection correspondante. Mais si

le probl�eme (C1) peut être r�esolu pour tout polycylindre ferm�e (c'est-�a-dire

au voisinage de tout polycindre ferm�e), on pout �evidemment appliquer �a

nouveau le th�eor�eme de Cartan. De l�a r�esulte que :

Si le probl�eme (C1) peut être r�esolu pour tout polycylindre ferm�e, il en

est de même du probl�eme (E).

La d�emonstration �etant facile, et semblable �a d'autres d�emonstrations

connues, sera omise. Nous expliquerons pourquoi on peut se borner aux

polycylindres. Dans le M�emoire pr�esent, nous traiterons les probl�emes ex-

clusivement pour les polycylindres born�es ferm�es; ensuite, les propri�et�es in-

trins�eques des probl�eme eux-mêmes permettront d'�etendre la th�eorie �a des

domaines ferm�es plus g�en�eraux.

Quant �a la relation entre les probl�emes (C1) et (C2), on a le r�esultat

suivant :
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Consid�erons la même con�guration g�eom�etrique que pour le th�eor�eme

de Cartan, sauf que l'intersection �0 n'est plus astreinte �a être simple-

ment connexe; et supposons donn�e un syst�eme �ni de fonctions holomor-

phes (F1; : : : ; Fp) au voisinage de �, tel que le probl�eme (C1) soit r�esoluble

pour (F ) au voisinage de �0. Dans ces circonstances, si l'on a une fonction

f 0 holomorphe au voisinage de �0, et une fonction f 00 holomorphe au voisi-

nage de �00, telles que f 0 � f 00 � 0 [mod(F )] en tout point d'un voisinage

de �0, on peut trouver une fonction f holomorhe au voisinage de �, telle

que f � f 0 [mod(F )] en tout point d'un voisinage de �0, et f � f 00 en tout

point d'un voisinage de �00.

En e�et, la fonction '(x) = f 0(x) � f 00(x) est holomorphe au voisinage

de �0 et satisfait �a '(x) � 0[mod(F )] en tout point de �0; en r�esolvant le

probl�eme (C1) pour cette fonction, on trouve

' = �1F1 + � � �+ �pFp;

les �i (i = 1; : : : ; p) �etant des fonctions holomorphes au voisinage de �0.

Comme �0 est cylindrique, on peut, par l'int�egrale de Cousin, trouver des

fonctions ai(x) holomorphes au voisinage de �0 et des fonctions bi(x) holo-

morphes au voisinage de �00, de fa�con que

ai(x)� bi(x) = �i(x) (i = 1; : : : ; p)

identiquement au voisinage de �0. Formons les fonctions

 0 = f 0 � (a1F1 + � � �+ apFp);  00 = f 00 � (b1F1 + � � �+ bpFp);

 0 est holomorphe au voisinage de �0, et  00 au voisinage de �00. Or, au

voisinage de �0, on a identiquement

 0 �  00 = '� (�1F1 + � � �+ �2F2) = 0;

 0 et  00 sont donc des parties d'une seule fonction f(x) holomorphe au

voisinage de �; cette fonction f est congrue �a f 0 [mod(F )] au voisinage de

�0, et congrue �a f 00 [mod(F )] au voisinage de �00. C.Q.F.D.

De ce lemme, il r�esulte imm�ediatement que :

Si le probl�eme (C1) est r�esoluble pour tout polycylindre ferm�e, le probl�eme

(C2) l'est aussi.

Les probl�emes (C1); (C2); (E) sont donc r�eduits au probl�eme (C1).
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Le lecteur reconnâ�tra dans le th�eor�eme II du M�emoire I, le th�eor�eme I

du M�emoire II et la condition (�) du M�emoire V, les probl�emes (C2); (E)

et (C1) respetivement.

2. Id�eaux de domaines ind�etermin�es. | Comme H. Cartan, nous

allons utiliser ici la notion d'id�eal.

Consid�erons dans l'espace (x) un domaineD et un ensemble (I) de fonc-

tions holomorphes dans D; supposons v�eri��ees les deux conditions suivantes

:

1Æ si f 2 (I) et si � est une fonction holomorphe dans D, alors �f 2 (I);

2Æ si f 0 2 (I) et f 00 2 (I), alors f 0 + f 00 2 (I).

Nous dirons que (I) est un id�eal holomorphe de domaine D. Mais nous

allon �etendre cette notion.

Consid�erons dans l'espace (x) des couples (f; Æ), o�u Æ est un domaine et

f une fonction holomorphe dans Æ. Consid�erons un ensemble (I) de couples

(f; Æ); au lieu de dire que (f; Æ) 2 (I), nous dirons parfois que f 2 (I) pour

Æ. Supposons que cet ensemble (I) satisfasse aux deux conditions suivan-

tes :

1Æ si (f; Æ) 2 (I) et si � est une fonction holomorphe dans un domaine

(connexe ou non) Æ0, alors �f 2 (I) pour Æ \ Æ0;

2Æ si (f; Æ) 2 (I) et (f 0; Æ0) 2 (I), alors f + f 0 2 (I) pour Æ \ Æ0.

Nous dirons alors que (I) est un id�eal holomorphe de domaines ind�eter-

min�es ou, plus bri�evement, un id�eal de domaines ind�etermin�es, ou en�n,

tout simplement un id�eal.

La d�e�nition implique que :

Si (I) est un id�eal de domaines ind�etermin�es, et si (f; Æ) 2 (I) et Æ0 � Æ,

alors (f; Æ0) 2 (I).

Nous dirons qu'une fonction f appartient �a un id�eal (I) en un point P ,

si elle appartient �a (I) pour un voisinage de P.

Envisageons les propri�et�es suivantes d'un id�eal (I) de domaines ind�eter-

min�es :

Propri�et�e (T1). | Si (f; Æ) 2 (I) et (f 0; Æ0) 2 (I), alors f 2 (I) pour

Æ [ Æ0.

Propri�et�e (T2). | Si l'on a une suite in�nie croissante Æ1 � Æ2; : : : et si

f 2 (I) pour chacun des Æi de la suite, alors f 2 (I) pour la r�eunion de la

suite.
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Examinons si ces propri�et�es sont toujours r�ealis�ees :

Exemple 1. | Consid�erons dans le plan d'une variable complexe x,

le cercle (C) de centre �a l'origine et de rayon 1, et dans (C) un domaine

(connexe ou non) Æ de diam�etre d (le diam�etre est la borne sup�erieure de la

distance de deux points quelconques de Æ); et soit (I) l'ensemble des couples

(f; Æ) tels que d � 1=2. L'id�eal (I) poss�ede la propri�et�e (T2), mais non la

propri�et�e (T1).

Exemple 2. | Consid�erons, dans le cercle (C) pr�ec�edent, une suite de

cercles concentriques (Ci) dont les rayons ri forment une suite strictement

croissante de limite 1; soit (I) l'ensemble des (f; Æ) dont le Æ est contenu

dans au moins un cercle (Ci). L'id�eal (I) poss�ede la propri�et�e (T1), mais

non la propri�et�e (T2).

Nous allons maintenant �etendre la notion de base �nie d'un id�eal au cas

des id�eaux de domaines ind�etermin�es, et analyser cette notion, en faisant

abstraction des propri�et�es (T1) et (T2), et du probl�eme (C1).

Consld�erons dans l'espace (x) un id�eal (I) de domaines ind�etermin�es.

Un syst�eme �ni (F ) de fonctions holomorphes F1; : : : ; Fp dans un domaine

D sera dit une pseudo-base �nie de (I) dans D s'il poss�ede les propri�et�es

suivantes :

1Æ une quelconque des fonctions Fi appartient �a (I) en tout point de D;

2Æ pour tout point P de D, toute fonction f qui appartient �a (I) en P

est telle que (f) � (F1; : : : ; Fp) au point P .

Nous nous proposons le probl�eme suivant :

Probl�eme (I).| �Etant donn�e, dans l'espace (x), un id�eal (I) de do-

maine ind�etermin�es et un ensemble ferm�e born�e E, trouver une pseudo-base

�nie de (I) dans un voisinage de E.

Consid�erons ensuite dans l'espace (x) un id�eal (I) de domaines ind�eter-

min�es deux domainesD, D0 tels que D0 � D, et une pseudo-base (F ) de (I)

pour D. Il est imm�ediat que (F ) est aussi une pseudo-base de (I) pour D0.
�Etant donn�e un id�eal (I) de domaines ind�etermin�es, nous dirons qu'un

syst�eme �ni (F ) de fonctions holomorphes est une pseudo-base de (I) en

un point, si c'est une pseudo-base dans un voisinage de ce point. Un tel

syst�eme sera parfois appel�e une pseudo-base locale. Nous nous proposons

encore le probl�eme suivant : -
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Probl�eme (J). | �Etant donn�e dans l'espace (x) un id�eal (I) de do-

maines ind�etermin�es et un point P , trouver une pseudo-base �nie de (I) au

point P .

Le probl�eme (J) est un cas particulier du probl�eme (I). Entre ces deux

probl�emes il y a la relation suivante :

Soit, dans l'espace (x), un id�eal (I) de domaines ind�etermin�es et un

polycylindre born�e ferm�e E. Suposons que le probl�eme (C) soit r�esoluble

pour l'id�eal (I) et pour tout point P de E, et que de plus le probl�eme (C1)

soit r�esoluble pour tout polycylindre ferm�e born�e. Alors le probl�eme (I)

r�esoluble pour l'id�eal (I) et le polycylindre E.

En e�et, soit P un point quelconque de E; puisque le probl�eme (J)

est r�esoluble pour (I) au point P , il existe un polycylindre () au voisi-

nage de P , et un syst�eme �ni de fonctions holomorphes (f) dans () qui

constitue une pseudo-base de (I) dans (). Consid�erons un couple de poly-

cylindres (); (0) d'intersection non vide; soient (f) et (f 0) les pseudo-bases

correspondantes; elles sont �equivalentes en chaque point de l'intersection

()\ (0). Nous nous proposons de trouver un syst�eme �ni (F ) de fonctions

holomorphes au voisinage de E, tel que (F ) � (f) en tout point P de E. Or

ceci est un probl�eme (E) pour le polycylindre ferm�e E; comme on a suppos�e

que le probl�eme (C1) est r�esoluble pour tout polycylindre ferm�e, l'existence

de (F ) s'ensuit. Or un tel syst�eme (F ) est une pseudo-base en tout point

P de E, donc est une pseudo-base pour E. C.Q.F.D.

Le probl�eme (I) est donc ramen�e au probl�eme (J), moyennant le probl�eme

(C1) pour les polycylindres ferm�es born�es. Or le probl�eme (J) n'a pas tou-

jours de solution, comme le montre le contre-exemple suivant :

Exemple 3. | Soient, dans l'espace de deux variables complexes x; y,

deux hypersph�eres (C); () de centre �a l'origine, telles que (C) � ().

D�esignons par �0 la partie de la surface caract�eristique x = y qui est con-

tenue (strictement) dans (C) et non strictement contenue dans (). Soit

(I) l'ensemble des couple (f; Æ) dont le Æ est contenue dans (C) et tels que
f

x� y
soit holomorphe en tout point de l'intersection �0 \ Æ. Alors (I) est

un id�eal [qui poss�ede les propri�et�e (T1) et (T2)]; mais, puisque l'ensemble

des z�eros de (f; Æ) est �0 \ Æ pour tout �el�ement (f; Æ) de (I), cet id�eal (I)

ne peut poss�eder une pseudo-base locale �nie en aucun point de la fronti�ere

de ().
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On ne peut donc pas r�esoudre le probl�eme (J) pour n'importe quel id�eal

de domaines ind�etermin�es. Nous verrons ult�erieurement d'autres contre-

exemples.

Nous �etudierons deux cat�egories d'id�eaux de domaines ind�etermin�es

pour lesquels le probl�eme (J) peut être r�esolu pour les polycylindres ferm�es

born�es. L'une d'elles va être �etudi�ee dans le pr�esent M�emoire. L'autre est

celle des id�eaux g�eom�etriques de domaines ind�etermin�es (qui correspondent

aux id�eaux de polynomes attach�es aux vari�et�es alg�ebriques), dont la con-

sid�eration deviendra indispensable quand nous aurons �a nous occuper des

domaines qui admettent des points de rami�cation. Pour pouvoir montrer

que le probl�eme (J) peut être r�esolu pour les id�eaux de cette esp�ece (et

pour les polycylindres born�es ferm�es), nous aurons besoin non seulement

des r�esultats du pr�esent M�emoire, mais de quelques notions concernant les

domaincs rami��es. Nous r�eserverons donc cette �etude pour un M�emoire

ult�erieur.

3. �Equations fonctionnelles lin�eaires homog�enes; solutions for-

mulaires. | Nous allons scruter les environs du probl�eme (C1) grâce aux

notions que nous venons d'introduire.

1Æ �Equations fonctionnelles lin�eaires homog�enes.| Soient p fonctions

holomorphes Fi (i = 1; : : : ; p) non identiquement nulles dans un domaine

D de l'espace (x). Consid�erons l'�equation

(1) A1F1 + A2F2 + � � �+ ApFp = 0;

o�u les Ai d�esignent des fonctions inconnues; si un syst�eme de fonctions Ai

holomorphes dans un domaine (connexe ou non) Æ contenu dans D satisfait

dans Æ �a l'�equation (1), nous dirons que le syst�eme des Ai est une solution

(holomorphe) de l'�equation (1) pour Æ. Toute �equation de cette nature sera

dite �equation fonctionnelle lin�eaire homog�ene.

Consid�erons l'ensemble (I1) des couples (A1; Æ) tels qu'il existe A2; : : : ;

Ap holomorphes dans Æ de mani�ere que (A1; A2; : : : ; Ap) soit une solution

de l'�equation (1) pour Æ. Je dis que :

(I1) est un id�eal.

En e�et, si (A1; Æ) 2 (I1) et si � est une fonction holomorphe dans un

domaine (connexe ou non) Æ0, on a �A12 (I1) pour Æ \ Æ
0; si (A1; Æ) 2 (I1)

et (A0

1; Æ
0) 2 (I1), on a A1 + A0

1 2 (I1) pour Æ \ Æ
0.

Nous ne voyons pas imm�ediatement si (I1) satisfait aux propri�et�es (T1),

(T2) ou non.
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C'est cette esp�ece d'id�eaux que nous avions en vue �a la �n du paragraphe

pr�ec�edent. Nous montrerons dans ce M�emoire que le probl�eme (J) peut

être r�esolu pour ces id�eaux (et pour les polycylindres born�es ferm�es). Le

probl�eme (J) se formule comme suit :

Probl�eme (K).| �Etant donn�e une �equation fonctionnelle lin�eaire dans

un domaine D de l'espace (x), et un point P de D, trouver une pseudo-

base �nie de l'id�eal (I1) au point P [en d�esignant par (I1) l'id�eal d�e�ni par

l'�equation, comme il a �et�e expliqu�e ci-dessus].

2Æ Solutions formulaires.| Nous nous proposons maintenant de trou-

ver une repr�esentation des solutions de l'�equation (1). Apr�es l'id�eal (I1),

consid�erons l'�equation

(2) A2F2 + � � �+ApFp = 0

et l'id�eal correspondant (I2) des couples (A2; Æ). Et ainsi de suite. Pour

�nir, on aura �a consid�erer l'�equation ApFp = 0; l'id�eal (Ip) correspondant

est (0), puisque la fonction Fp n'est pas identiquement nulle. Posons-nous

le probl�eme suivant :

Probl�eme (�).| Pour tout ensemble ferm�e E contenu dans le domaine

D, trouve�e, pour chacun des id�eaux (I1); (I2); : : : ; (Ip), une pseudo-base

�nie dont les fonctions appartiennent globalement, au voisinage de E, �a

l'id�eal correspondant.

Supposons r�esolu ce probl�eme. Soient

(�1; : : : ;�p); (�
0

1; : : : ;�
0

p) ; : : : ; (0)

les pseudo-bases de (I1); (I2); : : : ; (Ip) respectivement. Soit alors P un point

quelconque du voisinage de E dont parle l'�enonc�e du probl�eme (�), et soit

(A1; A2; : : : ; Ap) une solution quelconque de l'�equation (1) au point P (c'est-

�a-dire dans un voislnage de P ). (�) �etant une pseudo-base de (I1) au

voisinage de E, la fonction A1 admet, au voisinage de P , une repr�esentation

de la forme

A1 = C1�1 + � � �+ Cq�q;

les Ci �etant des fonctions holomorphes.

Envisageons ensuite A2. Comme chaque �i (i = 1; : : : ; q) appartient

globalement �a (I1) au voisinage de E, l'�equation (1) admettra q solutions

de la forme (�i;	i2; : : : ;	iq) au voisinage de E. Posons

Bj = C1	1j + C2	2j + � � �+ Cq	qj (j = 2; 3; : : : ; p);
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et nous aurons une solution de l'�equation (1) de la forme (A1; B2; : : : ; Bp)

au voisinage de P . Et si l'on pose encore

A0

j = Aj �Bj ;

(A0

2; : : : ; A
0

p) sera une solution de l'�equation (2) pour le point P . Par

cons�equent, la fonction A2 sera repr�esent�ee, au voisinage de P , par une

expression de la forme

A2 = B2 + C0

1�
0

1 + � � �+C0

r�
0

r;

o�u les C0

i (i = 1; 2; : : : ; r) sont des fonctions holomorphes, et o�u B2 se

repr�esente comme ci-dessus. Et ainsi de suite.

Finalement, on voit que la solution (A1; : : : ; Ap) de l'�equation (1) au

point P admet la repr�esentation suivante

(3) Ai = Ci1�i1 + Ci2�i2 + � � �+CiN�iN (i = 1; 2; : : : ; p);

avec quelques identit�es de la forme Cij = Ckl (k = 1; : : : ; p; l = 1; : : : ; N ),

les �ij �etant des fonctions holomorphes au voisinage de E, ind�ependantes

du point P et de la solution (A1; : : : ; Ap) de l'�equation (1), tandis que les

Cij d�ependent de cette solution et sont seulement holomorphes au point P .

Par exemple, pour A1, on a

�1i = �i; �1j = 0 (i = 1; : : : ; q; j = q + 1; : : : ; N );

et pour A2, on a

�2i = 	i2; �2j = �0

j�q; �2k = 0

(i = 1; : : : ; q; j = q + 1; : : : ; q + r; k = q + r + 1; : : : ; N );

et

C1i = C2i (i = 1; : : : ; q):

R�eciproquement, consid�erons un point quelconque P du voisinage de

E, et, d'apr�es (3), un syst�eme quelconque de fonctions holomorphes (C)

au point P (respectant, bien entendu, les identit�es indiqu�ees). Les fonc-

tions holomorphes (A) que les formules (3) leur font correspondre satisfont

visiblement �a l'�equation fonctionnelle (1).

Nous appellerons solution formulaire de l'�equation fonctionnelle (1) pour

le domaine D0 [connexe ou non, contenu dans le domaineD o�u les fonctions

F1; : : : ; Fp de l'�equation (1) sont holomorphes], tout syst�eme de fonctions

�ij (i = 1; : : : ; p; j = 1; : : : ; N ) holomorphes dans D0, et satisfaisant aux

conditions suivantes :
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1Æ toute solution (A1; A2; : : : ; Ap) de l'�equation (1), en un point quel-

conque P de D0, admet une repr�esentation de la forme (3), o�u les Cij sont

des fonctions holomorphes convenables (respectant naturellement les iden-

tit�es indiqu�ees) au voisinage de P ;

2Æ inversement, tout syst�eme de fonctions Cij, holomorphes en un point

P de D0, et satisfaisant aux identit�es indiqu�ees, d�e�nit, au moyen des for-

mules (3), une solution de l'�equation (1) au point P .

Le syst�eme (�) d'une solution formulaire sera dit le noyau de la solution

formulaire.

Ainsi, nous venons de prouver :

Lemme 1.| Si le probl�eme (�) relatif �a une �equation fonctionnelle

lin�eaire homog�ene est r�soluble, le probl�eme suivant (L) est aussi r�esoluble

pour cette �equation fonctionnelle :

Probl�eme (L).| �Etant donn�e une �equation fonctionnelle lin�eaire ho-

mog�ene dans un domaine, et un ensemble ferm�e born�e E dans ce domaine,

trouver une solution formulaire de l'�equation au voisinage de E.

3Æ Application au probl�eme (C1).| Le probl�eme (C1) se trouve reli�e �a

la solution formulaire de l'�equation fonctionnelle lin�eaire homog�ene par la

proposition suivante :

Lemme 2.| Soient, dans l'espace (x), deux ensembles cylindriques fer-

m�es born�es �0; �00, d'intersection non vide; supposons qu'ils aient les

mêmes composantes sauf une; posons �0 [�00 = �; �0 \�00 = �0. Con-

sid�erons une fonction � holomorphe au voisinage de �, et un syst�eme �ni

(F1; : : : ; Fp) de fonctions holomorphes au voisinage de �. Supposons une

relation,

� = A0

1F1 + � � �+A0

pFp;

o�u les A0

i sont des fonctions holomorphes au voisinage de �0, et une relation

� = A00

1F1 + � � �+ A00

pFp;

o�u les A00

i sont holomorphes au voisinage de �00. Supposons en outre que l'on

ait, au voisinage de �0, une solution formulaire de l'�equation fonctionnelle

(1), A1F1 + � � �+ ApFp = 0, satisfaisant aux conditions suivantes : 1Æ le

noyau se compose de fonctions holomorphes au voisinage de �; 2Æ toute

solution de l'�equation au voisinage de �0 est repr�esent�ee globalement, au
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voisinage de �0, par la solution formulaire. Dans ces conditions, la fonction

� peut se mettre sous la forme

� = B1F1 + � � �+BpFp;

o�u les Bi sont des fonctions holomorphes au voisinage de �.

En e�et, soit

(3) Ai =
X
i

Cij�ij (i = 1; : : : ; p; j = 1; : : : ; N );

avec quelques identit�es parmi (C), la solution formulaire ayant les propri�et�es

de l'�enonc�e. Consid�erons les fonctions

i = A0

i �A00

i (i = 1; : : : ; p);

qui sont holomorphes au voisinage de �0 et y satisfont �a l'�equation (1); elles

admettent une repr�esentation de la forme (3), globalement au voisinage de

�0

i =
X
j

dij�ij

les dij �etant holomorphes au voisinage de �0.

Puisque �0 est cylindrique, on peut, grâce �a l'int�egrale de Cousin, trou-

ver des fonctions aij holomorphes au voisinage de �0, et des fonctions bij

holomorphes au voisinage de �00, telles que

aij � bij = dij identiquement;

et de plus, comme les fonctions (d) satisfont aux identit�es de la solution

formulaire (3), on peut choisir (a) et (b) de mani�ere �a y satisfaire �egalement.

Posons alors

�i =
X
j

aij�ij; �i =
X
j

bij�ij;

on aura

�i � �i = i:

Or, puisque (3) est solution formulaire de l'�equation (1), on a identique-

ment, au voisinage de �0,

X
i

�iFi = 0;
X
i

�iFi = 0;

en outre, puisque le noyau (�) se compose de fonctions holomorphes au

voisinage de �, les fonctions (�) sont holomorphes au voisinage de �0 et y
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satisfont �a l'�equation (1), les fonctions (�) sont holomorphes au voisinage

de �00 et y satisfont �a l'�equation (1).

Posons

B0

i = A0

i � �i; B00

i = A00

i � �i (i = 1; : : : ; p);

les fonctions (B0) sont holomorphes au voisinage de �0, les fonctions (B00)

holomorphes au voisinage de �00; au voisinage de �0, on a

� = B0

1F1 + � � �+B0

pFp;

et, au voisinage de �00,

� = B00

1F1 + � � �+ B00

pFp:

Or, au voisinage de �0,

B0

i � B00

i = (A0

i � A00

i ) � (�i � �i) = i � i = 0;

donc les fonctions B0

i et B
00

i ne sont que les parties d'une même fonction B

holomorphe au voisinage de �. C.Q.F.D.

4Æ Application du th�eor�eme de H. Cartan.

Lemme 3.| Dans la con�gulation g�eom�etrique du lemme 2, supposons

que l'intersection �0 soit simplement connexe et jouisse de la propri�et�e

que tout probl�eme (C1) soit r�esoluble au voisinage de �0. Consid�erons

p fonctions holomorphes Fi non identiquement nulles au voisinage de �,

et le probl�eme (�) correspondant; supposons les probl�emes (�) r�esolus au

voisinage de �0 et �00. Alors le probl�eme (�) est aussi r�esoluble au voisinage

de �.

Une fois ce lemme d�emontr�e, on pourra, grâce au lemme 1, trouver une

solution formulaire de l'�equation (1) dont il est question dans le lemme 2,

de mani�ere �a satisfaire aux conditions pos�ees dans ce lemme 2.

Nous allons d�emontrer le lemme 3 par r�ecurrence par rapport �a p. Pour

p = 1, il y a un seul id�eal (I1) = (0), et le probl�eme (�) est trivialement

r�esolu. Envisageons donc le cas de p, en supposant le lemme d�emontr�e pour

1; 2; : : : ; p� 1.

Soit (�0

1; : : : ;�
0

q) une pseudo-base de (I1) au voisinage de �0, telle que

chaque �0

i appartienne globalemcnt �a (I1); et soit (�00

1 ; : : : ;�
00

r ) une pseudo-

base analogue au voisinage de �00. Les syst�emes de fonctions (�0) et (�00)

sont �equivalents en tout point d'un voisinage de �0; comme tout probl�eme
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(C1) est, par hypoth�ese, r�esoluble au voisinage de �0, l'�equivalence est glob-

ale. Puisque �0 est simplement connexe, le th�eor�eme de Cartan prouve

1'existence d'un syst�eme de fonctions (�1; : : : ;�s) holomorphes au voisi-

nage de �, tel que (�) � (�0) globalement pour �0, et (�) � (�0) globale-

ment pour �00.

Puisque �0

i (i = 1; : : : ; q) appartient globalement �a (I1) au voisinage de

�0, on y a globalement

�0

iF1 � 0 [mod(F2; : : : ; Fp)] (i = 1; : : : ; q);

il en est donc de même pour �iFi (i = 1; : : : ; s); la même chose a lieu pour

�00. Or l'�equation fonctionnelle

A2F2 + � � �+ApFp = 0

�etant dans le cas de p � 1, admet une solution formulaire au voisinage de

�0, de mani�ere �a satisfaire aux conditions indiqu�ees dans le lemme 2. On

a donc �iF1 � 0 [mod(F2; : : : ; Fp) (i = 1; : : : ; s) globalernent au voisinage

de �; autrement dit, les fonctions �i appartiennent globalement �a (I1) au

voisinage de �0.

Ce syst�eme de fonctions (�) est une pseudo-base de (I1) au voisinage de

�0, puisque (�) � (�0); de même pour �00. (�) est donc une pseudo-base de

(I1) au voisinage de �; dans le probl�eme (�) pour �, la partie concernant

(I1) est r�esolue; et comme le reste est r�esolu par hypoth�ese, le lemme 3 est

enti�erement d�emontr�e.

4. R�eduction des probl�emes au probl�eme local (K). | Prenons

un cercle ferm�e (Ci) dans chaque plan xi (i = 1; : : : ; n) et soit (C) le

polycylindre ferm�e ayant pour composantes les (Ci). D�esignons par E0

n'importe quel point de (C).

Dans xn, s�eparons les parties r�eelle et imaginaire

xn = X + iY;

et consid�erons une droite de la forme

xi = x0i (i = 1; : : : ; n� 1); Y = Y 0;

les x0i �etant des valeurs complexes et Y0 une valeur r�eelle. Soit E1 l'intersec-

tion de cette droite et du polycylindre (C); E1 est un segment qui peut être

r�eduit �a un point.

Envisageons de mêmeE2; E3; : : : ; la dimension r�eelle augmentant chaque

fois d'une unit�e, on terminera par E2n. E2, par exemple, est un ensemble
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cylindrique ferm�e dont la composante dans le plan xi (i = 1; : : : ; n� 1) est

un point de (Ci) et la composante dans le plan xn est (Cn); et E2n d�esigne

le polycylindre (C).

En appliquant �a cette con�guration g�eom�etrique les lemmes du para-

graphe 3, nous allons voir que les probl�emes (C1) et (�) se laissent r�esoudre

successivement pour E0; E1; : : : ; E2n, pourvu que le probl�eme (K) soit tou-

jours r�esoluble.

Cas de E0.| Au voisinage d'un point, le probl�eme (C1) est trivialement

r�esoluble. Le probl�eme (�) l'est aussi, d'apr�es l'hypoth�ese faite au sujet du

probl�eme (K).

Cas de E1.| Consid�erons un quelconque des ensembles E1, et d�esignons

cet ensemble par la même lettre E1; nous pouvons supposer que c'est un

vrai segment.

1Æ Consid�erons des fonctions F1; : : : ; Fp holomorphes et non identique-

ment nulles au voisinage de l'ensemble E1; pour ces fonctions, le probl�eme

(�) est r�esoluble en chaque point de E1.

La composante de E1 suivant l'espace (x1; : : : ; xn�1) est un point que

nous d�esignerons par Q, et sa composante suivant le plan xn est un segment

que nous d�esignerons par l; l est horizontal, son extr�emit�e gauche sera

d�esign�ee par m0, son extr�emit�e droite par mq , en introduisant q � 1 points

m1; : : : ;mq�1 sur le segment, de gauche �a droite. Soit li le segment ferm�e

(mi�1;mi) (i = 1; : : : ; q). Soit, dans 1'espace (x),Mi l'ensemble cylindrique

(Q;mi), et Li l'ensemble cylindrique (Q; li). Notons

L1 [ L3 [ L5 [ � � � = �1; L2 [ L4 [ L6 [ � � � = �2:

On aura alors

� = �1 [�2 = E1; �0 = �1 \�2 =M1 [M2 [ � � � [Mq�1:

Or le probl�eme (�) pour le syst�eme (F ) est r�esoluble en tout point de E1;

donc, si tous les segments Li sont assez petits, le probl�eme (�) deviendra

r�esoluble au voisinage de chacun d'eux, comme le montre le lemme de Borel{

Lebesgue. Il sera donc r�esoluble pour chacun des domaines �1 et �2. Or

tout probl�eme (C1) �etant r�esoluble pour �0, le lemme 3 montre que le

probl�eme (�) pourra être r�esolu pour E1. Ceci montre que tout probl�eme

(�) est r�esoluble au voisinage de tout E1.

2Æ Envisageons ensulte le probl�eme (C1) au voisinage de E1. Soit un

syst�eme de fonctions F1; : : : ; Fp holomorphes au voisinage de E1, et une
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fonction f holomorphe au voisinage de E1; consid�erons le probl�eme (C1)

relatif �a (F ); f et E1. Comme le probl�eme (C1) est r�esoluble au voisinage

de tout point de E1, nous pouvons, comme nous l'avons fait en 1Æ, consid�erer

�1; �2; � et �0 de fa�con que le probl�eme (C1) soit r�esolu au voisinage de

�1 et de �2. Or le probl�eme (�) pour les fonctions (F ) est, comme on l'a vu,

r�esoluble pour l'ensemble E1; de plus tout probl�eme (C1) est r�esoluble pour

l'intersection �0. D'apr�es le lemme 1, nous aurons pour (F ) une solution

formulaire ayant la propri�et�e indiqu�ee au lemme 2; le lemme 2 montre alors

que le probl�eme (C1) est r�esoluble pour (F ) et f au voisinage de E1. Ceci

prouve que tout probl�eme (C1) est r�esoluble au voisinage de tout ensemble

E1.

Cas de E2.| Nous proc�ederons comme pour E1.

1Æ Probl�eme (�) : consid�erons un E2; d�esignons par Q la composante

de E2 suivant l'espace (x1; : : : ; xn�1); la composante suivant le plan xn est

(Cn). Consid�erons ensuite des fonctions F1; : : : ; Fp, holomorphes et non

identiquement nulles au voisinage de E2, et le probl�eme (�) correspondant.

Ce probl�eme est d�ej�a r�esolu pour tout E1 contenu dans E2.

Entre l'extr�emit�e inf�erieure et l'extr�emit�e sup�erieure du cercle ferm�e

(Cn), consid�erons q�1 droites horizontales, qui partagent (Cn) en q parties

ferm�ees que nous d�esignerons par �1; �2; : : : ; �q (de bas en haut). Soit,

dans l'eapace (x), Ai le polycylindre ferm�e (Q;�i), et posons

A1 [A3 [A5 [ � � � = �1; A2 [A4 [A6 [ � � � = �2:

Alors � = �1 [ �2 = E2 et l'intersection �0 = �1 \ �2 se compose

d'ensemble E1 en nombre �ni.

Le probl�eme (�) pour (F ) �etant r�esoluble au voisinage de tout sous-

ensemble E1 de E2, on pourra partager E2 en morceaux assez petits pour

qu'il soit r�esoluble au voisinage de chaque Ai; il sera donc r�esoluble pour

�1 et pour �2. Or tout probl�eme (C1) est r�esoluble pour tout E1 et par

cons�equent pour �0; d'apr�es le lemme 3, le probl�eme (�) peut être r�esolu

pour l'ensemble E2. Ainsi on a prouv�e que tout probl�eme (�) est r�esoluble

au voisinage de tout ensemble E2.

2Æ Probl�eme (C1) : choisissons un E2 et un probl�eme (C1) au voisinage de

cet ensemble E2. On pourra r�ealiser une con�guration g�eom�etrique comme

ci-dessus, de mani�ere que le probl�eme (C1) soit d�ej�a r�esolu au voisinage

de �1 et au voisinage de �2. Puisque le probl�eme (�) correspondant est

r�esoluble pour �, et que tout probl�eme (C1) est r�esoluble pour �0, les
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lemmes 1 et 2 montrent que le probl�eme (C1) est r�esoluble pour l'ensemble

E2. On a donc montr�e que tout probl�eme (C1) est r�esoluble au voisinage de

tout ensemble E2.

En continuant ainsi, on prouvera �nalement que les probl�emes (C1)

et (�) soit toujours r�esolubles au voisinage du polycylindre born�e ferm�e,

pourvu que le probl�eme (K) soit toujours r�esoluble. Nous avons donc obtenu

le r�esultat interm�ediaire suivant :

Les probl�emes (C1); (C2); (E) et (L) sont toujours r�esolubles au voisi-

nage d'un polycylindre ferm�e, pourvu que le probl�eme (K) soit toujours

r�esoluble.

5. Th�eor�eme du reste. | En vue de la r�esolution du probl�eme (K),

nous allons d�emontrer le r�esultat auxiliaire suivant :

Th�eor�eme du reste. | Consid�eons, dans l'espace (x1; : : : ; xn; y), un

domaine de la forme [D; (C)], o�u D est un domaine (univalent et �ni) de

l'espace (x), et (C) un cercle du plan y. Envisageons dans [D; (C)] une

fonction holomorphe F (x; y) telle que, pour tout point (x0) de D, l'�equation

F (x0; y) = 0 ait � racines dans (C), � �etant un entier �ni ind�ependant de

(x0). Alors toute fonction f(x; y) holomorphe dans [D; (C)] peut se mettre

sous la forme

f(x; y) = f0(x; y) + '(x; y)F (x; y);

o�u f0 et ' sont holomorphes dans [D; (C)], f0 �etant un polynome en y, de

degr�e au plus �egal �a �� 1 (identiquement nul si � = 0); en outre, une telle

d�ecomposition est unique.

Commen�cons par prouver l'unicit�e. On peut supposer � > 0. Si l'on

avait deux d�ecompositions (f0; ') et (f 00; '
0), on aurait

(f0 � f 00) + (' � '0)F = 0

identiquement; or, pour un point (x0) de D, l'�equation F (x0; y) = 0 poss�ede

� racines dans (C); si l'on pose f0 � f 00 =  , l'�equation  (x0; y) = 0 a au

moins � racines, et comme  est un polynome en y de degr�e au plus �egal �a

� � 1, il s'ensuit que  est identiquement nul. C.Q.F.D.

Cherchons quelle forme doit avoir F (x; y) pour satisfaire �a la condition

de l'�enonc�e. Soit (�) un point arbitraire de D; lorsque (x) est au voisinage

de (�) et y dans (C), on a, grâce au th�eor�eme de Weierstrass,

F (x; y) = !(x; y)F0(x; y);
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o�u ! et F0 sont holomorphes, ne s'annulant jamais, et

F0(x; y) = y� + �1(x)y
��1 + � � �+ ��(x) (� � 0);

les �i(x) �etant des fonctions holomorphes au voisinage de (�). Or, puisqu'une

telle expression est unique, elle vaut globalement pour [D; (C)].

Examinons �a quelle condition l'�equation F (x0; y) = 0 a, dans (C), un

nombre de racines ind�ependant de x0. Dans l'espace de deux variables com-

plexe x et y, prenons F = y�x; f(x; y) = f(y), o�u f est une fonction de la

seule variable y admettant le cercle jyj < 1 comme domaine d'holomorphie.

Si (C) est pr�ecis�ement ce cercle, la condition relative �a F ne sera remplie

que si jxj < 1. Si D est un domaine (connexe) du plan x s'�etendant simul-

tan�ement �a l'ext�erieur et �a l'int�erieur du cercle jxj < 1, supposons que l'on

ait, dans [D; (C)], la relation

f(y) = f0 + (y � x)';

f0 �etant une fonction holomorphe de x seul. Pour x = y, il viendrait

f(y) = f0(y);

ce qui contredit les hypoth�eses.

La condition pos�ee dans l'�enonc�e du th�eor�eme du reste est donc in�evitable.

C'est l�a un des ph�enom�enes curieux que l'on rencontre dans le champ des

fonctions analytiques, d�es qu'on quitte le champ des fonctions d'une seule

variable.

Envisageons le cas d'une seule variable. Alors F et f sont des fonctions

de la seule variable y; la condition ci-dessus est donc toujours remplie; et le

th�eor�eme devra être vrai, s'il est vrai pour plusieurs variables.

Nous allonsmaintenant d�emontrer la proposition. Supposons que F (x; y)

ait la forme

F (x; y) = y� + �1(x)y
��1 + � � �+ ��(x) (� > 0);

les �i(x) �etant holomorphes dans D; supposons que (C) soit le cercle jyj < 1.

On aura alors

f(x; y)=�0+�1y+� � �+�my
m+Rm; avecRm=�m+1y

m+1+�m+2y
m+2+� � � ;

o�u les �i (i = 0; 1; : : :) sont des fonctions des variables (x), holomorphes

dans D. On a donc, dans [D; (C)],

(1) f(x; y) = Am(x; y)F (x; y) +Bm(x; y) +Rm(x; y);
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o�u Am et Bm sont holomorphes, Bm �etant un polynome en y de degr�e au

plus �egal �a � � 1, polynome que nous d�esignerons par

Bm(x; y) = 
(m)
1 y��1 + 

(m)
2 y��2 + � � �+ 

(m)
� ;

les 
(m)
i (i = 1; : : : ; �) �etant des fonctions holomorphes de (x) dans D. C'est

l'allure de la suite de fonctions Bm(x; y) (m = 0; 1; : : :) qui est en question

lorsque m tend vers l'in�ni; on omettra l'indice m, lorsque celui-ci sera �x�e.

Pour un point d�etermin�e (x) du domaine D l'�equation F (x; y) = 0

poss�ede � racines dans le cercle (C), soient

y1; y2; : : : ; y�;

en substituant la racine yi (i = 1; : : : ; �) �a y dans la relation (1), on obtient

f(x; yi) �R(x; yi) = B(x; yi);

dont le second membre sera not�e Bi pour abr�eger. Alors

1y
��1
i + 2y

��2
i + � � �+ � = Bi (i = 1; : : : ; �):

Consid�erons le d�eterminant

� =

����������

y��11 y��21 � � � 1

y��12 y��22 � � � 1

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

y��1� y��2� � � � 1

����������
;

et le d�eterminant �p obtenu en rempla�cant la pi
`

eme colonne de � par

(B1; B2; : : : ; B�) (p = 1; : : : ; �); par exemple

�� =

����������

y��11 y��21 � � � B1

y��12 y��22 � � � B2

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

y��1� y��2� � � � B�

����������
:

Supposons F (x; y) sans facteur multiple. La vari�et�e analytique

F (x; y) = 0;
@

@y
F (x; y) = 0

est alors �a n � 1 dimensions complexes; et de plus, d'apr�es la forme de F ,

la projection S de la vari�et�e sur l'espace (x) est une surface caract�eristique.

Pour tout point (x) de D, ext�erieur �a S, les racines yi (i = 1; : : : ; �) de

l'�equation F (x; y) = 0 sont toutes di��erentes, et par suite, � �etant di��erent

de z�ero, on a

(2) i =
�i

�
(i = 1; : : : ; �):
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Nous allons �evaluer la valeur absolue de 
(m)
i (x) en faisant tendre m vers

l'in�ni. Consid�erons d'abord un ensemble born�e ferm�e E contenu dans D et

ne contenant aucun point de S, mais par ailleurs quelconque; le d�eterminant

� est ind�ependant de m; sa valeur absolue admet une borne inf�erieure

non nulle sur E; la fonction B(m)(x; yi) poss�edant visiblement une borne

sup�erieure ind�ependante de m sur E, il en est de même de �(m)
i , et par

suite de 
(m)
i . Consid�erons ensuite un ensemble ferm�e born�e quelconque E0

dans D; puisque S est une surface caract�eristique, et que les 
(m)
i sont des

fonctions holomorphes, le fait qu'elles sont born�ees sur E entrâ�ne qu'elles

sont born�ees sur E0.

La suite des fonctions Bm(x; y) (m = 0; 1; : : :) forme donc une famille

normale dans D. Soit Bpi (i = 1; 2; : : :) une suite partielle admettant la

limite B0; cette limite est une fonction holomorphe des variables (x; y) dans

D, et c'est un polynome en y de degr�ee �1 au plus. Or, d'apr�es la relation

(1), on a

f = ApiF +Bpi + Rpi (i = 1; 2; : : :);

et, lorsque i tend vers l'in�ni, Bpi tend vers B0 et Rpi tend vers z�ero;

Api tend donc vers une limite A0(x; y) dans [D; (C)]; c'est une fonction

m�eromorphe, et r�eguli�ere en dehors de F = 0. Comme Api est holomor-

phe dans [D; (C)], A0(x; y) est une fonction holomorphe dans tout [D; (C)]

(d'apr�es le même mode de raisonnement que ci-dessus, ou grâce �a la th�eorie

des familles normales). Et l'on obtient la relation voulue

f(x; y) = B0(x; y) + A0(x; y)F (x; y);

lorsque F (x; y) n'a pas de facteur multiple.

Envisageons maintenant l'hypoth�ese contraire. Envisageons la fonction

�(x; y; t) = F (x; y) + t;

o�u t est une variable complexe (jtj < �). La fonction � est �evidemment sans

facteur multiple, et elle a la forme

�(x; y; t) = y� + a1(x; t)y
��1 + � � �+ a�(x; t) (� > 0):

Quant au nombre des racines de 1'�equation �(x0; y; t0) = 0, �etant donne�e

un domaine born�e D0 tel que D0
b D, mais par ailleurs quelconque, on peut

choisir � assez petit pour que, pour tout point (x0; t0) dans (x) 2 D0; jtj < �,

l'�equation ait � racines dans (C). La fonction �(x; y; t) satisfait ainsi �a la

condition de la proposition lorsque

(x) 2 D0; jtj < �; jyj < 1;
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et de plus elle est sans facteur multiple. D'apr�es ce que nous venons de voir,

on a donc identiquement dans ce domaine

f(x; y) = G(x; y; t) +H(x; y; t) �(x; y; t)

o�u G et H sont holomorphes, et sp�ecialement G est un polynorne en y de

degr�e au plus �egal �a �� 1. Faisons alors t = 0; il vient

f(x; y) = G(x; y; 0) +H(x; y; 0)F (x; y; );

c'est la relation cherch�ee dans le domaine [D0; (C)]. Puisque D0 est quel-

conque et qu'une telle d�ecomposition est unique, cette relation est valable

dans [D; (C)]. C.Q.F.D.

6. R�esolution du probl�eme local (K). | Nous allons nous consacrer

maintenant au probl�eme (K).

1Æ Dans l'espace (�a distance �nie) E d'un nombre �ni de variables com-

plexes, consid�erons un domaineD; p fonctions F1; : : : ; Fp holomorphes dans

D et non identiquement nulles, et un point P quelconque de D. Nous allons

�etudier le probl�eme (K) pour le syst�eme (F ) au point P .

Supposons que l'�equation fonctionnelle

(1) A1F1 + � � �+ApFp = 0

admette en P (c'est-�a-dire au voisinage de P ) la solution formulaire

(2) Ai = Ci1�i1 + Ci2�i2 + � � �+CiN�iN (i = 1; : : : ; p);

avec quelques identit�es parmi les (C).

Dans cette relation, nous supposerons encore les C1i (i = 1; : : : ; N ) tous

di��erents; s'ils ne l'�etaient pas, on pourrait facilement d�eformer l'expression

pour qu'il en fût ainsi. Dans ces conditions, si l'on pose C11 = 1 et que

tous les autres Cij soient nuls, on aura A1 = �11; la fonction �11 appartient

donc �a l'id�eal (I1) au point P . De même pour les autres �1i (i = 2; : : : ; N ).

Ensuite, pour toute fonction A1 appartenant �a (I1) au point P , on a en ce

point

(A1) � (�11; �12; : : : ; �1N);

le syst�eme de fonctions (�1) est donc une pseudo-base de l'id�eal (I1) au

voisinage de P , c'est-�a-dire que le probl�eme (K) est r�esolu.

Nous venons ainsi de montrer que la r�esolution du probl�eme (K) se

ram�ene �a celle du probl�eme suivant :

22



Probl�eme (�). | Trouver une solution formulaire de l'�equation fonc-

tionnelle (1) au voisinage d'un point P du domaine D.

Nous allons d�esormais traiter ce dernier probl�eme.

2Æ Commen�cons par le cas d'un espace E �a une dimension complexe.

Soit x la variable complexe, et ramenons le point P �a l'origine. Si parmi les

fonctions F1(x); : : : ; Fp(x) il y en a une qui ne s'annule pas �a l'origine, par

exemple Fp(0) 6= 0, on aura la solution formulaire

Ai = Ci (i = 1; 2; : : : ; p� 1)

Ap =
�1

Fp
(C1F1 + � � �+Cp�1Fp�1)

de l'�equation (1) �a l'origine.

Supposons donc Fi(0) = 0 pour i = 1; : : : ; p. Dans ce cas, il existe

visiblement un nombre m tel que toutes les fonctions Fi(x) soient divisibles

par xm �a l'origine, et que parmi elles il y en ait au moins une, soit Fp(x)

qui ne soit pas divisible par xm+1. La solution formulaire donn�ee ci-dessus

reste donc valable.

Le probl�eme (�) est ainsi r�esoluble pour l'espace (E) �a une dimension

complexe. Il suÆra de le r�esoudre pour l'espace (E) �a n + 1 dimensions

complexes, en supposant qu'il soit r�esolu pour (E) �a un nombre moindre de

dimensions complexes.

3Æ Appelons x1; : : : ; xn; y les variables de l'espace (E) et ramenons le

point P �a l'origine; et supposons choisies les coordonn�ees complexes de

mani�ere que

Fi(0; y) 6� 0 pour i = 1; : : : ; p;

ce qui est toujours possible. L'�equation Fi(0; y) = 0 admet pour y = 0,

�i racines (�i � 0); si l'un des entiers �i est nul, soit �p par exemple,

on aura Fp(0; 0) 6= 0, et l'�equation fonctionnelle (1) admettra au voisinage

de l'origine une solution formulaire de la même forme que pour n = 1.

Supposons donc les �i tous > 0; nous d�esignerons �p par la notation abr�eg�ee

�, en supposant �i � � (i = 1; : : : ; p� 1).

Soit (C0) un petit cercle de centre �a 1'origine, dans le plan y; et soit, dans

l'espace (x), un polycylindre (C) de centre O, assez petit en comparaison de

(C0). Les fonctions Fi(x; y) seront alors holomorphes dans le polycylindre

[(C); (C0)] et y admettront une d�ecomposition de Weierstrass

Fi(x; y) = 
i(x; y) �i(x; y) (i = 1; : : : ; p);

avec

�i(x; y) = y�i + ai1(x)y
�i�1 + � � �+ ai�i

(x);
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o�u les aij(x) (i = 1; : : : ; p ; j = 1; : : : ; �i) sont holomorphes, les 
i(x; y)

sont des fonctions holomorphes non nulles. Pour chaque i, l'�equation alg�eb-

rique �i(x
0; y) = 0 admettra, pour tout point (x0) de (C), �i racines dans

(C0), et par suite n'aura pas de racine �a l'ext�erieur de (C0) ni sur la cir-

conf�erence.

Consid�erons l'�equation fonctionnelle

(A) B1�1 + � � �+ Bp�p = 0;

o�u les (B) sont des fonctions inconnues. Pour r�esoudre le probl�eme (�),

au voisinage de l'origine, pour l'�equation (1), il suÆt de le r�esoudre pour

l'�equation (A), comme on s'en assure imm�ediatement.

4Æ Nous supposerons donc que, dans l'�equation fonctionnelle

(1) A1F1 + � � �+ApFp = 0

les fonctions F1; : : : ; Fp jouissent des mêmes propri�et�es que �1; : : : ;�p par

rapport au polycylindre [(C); (C0)]. Nous cherchons une solution formulaire

de l'�equation (1), au voisinage de l'origine

(2) Ai = Ci1�i1 + Ci2�i2 + � � �+ CiN�iN (i = 1; : : : ; p):

Consid�erons une solution (A) de l'�equation (1) en un point (x0; y0) du

polycylindre [(C); (C0)]. Soit (0) un petit cercle de centre y0 dans (C0), et

soit () un polycylindre de centre (x0) dans (C), assez petit en comparaison

de (0). Les fonctions Ai(x; y) (i = 1; : : : ; p) seront holomorphes dans

[(); (0)], et l'�equation Fp(x
0; y) = 0 admettra, pour tout (x0) de () le

même nombre de racines dans (0), soit � (0 � � � �). En appliquant le

th�eor�eme du reste, on aura, dans [(); (0)],

(A)

8<
:
Ai = A0

i + �iFp (i = 1; : : : ; p� 1);

Ap = A0
p � (�1F1 + � � �+ �p�1Fp�1);

o�u A0
p est d�e�ni par la derni�ere relation, et A0

i et �i (i � p � 1) sont

des fonctions holomorphes de (x; y), et sp�ecialement des polynomes en y,

de degr�e au plus �egal �a � (identiquement nuls si � = 0). A0
p est donc

holomorphe dans [(); (0)], et le syst�eme de fonctions (A0) ainsi d�e�ni est

une solution de l'�equation (1) dans [(); (0)]. La fonction A0
p est telle que

A0
pFp est un polynome en y, donc c'est une fonction rationnelle de y.

Or la fonction Fp(x; y) ne s'annule pas lorsque (x) est dans () et y sur

la circonf�erence (0); elle se d�ecompose donc sous la forme

Fp = F 0F 00;
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o�u F 0 et F 00 sont des polynomes en y, �a coeÆcients holomorphes en (x)

dans (), les coeÆcients des plus hautes puissances de y �etant �egaux �a

1; et ceci, de mani�ere que si (x0) est un point donn�e de (), l'�equation

F 00(x0; y) = 0 n'ait de racines qu'�a l'ext�erieur du cercle (0). Pour � = �,

on aura F 00 = Fp; F
00 = 1. La fonction �(x; y) = A0

pFp est alors divisible

par F 0(x; y) dans [(); (0)]. Posons

(B) Bi = F 00A0
i (i = 1; : : : ; p);

Bp est un polynome en y, �a coeÆcients holomorphes pour (x) 2 (). Il

en est de même des autres Bi, et le syst�eme des fonctions (B) satisfait �a

l'�equation (1) dans [(); (0)]. Posons encore

(C)

8<
:
Bi = B0

i + �iFp (i = 1; : : : ; p� 1);

Bp = B0
p � (�1F1 + � � �+ �p�1Fp�1);

o�u B0
i et �i (i = 1; : : : ; p� 1) sont des polynomes en y, holomorphes pour

(x) 2 (), et sp�ecialement B0
i est de degr�e au plus �egal �a �� 1. La fonction

B0
p d�e�nie par ces relation est donc un polynome en y, holomorphe pour

(x) 2 (). Le syst�eme de fonctions (B0) satisfait �a l'�equation (1) pour

(x) 2 (). Comme B0
pFp est de degr�e au plus �egal �a 2�� 1, puisque �i � �

pour i = 1; : : : ; p�1, on voit que B0
p est un polynome en y, de degr�e � ��1.

Nous avons ainsi prouv�e que, �etant donn�e l'�equation fonctionnelle (1)

jouissant de la propri�et�e indiqu�ee, �a toute solution (A) pour un point (x0; y0)

quelconque de [(C); (C 0)], il correspond une solution (B0) pour le point

(x0; y0), consistant en polynomes en y de degr�e au plus �egal �a � � 1, de

fa�con que la correspondance soit donn�ee par les trois groupes de relations

(A); (B) et (C).

La comparaison de ces relations donne

(D)

8<
:
Ai = ÆpB

0
i + ÆiFp (i = 1; : : : ; p� 1);

Ap = ÆpB
0
p � (Æ1F1 + � � �+ Æp�1Fp�1);

avec

Æi = �i +
�i
F 00

; Æp =
1

F 00
;

les (Æ) sont donc holomorphes dans [(); (0)].

Consid�erons �a nouveau l'�equation fonctionnelle (1). Pour tout polycylin-

dre

(x) 2 (C0); y 2 C0

0

ayant son centre �a l'origine, et contenu dans [(C); (C0)], supposons qu'on

ait des expressions

(3) B0
i = Ci1�i1 + � � �+CiN 0�iN 0 (i = 1; 2; : : : ; p);
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avec quelques identit�es parmi les (C), les �ij (i = 1; : : : ; p ; j = 1; : : : ; N 0)

�etant holomorphes dans le polycylindre [(C0); (C
0

0)], de mani�ere que soient

satisfaites les conditions suivantes :

a Consid�erons une solution (B0) de l'�equation (1), form�ee de polynomes

en y de degr�es � � � 1, holomorphes en un point (x0) de (C0), mais par

ailleurs quelconques. Alors (B0) admet une repr�esentation de la forme (3) en

tout point (x) = (x0); y 2 (C0

0), o�u les (C) sont des fonctions holomorphes

convenables satisfaisant naturellement aux identit�es indiqu�ees;

b Consid�erons des fonctions (C) holomorphes en un point (x0; y0) de

[(C0); (C 0

0)] satisfaisant naturellement aux identit�es indiqu�ees; le syst�eme

de fonctions (B0) correspondant satisfait alors en (x0; y0) �a l'�equation (1).

Toute expression de ce caract�ere sera provisoirement appel�ee une solu-

tion formulaire conditionnelle, et (B0) une solution sp�eciale.

Supposons maintenant que l'on ait une solution formulaire conditionnelle

comme ci-dessus. Je dis que la r�eunion de (3) et (D) donne une (vraie) solu-

tion formulaire de l'�equation (1) dans le polycylindre [(C0); (C0

0)], lorsqu'on

y regarde les Æi (i = 1; : : : ; p � 1) et les "ij = (ÆpCij) (i = 1; : : : ; p; j =

1; : : : ; N 0) comme les fonctions inconnues ind�ependantes.

En e�et, la r�eunion prend la même forme que (2), dont le noyau consiste

en fonctions d�etermin�ees (F ) et (�), holomorphes dans [(C0); (C0

0)]. Con-

sid�erons une solution (A) de l'�equation (1) en un point quelconque (x0; y0)

de [(C0); (C
0

0)]; alors, d'apr�es ce qui pr�ec�ede, la solution est repr�esent�ee par

la r�eunion de (3) et (D). R�eciproquement, consid�erons des fonctions (Æ; ")

holomorphes en un point quelconque (x0; y0) de [(C0); (C
0

0)]; en substituant

(") �a (C) de (3), formons un syst�eme de fonctions (B0); il satisfait alors �a

l'�equation (1) pour (x0; y0). Or, entre ce syst�eme (B0) et le syst�eme (A)

correspondant aux fonctions (Æ; "), il y a une des relations (D), dans laquelle

Æp = 1. Comme (B0) satisfait �a l'�equation (1) pour (x0; y0), (A) y satisfait

aussi. C.Q.F.D.

Il ne reste plus qu'�a d�emontrer que l'�equation fonctionnelle (1) admet

une solution formulaire conditionnelle au voisinage de l'origine.

5Æ Soit (B0) une solution sp�eciale de l'�equation (1) en un point (x0) de

(C); on a

(A) B0
1F1 + � � �+ B0

pFp = 0

Posons

B0
i = �i0y

��1 + �i1y
��2 + � � �+ �i��1;

Fi = fi0y
� + fi1y

��1 + � � �+ fi� (i = 1; : : : ; p):
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(�) et (f) sont des fonctions holomorphes des variables (x) au point (x0).

On a alors

X
i

B0
i Fi = �0y

2��1 + �1y
2��2 + � � �+ �2��1 (i = 1; : : : ; p);

avec

�0 =
X

�i0fi0;

�1 =
X

�i0fi1 +
X

�i1fi0;

�2 =
X

�i0fi2 +
X

�i1fi1 +
X

�i2fi0;

� � � � � � � � �

�2��1 =
X

�i��1fi�:

La relation (A) est donc �equivalente aux suivantes :

(B) �0 = 0; �1 = 0; �2 = 0; : : : ; �2��1 = 0:

Dans les relations (B), les (f) sont des fonctions holomorphes donn�ees

dans (C), et les (�) des fonctions inconnues. (B) est donc un syst�eme

d'�equations fonctionnelles (lin�eaires homog�enes) simultan�ees, et (�) une

solution de ce syst�eme au point (x0; y0). Or ce syst�eme, consid�er�e comme

syst�eme d'�equations dans l'espace (x), admet en tout point de (C), comme

nous le verrons plus tard, une solution formulaire, grâce �a l'hypoth�ese suiv-

ant laquelle le probl�eme (�) est toujours r�esoluble dans l'espace (E) pour

un nombre de dimensions au plus �egal �a n.

Nous allons en d�eduire une solution formulaire pour l'�equation (1) dans

un polycylindre de l'espace (x; y). Nous partons d'une solution formulaire

du syst�eme (B) :

(C) �ij=
X

�ijk�ijk (i=1; : : : ; p; j=0; : : : ; ��1; k=1; : : : ; �);

avec quelques identit�es parmi les (�). Les �ijk sont des fonctions d�etermin�ees,

holomorphes dans un polycylindre (C0) contenu dans (C), et qui jouit des

propri�et�es suivantes :

a Toute solution (�) du syst�eme (B) pour un point (x0) quelconque de

(C0) est repr�esent�ee par des expressions de la forme (C) en (x0);

b Pour tout syst�eme de fonctions (�) holomorphes en un point (x0)

quelconque de (C0), le syst�eme de fonctions (�) correspondant satisfait aux

�equations (B) au point (x0).
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Dans les expressions B0
i , substituons les �ij tir�es des �equations (C); on

obtient

(D) B0
i =

X
�i0k(�i0ky

��1) +
X

�i1k(�i1ky
��2) + � � �

+
X

�i(��1)k(�i(��1)k) (i = 1; : : : ; p; k = 1; : : : ; �);

avec le même syst�eme d'identit�es parmi les (�) que dans le syst�eme (C), o�u

les (�i0ky
��2); : : : , sont des fonctions d�etermin�ees, holomorphes dans (C0);

ces fonctions constituent le noyau, et les (�), les fonctions inconnues.

Consid�eront une solution sp�eciale de l'�equation (1), dont les fonctions

sont holomorphes en un point (x0) de (C0), d'ailleurs quelconque. Cela

veut dire que le syst�eme (�) correspondant satisfait au syst�eme d'�equations

simultan�ees (B) au point (x0); donc (�) admet une repr�esentation de la

form (C) en (x0). Par suite, (B0) admet une repr�esentation de la forme (D)

en tout point (x0; y).

R�eciproquement, consid�erons des fonctions holomorphes (�) en un point

(x0; y0) tel que (x0) 2 (C0), mais d'ailleurs quelconque. Associons-lui, par

(D), le syst�eme des fonctions (B0) des variables (x; y), holomorphes au point

(x0; y0). Demandons-nous si (B0) satisfait �a l'�equation (A) en (x0; y0). Or

il revient au même, visiblement, de former le syst�eme des fonctions (�)

des variables (x; y), holomorphes en (x0; y0), grâce au syst�eme (C) et en

utilisant le même syst�eme de fonctions (�), puis de se demander si ces (�)

satisfont au syst�eme d'�equations simultan�ees (B). Nous envisagerons donc

le probl�eme que voici :

En substituant dans (C) le d�eveloppement des (�) en s�eries de puis-

sances de y � y0, on obtient le d�eveloppement des (�); et en substitu-

ant ce d�eveloppement-ci dans les �i du syst�eme d'�equations simultan�ees

(B) (i = 1; : : : ; 2�� 1), on obtient les d�eveloppements des �i. Or tous les

coeÆcients sont visiblement nuls; donc les �i sont aussi nuls.

Ainsi les expressions (D) donnent une solution formulaire conditionnelle

de l'�equation fonctionnelle pour [(C0); (C
0)]. Il ne nous reste donc qu'�a

montrer l'existence de la solution formulaire (C) du syst�eme d'�equatiohs

fonctionnelle simultan�ees (B).

6Æ Consid�erons �a nouveau dans l'espace (x) un domaine D, et dans ce

domaine des fonctions holomorphes Aij(x) (i = 1; : : : ; q; j = 1; : : : ; p),

dont certaines peuvent s'annuler identiquement. Et consid�erons le syst�eme

d'�equations fonctionnelles (lin�eaires homog�enes) simultan�ees

(1)

pX
j=1

AijFj = 0 (i = 1; : : : ; q);
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avec quelques identit�es parmi les (A); les (A) sont les fonctions inconnues,

entre lesquelles il existe en g�en�eral quelques identit�es. Tout syst�eme de

fonctions holomorphes (A), respectant naturellement les identit�es indiqu�ees,

et satisfaisant �a l'�equation (1), sera appel�ee une solution. Consid�erons

l'expression

(2) Aij =
X

Cijk�ijk (k = 1; : : : ; �);

avec quelques identit�es parmi les (C), o�u les �ijk sont des fonctions d�etermin�ees

holomorphes dans D, et les Cijk des fonctions holomorphes ind�etermin�ees;

supposons v�eri��ees les conditions suivantes :

1Æ Toute solution (A) de l'�equation (1) pour un point P quelconque

de D admet une repr�esentation de la forme (2) au point P en choisissant

convenablement le syst�eme de fonctions (A) holomorphes en P , de mani�ere

qu'il respecte les identit�es;

2Æ A tout syst�eme de fonctions (C), holomorphes en P , et respectant les

identit�es, (2) fait correspondre une solution (A) de (1) pour le point P .

Nous dirons alors que l'expression (2) est une solution formulaire de

l'�equation (1). Nous nous proposons le probl�eme suivant :

Probl�eme (M).| Trouver une solution formulaire du syst�eme d'�equa-

tions fonctionnelles simultan�ees (1) au voisinage d'un domaine ferm�e �

contenu dans D.

Nous disons que le probl�eme (M), dans l'espace (x), est toujours r�esolu-

ble, pourvu que le probl�eme (�) relatif au même espace soit toujours r�esoluble.

En e�et, prenons les r premi�eres �equations (r � q) du syst�eme (1), avec

les identit�es qui concernent ces �equations. Soit (Er) le syst�eme d'�equations

fonctionnelles simultan�ees ainsi obtenu.

Comme (E1) ne comprend qu'une seule �equation fonctionnelle, le prob-

l�eme (M ) correspondant est r�esoluble par hypoth�ese; il nous suÆt donc de

r�esoudre le probl�eme (M) pour le syst�eme (Er+i) en le supposant r�esolu

pour (E1); : : : ; (Er) (r + 1 � q).

Rempla�cons les lettres Ar+1;j et Fr+1;j (j = 1; : : : ; p) de la derni�ere

�equation de (Er+1) par les nouvelles lettres Bj et �j ; il vient

(3)

8<
:
Pp

j=1AijFj = 0 (i = 1; : : : ; r);

B1�1 + � � �+Bp�p = 0;

avec quelques identit�es parmi les (A;B).

29



Par hypoth�ese, (Er) admet une solution formulaire

(4) Aij =
X

Cijk	ijk (k = 1; : : : ; �);

avec quelques identit�es parmi les (C), cette solution �etant valable au voisi-

nage de �. Substituons cette solution dans l'�equation

(5) B1�1 + � � �+ Bp�p = 0;

et �etudions ce qu'elle devient.

Supposons les Bi (i = 1; : : : ; p) tous di��erents, et consid�erons B1. Si par

exemple B1 est ind�ependant de (A) de (Er), on conservera le terme B1�1.

Passons �a B2; si par exemple B2 = A11, on remplacera B2�2 par

C11k(	11k�2);

et ainsi de suite. On obtiendra, �a la place de (5),

(6) B1�1 + C111(	111�2) + C112(	112�2) + � � � = 0;

�equation que nous noterons �a nouveau

(7) D1X1 +D2X2 + � � �+DsXs = 0;

o�u il y aura en g�en�eral quelques identit�es parmi les (D), et o�u les (X) sont

des fonctions d�etermin�ees, holomorphes au voisinage de �.

Cela �etant le cas de (E1), on trouve la solution formulaire suivante de

l'�equation (7), au voisinage de �,

(8) Di =
X

ij�ij (j = 1; : : : ; �);

avec quelques identit�es parmi les ().

Dans (8), chacun des (D) est soit un des (B), soit un des (C). Prenons

les Ai dans l'ordre; si l'on n'est pas dans le cas o�u A = B, on conservera

pour cet Aj l'expression de (4); dans le cas contraire, on substituera, dans

l'expression du A de (4) les expressions des Cijk qui le concernent, tir�ees

de (8). Ensuite, prenons les Bi dans l'ordre; si l'on trouve un B dans (8),

on l'�ecrira; sinon, ce B est un A, et l'on r�ecrira alors la nouvelle expression

du A �ecrite ci-dessus. On obtiendra ainsi une nouvelle expression que nous

d�esignerons �a nouveau par

(9)

8<
:
Aij =

P
Æijk�ijk

Bi =
P
Æ0ik�

0

ik (i = 1; : : : ; p; j = 1; : : : ; r; k = 1; : : : ; t);

avec quelques identit�es parmi les (Æ; Æ0), o�u (�; �0) signi�e le noyau et (Æ; Æ0)

les fonctions inconnues; parmi les identit�es indiqu�ees, les unes viennet de (4),
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d'autres de (8), et d'autres sont nouvelles. Nous allons �etudier le caract�ere

de cette expression.

Soit une solution quelconque (A;B) de l'�equation (3) pour un point

quelconque P de �; puisque (A) satisfait �a (Er), il se repr�esente sous la

forme (4) au point P ; et puisque (B) satisfait �a (5), si l'on forme (D) suivant

la r�egle qui a �et�e expliqu�ee, (D) satisfera �a (7) au point P . Par suite, (D)

admet une repr�esentation de la forme (8) et (A;B) une repr�sentation de la

forme (9) au point P .

R�eciproquement, consid�erons un syst�eme quelconque de fonctions (Æ; Æ0)

holomorphes en un point quelconque P de �, et formons le syst�eme de

fonctions (A;B) correspondant d'apr�es (9). Envisageons d'abord (A); la

partie de (9) qui repr�esente (A) ayant �et�e form�ee en substituant (8) dans

(4), n'est qu'un cas sp�ecial de (4); (A) satisfait donc �a (Er) au point P .

Il reste �a v�eri�er que (B) satisfait �a (5) au point P . Or la condition (7)

�etant un cas sp�ecial de la condition (5), il suÆt que la condition (7) soit

v�eri��ee pour que (5) le soit; envisageons (9) : la partie qui repr�esente (B)

correspond �a (D) de (8) par une relation de la forme

B = B = D ou B = A =
X

C	 =
X

D	;

or le (D) correspondant satisfait �evidemment �a (7), et par suite le (B)

satisfait �a (5) au point P .

L'expression (9) est donc une solution formulaire de l'�equation (3) au

voisinage de �. Le probl�eme (M) relatif �a l'espace (x) est ainsi r�esoluble

pour (Er+1) sous l'hypoth�ese qu'il le soit pour (E1); : : : ; (Er). Et la propo-

sition est d�emontr�ee.

Finalement nous avons prouv�e que le probl�eme (K) est toujours r�eso-

luble. Il en r�esulte que, au voisinage d'un polycylindre ferm�e, les probl�emes

(C1); (C2); (E); (L) et (M) sont r�esolubles.

7. Conclusions. | R�esumons les r�esultats obtenus.

Th�eor�eme 1. | �Etant donn�e un syst�eme de fonctions F1; : : : ; Fp et

une fonction �, toutes holomorphes au voisinage d'un polycylindre ferm�e

� de l'espace (x) de fa�con que �(x) � 0 [mod(F )] en tout point de �, on

peut choisir des fonctions Ai (i = 1; : : : ; p) holomorphes au voisinage de �,

telles que l'on ait identiquement

�=A1F1+� � �+ApFp

au voisinage de �. (Un polycylindre est un ensemble cylindrique dont les

composantes sont des cercles.)
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Th�eor�eme 2. | �Etant donn�e un syst�eme de fonctions F1; : : : ; Fp holo-

morphes au voisinage d'un polycylindre ferm�e �, s'il correspond �a tout

point P de � un polycylindre () autour de P , et une fonction ' holo-

morphe dans () de fa�con que pour tout couple de polycylindres (0); (00)

d'intersection non vide (Æ), les fonctions correspondantes '0 et '00 satis-

fassent �a '0(x)�'00(x) [mod(F )] en tout point de (Æ), on peut trouver une

fonction �(x) holomorphe au voisinage de � telle que �(x)�'(x) [mod(F )]

en tout point P de �.

Th�eor�eme 3. | Dans la con�guration g�eom�etrique du th�eor�eme 2, sup-

posons attach�e �a tout () un syst�eme �ni de fonctions holomorphes (f), de

fa�con que, pour tout couple (0); (00) les syst�emes correspondants (f 0); (f 00)

soient �equivalents en tout point de l'intersection (Æ). Alors on peut trouver

un syst�eme �ni de fonctions (F ) holomorphes au voisinage de �, tel que

(F ) � (f) en tout point P de �.

Th�eor�eme 4. | �Etant donn�e des fonctions Fi (i = 1; : : : ; p) holomor-

phes au voisinage d'un polycylindre ferm�e �, on peut trouver une solution

formulaire de l'�equation fonctionnelle A1F1+� � �+ApFp = 0 au voisinage de

�. Il en est de même pour les syst�emes d'�equations fonctionnelles lin�eaires

homog�enes simultan�ees.

Nous nous sommes restreint aux polycylindres ferm�es; en e�et, en vertu

des propri�et�es trouv�ees, les mêmes probl�emes pourront ensuite être r�esolus

pour des ensembles ferm�es de nature plus g�en�erale. Outre les quatre th�eor�emes

que nous venons d'�enoncer ici, nous avons vu au paragraphe 5 le th�eor�eme

du reste. Au sujet de ces th�eor�emes, si nous pensons que cela peut être utile

en vue des applications, nous serons oblig�e d'en faire une �etude quantitative.

Ainsi, nous venons d'exposer les r�esultats obtenus. D'un autre côt�e,

nous sommes conduit au nouveau probl�eme :

Probl�eme (J). | Pour les id�eaux de domaines ind�etermin�es, trouver

une pseudo-base �nie locale.

Au sujet de ce probl�eme, je ne sais presque rien, pas même quelle sera

l'attitude favorable pour l'aborder. Ce qui est sûr, c'est que ce probl�eme

ne peut pas être r�esolu sans conditions, puisque nous avons vu un contre-

exemple au paragraphe 2.

C'est un cas, particulier de ce probl�eme qui a �et�e r�esolu sous la forme

du probl�eme (K). La solution du probl�eme (K) nous �etait indispensable

pour �etablir les th�eor�emes ci-dessus. Nous reviendrons une autre fois sur le
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probl�eme (J), et montrerons qu'il est r�esoluble sans condition pour les id�eaux

g�eom�etriques de domaines ind�etermin�es. Cela nous sera indispensable si

nous voulons pouvoir traiter les probl�emes envisag�es depuis le M�emoire I,

dans le cas o�u des points de rami�cation ne sont pas exclus. Ces deux

exemples mettront en �evidence l'importance du probl�eme.

(Manuscrit re�cu le 15 octobre 1948).
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