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Introduction. Nous sommes maintenant en chemin de nous r�e�echir

�e�orcement, en reconnaissant les caract�eres des diÆcult�es que nous avons

rencontr�ees sur la voie suivie,1 en observant les �gures des diÆcult�es que

nous rencontrerons sur le prolongement, et en faisant des autres; et dont

nous exposerons ici un des r�esultats.

On pourra apercevoir des certaines notions arithm�etiques au Th�eor�eme

II du M�emoire I (Lemme fondamental), au Th�eor�eme I du Memoire II, et �a

la condition (β) (condition de A. Weil) du M�emoire V; et on rencontrera

une autre, si l'on admet les points de rami�cation; dont, sans cela, on ne

pourra pas traiter même les fonctions alg�ebriques. Ceci nous fait commencer

par �etudier ces notions.

Supposons quelques notions arithm�etiques, la congruence et l'id�eal par

exemple, transplant�es du champ de polynomes �a celui de fonctions analy-

tiques; la fonction ne pouvant en g�en�eral plus se prolonger �a tout espace �ni,

on apercevra des nouveaux probl�emes. C'est H. Cartan qui a d�ecouvert un

ph�ehom�ene de cette nature,2 et dans le pr�esent M�emoire on trouvera, comme

conclusion, plusieurs th�eor�emes et un probl�eme bien �ltr�e de la même na-

ture (Voir No. 7); dont les th�eor�emes me sont indispensables pour traiter

les probl�emes depuis le M�emoire I, aux domaines contenant les points de

rami�cation, et ils sont utiles pour les domaines moins compliqu�es.

Or, nous, devant le beau syst�eme de probl�emes �a F. Hartogs et aux suc-

cesseurs, voulons l�eguer des nouveaux probl�emes �a ceux qui nous suivront;

or, comme le champ de fonctions analytiques de plusieurs variables s'�etend

1Les M�emoires pr�ec�edents sont : I Domaines convexes par rapport aux fonctions ra-
tionnelles, 1936. II Domaines d'holomorphie, 1937. III Deuxi�eme probl�eme de Cousin,
1939. IV Domaines d'holomorphie et domaines rationnellement convexes, 1941. V
L'int�egrale de Cauchy, 1941. VI Domaines pseudoconvexes, 1942.

2H. Cartan, Sur les matrices holomorphes de n variables complexes, 1940, p. 1-26
(Journal de Math�ematiques, Vol. 19) ; dont nous devons beaucoup aussi aux th�eor�emes.
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heureusement aux divers branches de math�ematiques, nous serons permis

de rêver divers types de nouveaux probl�emes y pr�eparant.3

�Dans le M�emoire actuel, nous ne traiterons que le domaine univalent

et �ni, et dont la condition sera donc g�en�eralement abr�eg�ee.�

1. Congruences et �equivalences. Th�eor�eme de H. Cartan.

Parmi les probl�emes g�en�er�es des notions arithm�etiques transplant�ees au

champ de fonctions analytiques, se trouve un type de probl�emes, o�u on de-

mande globalement ce que 1'on a d�e�ni localement (comme aux probl�eme

de Cousin), et que nous allons r�ecolter.

Dans un domaine D �a l'espace de n variables complexes x1; x2; : : : ; xn,

consid�erons deux fonctions holomorphes f; ' et une combinaison �nie de

fonctions holomorphes (F1; F2; : : : ; Fp) des variables; dont l'espace sera

abr�eg�ement d�esign�e par (x), et la fonction f par exemple, par f(x); et

supposons une relation de la forme,

f � ' = �1F1 + �2F2 + � � �+ �pFp;

�i (i = 1; 2; :::; p) �etant des fonctions holomorphes des variables (x) dans D;

les fonctions f; ' seront alors appel�ees congruentes par rapport �a (F ) dans

D, et la relation sera d�esign�ee par

f � ' mod (F ):

Nous appelons les fonctions f; ' d'être congruentes en un point P de D

si elles le sont au voisinage de P ; or, même si elles sont congruentes en tout

point de D, elles ne le sont pas n�ecessairement, globalement pour D; et un

des probl�emes que voici :

Probl�eme (C1) Etant donn�ees une combinaison �nie de fonctions

holomorphes (F1; F2; : : : ; Fp) et une fonction holomorphe �(x) au voisin

d'un ensemble ferm�e E (n�ecessairement born�e), satisfaisant �a la relation

�(x) � 0 mod (F ) en tout point de E; trouver p fonctions Ai(x) holomor-

phes au voisinage de E, de fa�con que � =
P
AiFi (i = 1; : : : ; p) identique-

ment.

Ceci concerne l'expression de la fonction; si pour la fonction même :

Probl�eme (C2) Consid�erons, au voisinage d'un ensemble ferm�e E �a

l'espace (x), une combinaison �nie de fonctions holomorphes (F1; F2; : : : ; Fp),

3L'auteur voudra dire ici un remerciement sinc�ere �a Huju-Kai pour son secours depuis
vers le temps du M�emoire VI.
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et en un point quelconque P de E, un polycylindre () autour de P et une

fonction '(x) holomorphe dans (): supposons, pour toute paire [(); (0)]

des polycylindres contigus ayant la partie commune (Æ), la relation '(x) �

'0(x) mod (F ) entre les fonctions correspondantes en tout point de (Æ); et

nous nous proposons de trouver une fonction holomorphe �(x) au voisinage

de E, telle que �(x) � '(x) mod (F ) en tout point P de E.

Nous allons expliquer quelques termes concernant le mot �polycylin-

dre�. Ei �etant un ensemble sur le plan xi, tout ensemble de la forme xi 2

Ei (i = 1; 2; : : : ; n) sera appel�e ensemble cylindrique, et Ei ses composantes.

Tout ensemble cylindrique ferm�e E sera appel�e simplement connexes, si sur

chaque plan xi, l'ensemble compl�ementaire de la composante Ei devient

connexe lorsque il est consid�er�e sur la sph�ere de Riemann. Nous appellerons

polycylindre tout ensemble cylindrique E dont toutes les composantes Ei

sont des cercles.

Consid�erons ensuites deux combinaisons �nies de fonctions holomorphes

dans un domaineD �a l'espace (x), et que nous d�esignons par (f1; f2; : : : ; fp),

('1; '2; : : : :'q); supposons les deux relations,

'i � 0 mod (f); fj � 0 mod (') (i = 1; : : : ; q; j = 1; : : : ; p)

globalement pour D, et nous appellerons alors, les syst�eme de fonctions

(f); (') d'être �equivalents dans D; dont nous d�esignerons les relations si-

multan�ees par

(f) � (');

et une seule des deux relations, la premi�ere par exemple, par

(') � (f):

Nous appellerons les syst�eme de fonctions (f); (') d'être �equivalents en

un point P de D, s'il est ainsi au voisinage de P , et �egalement pour (') �

(f).

A l'�equivalence, on trouve le suivant :

Probl�eme (E) Dans la con�gulation g�eom�etrique du probl�eme (C2),

supposons pour chaque () un syst�eme �ni de fonctions holomorphes (f),

et pour chaque (Æ) la relation (f) � (f 0) entre les syst�emes de fonctions

correspondantes aux polycylindre (); (0), en tout point de (Æ); et nous

nous proposons de trouver un syst�eme �ni de fonctions (F ) au voisinage de

l'ensemble ferm�e E, telle que (F )� (f) en tout point P de E.

Ce sont les probl�emes r�ecolt�es.
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Pour le probl�eme (E), H. Cartan a montr�e dans le M�emoire cit�e plus

haut le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme de H. Cartan. Consid�erons �a l'espace (x) deux ensembles

cylindriques ferm�es �0;�00, qui ont mêmes composantes sur les plans toutes

les variables sauf une, et dont l'intersection �0 \ �00 = �0 existe et elle

est simplement connexe; et supposons au voisinage de �0 une combinaison

�nie de fonctions holomorphes (f 0), aue voisinage de �00 une combinaison

(f 00) de la même propri�et�e, et au voisinage de �0 la relation (f 0) � (f 00)

globalement. Dans ces circonstances, on peut trouver un syst�eme �ni de

fonctions holomorphes (f) au voisinage de la reunion � = �0 [ �00 de

fa�con que (f) � (f (i)) au voisinage de �(i) (i = 1; 2).

Dans le M�emoire, H. Cartan a d�emontr�e ce th�eor�eme en transplantant la

notion matrice. D'apr�es sa m�ethode, p; q; r �etant les nombres de fonctions

des syst�emes (f 0); (f 00); (f), respectivement, on a toujours

p < r; q < r;

�a ce ph�enom�ene il a encore prêt�e l'attention �elabor�e.

Nous allons appliquer le th�eor�eme de Cartan au probl�eme (E). Con-

sid�erons sur le plan xi (i = 1; 2; : : : ; n � 1) un cercle (�i), et sur le plan

xn trois cercles (�j) (j = 1; 2; 3) empi�etant deux �a deux; consid�erons donc

le polycylindre ferm�e �j (j = 1; 2; 3) d�e�ni par les composantes ferm�ees

(�); (�j); et supposons un syst�eme �ni de fonctions holomorphes (fj) au

voisinage de chaque �j, de fa�con que toute paire des syst�emes (fj) soient

globalement �equivalentes au voisinage de l'intersection correspondante,

A ces circonstance, essayons d'appliquer le th�eor�eme de Cartan : pour

� = �1[�2, l'application est possible et on trouve un syst�eme �ni de fonc-

tions holomorphes (f) au voisinage de �, telle que (f) � (f1) globalment

au voisinage de �1 et pareillement pour �2; pour � [ �3, l'application

n'est pas toujours possible; puisque, selon la con�guration g�eom�etrique les

syst�emes (f); (f3) ne sont pas visibles d'être globalement �equivalents ou non

au voisinage de l'intersection; si tout probl�eme (C1) est r�esoluble pour (c'est-

�a-dire, au voisinage de) tout polycylindre ferm�e, la deuxi�eme application est

�evidemment possible, et d'o�u il en r�esultra :

Si tout probl�eme (C1) est re�soluble pour tout polycylindre ferm�e, il en

est de même pour le probl�eme (E).

La d�emonstration, �etant facile et habituelle, sera abr�eg�ee; nous expli-

querons pour le �polycylindre�. Dans le M�emoire actuel, nous traiterons
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les probl�emes exclusivement pour polycylindre ferm�e, car, alors, les pro-

pri�et�es intrins�eques mêmes des probl�emes permetteront de l'�etendre aux

domaines ferm�es moins restrictifs, et encore puisque cette notion est sim-

ple.

Pour la relation entre les probl�emes (C1); (C2) :

Consid�erons la même con�guration g�eom�etrique qu'au th�eor�eme de Car-

tan, sauf pour l'intersection �0, qui n'est pas restreinte d'être simplement

connexe; et supposons une combinaison �nie de fonctions holomorphes (F1;

F2; : : : ; Fp) au voisinage de �, telle que tout probl�eme (C1) par repport �a

(F ) soit r�esoluble au voisinage de �0. Dans ces circonstances, si l'on sup-

pose une fonction holomorphe f 0 au voisinage de �0, et f 00 pour �00, telles

que f 0 � f 00 � 0 mod (F ) en tout point au voisinage de �, on peut trouver

une fonction holomorphe f au voisinage de �, telle que f � f 0 mod (F )

en tout point au voisinage de �0 et pareillement pour �00.

En e�et. la fonction

'(x) = f 0(x) � f 00(x);

�etant holomorphe au voisinage de �0 telle que

'(x) � 0 mod (F )

en tout points de �0, en resolvant le probl�eme (C1), sera repr�esent�ee comme

' = �1F1 + �2F2 + � � �+ �pFp;

�i (i = 1; 2; : : : ; p) �etant des fonctions holomorphes au voisinage de �0.

�0 �etant cylindrique, en employant l'int�egrale de Cousin, on trouve des

fonctions holomorphes ai(x) au voisinage de �0 et des fonctions bi(x) ayant

la même propri�et�e pour �00, de fa�con que

ai(x) � bi(x) = �i(x) (i = 1; 2; : : : ; p)

identiquement; formons les fonctions

 0 = f 0 � (a1F1 + � � �+ a2F2);  00 = f 00 � (b1F1 + � � �+ b2F2);

 0 est alors holomorphe au voisinage de �0 et  00 pour �00; or pour �0 on

a identiquement

 0 �  00 = '� (�1F1 + � � �+ �2F2) = 0;
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 0 et  00 sont donc des parties d'une seule fonction holomorphe f(x) au

voisinage de �; f =  0 � f 0 mod (F ) au voisinage de �0, et pareillement

pour �00. C.Q.F.D.

De ce lemme, il en r�esulte imm�ediatement que :

Si tout probl�eme (C1) est r�esoluble pour le polycylindre ferm�e, le probl�eme

(C2) l'est aussi.

Les probl�emes (C1); (C2); (E) sont donc r�eduits au probl�eme (C1).

Finalement, on apercevra au th�eor�eme II du M�emoire I, au th�eor�eme I

du M�emoire II et �a la condition (�) du M�emoire V, les probl�emes (C2); (E)

et (C1) respectivement.

2. Id�eaux de domaines ind�etermin�es. D'apr�es l'intention de H.

Cartan, nous allons transplanter l'�id�eal�.

Consid�erons �a 1'espace (x) un domaineD et un ensemble (I) de fonctions

holomorphes dans D; supposons les deux propri�et�es suivantes :

1Æ Si f(x) 2 (I) et si �(x) est une fonction holomorphe dans D, alors

�f 2 (I);

2Æ Si f 0(x) 2 (I); f 00(x) 2 (I), alors f 0 + f 00 2 (I); et nous appellerons

(I) id�eal holomorphe du domaine d�etermi�e D; mais nous ne nous arrêterons

pas ici.

Consid�erons �a 1'espace (x) le domaine (connexe ou non) Æ, la fonction

f(x) holomorphe pour Æ et un ensemble (I) de (f; Æ), dont, �a la place de

dire que (f; Æ) 2 (I), nous dirons par fois que f 2 (I) pour Æ; supposons les

deux propri�et�es suivantes :

1Æ Si (f; Æ) 2 (I) et si �(x) est une fonction holomorphe pour domaine

(connexe ou non) Æ0, on a alors �f 2 (I) pour Æ \ Æ0;

2Æ Si (f; Æ) 2 (I); (f 0; Æ0) 2 (I), on a alors f + f 0 2 (I) pour Æ \ Æ0;

et nous appellerons (I) id�eal holomorphe de domaines ind�etermin�es; (I)

sera par fois appel�e abr�eg�ement id�eal de domaines ind�etermin�es, ou plus

simplement id�eal.

De la d�e�nition, il s'ensuit que :

Pour l'id�eal (I), si (f; Æ) 2 (I); Æ � Æ0, on a n�ecessairement (f; Æ0) 2 (I).

Nous appellerons donc qu'une fonction f appartient �a un id�eal de do-

maines ind�etermin�es en un point P , s'il en est ainsi au voisinage de P .

Concevons les propri�et�es pareilles pour l'id�eal (I) de domaine ind�eter-

min�es :

6



Propri�et�e (T1) Si (f; Æ) 2 (I); (f; Æ0) 2 (I), on a n�ecessairement (f) 2

(I) pour Æ [ Æ0.

Propri�et�e (T2) Si Æ1 � Æ2 � � � et si (f; Æ1) 2 (I); (f; Æ2) 2 (I); : : : ; on a

n�ecessairement, pour la limite Æ0 de la suite Æ1; Æ2; : : : que (f; Æ0) 2 (I).

Examinons ces conceptions :

Exemple 1. Consid�erons sur le plan d'une variable complexe x, le cer-

cle (C) autour de l'origine et de rayon 1, et dans (C), un domaine (connexe

ou non) quelconque Æ de diam�etre d (c'est-�a-dire que la borne sup�erieure de

toute distance entre deux points de Æ soit d); et concevons l'ensemble (I) de

(f; Æ) dont d � 1
2 . (I) est un id�eal, qui admet la propri�et�e (T2), sans l'être

pour (T1).

Exemple 2. Consid�erons dans le cercle (C) une suite de cercle (Ci) (i =

1; 2; : : :) autour de l'origine et de rayon ri, telle que la suite croissante en

tendant vers 1; concevons l'ensemble (I) de (f; Æ) dont Æ appartient �a un

au moins des cercles (Ci) de la suite; alors, (I) est un id�eal qui admet la

propri�et�e (T1) sans l'être pour (T2).

Nous allons maintenant transplanter la conception �bases �nies d'un

id�eal� des domaines d�etermin�es aux domaines ind�etermin�es, et la �ltrer, en

faisant abstraction des propri�et�es (T1); (T2) et de ce qui concerne le probl�eme

(C1).

Consid�erons �a l'espace (x) un id�eal (I) de domaines ind�etermin�es, un do-

maine D et un nombre �ni de fonctions holomorphes dans D, F1(x); F2(x);

: : : ; Fp(x); supposons donc les propri�et�es suivantes :

1Æ Une quelconque des fonctions Fi (i = 1; 2; : : : ; p) appartient �a (I)

en tout point de D;

2Æ Pour un point quelconque P de D, si une fonction f(x) appartient

�a (I) en P , on a n�ecessairement (f) � (F1; F2; : : : ; Fp) pour P ; et nous

appellerons (F ) pseudobases �nies de (I) dans D. Nous nous proposons :

Probl�eme (I) Etant donn�es �a l'espace (x) un id�eal (I) de domaine

ind�etermin�es et un ensemble ferm�e E, trouver un syst�eme �ni de pseu-

dobases de (I) au voisinage de E.

Consid�erons ensuite �a l'espace (x) un id�eal (I) de domaines ind�etermin�es,

deux domaines D;D0 tels que D0 � D et une combinaison �nie de fonctions

holomorphes (F ) pour D; supposons que (F ) donne les pseudobases de (I)

pour D; et on trouvera imm�ediatement qu'il en est de même pour D0.

Pour tout id�eal (I) de domaines ind�etermin�es, nous appellerons donc

qu'une combinaison �nie de fonctions holomorphes (F ) donne les psedo
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bases de (I) en un point, s'il en est ainsi au voisinage du point, dont (F )

sera par fois appel�e pseudobases locales. Nous nous proposons encore :

Probl�eme (J) Etant donn�es �a l'espace (x) un id�eal (I) de domaine

ind�etermin�es et un point P , trouver un syst�eme �ni de pseudobases de (I)

pour P .

Le probl�eme (J) est un cas sp�ecial du probl�eme (I); mais entre eux il y

a la relation suivante :

Consid�erons un probl�eme (I) �a l'espace (x) par rapport �a un id�eal (I) et

�a un ensemble ferm�e E, de fa�con que E soit polycylindre ferm�e; supposons

que pour tout point P de E, le probl�eme (J) de l'id�eal (I) au point P soit

r�esoluble, et que tout probl�eme (C1) pour le polycylindre ferm�e soit r�esoluble;

et on trouve que le probl�eme (I) ci-dessus est aussi r�esoluble.

En e�et, consid�erons un point quelconque P de E; le probl�eme (J) par

rapport �a (I) �etant r�esoluble en P , on peut trouver un polycylindre ()

autour de P et un syst�eme �ni de fonctions holomorphes (f) pour (), de

fa�con que (f) donne les pseudobases de (I) pour (); examinons une paire

[(); (0)] des polycylindres contigus; les syst�emes de fonctions correspon-

dantes (f); (f 0), chacun donnant les pseudobases, sont �equivalents tout point

de l'intersection (Æ)\ (Æ0); nous nous proposons donc de trouver un syst�eme

�ni de fonctions holomorphes (F ) au voisinage de E, tel que (F ) � (f) en

tout point P de E. Or, ceci �etant un probl�eme (E) par rapport �a un poly-

cylindre ferm�e E, d'apr�es l'hypoth�ese que tout probl�eme (C1) soit r�esoluble

pour un polycylindre ferm�e quelconque, (F ) existe comme nous l'avons vu;

(F ) donne les pseudobases en tout point P de E, puisque (F ) � (f), il en

est donc de même pour E. C.Q.F.D.

Le probl�eme (J) est ainsi la partie propre du probl�eme (I).

Or, contre le probl�eme (J), il y a l'exemple suivant :

Exemple 3. Tra�cons �a l'espace de deux variables complexes x; y, deux

hypersph�eres (C); () autour de l'origine et telles que (C) � (), et la

surface caract�eristique x = y; d�esignons la partie de la surface entre les

deux hypersurfaces C;  et sur , par �0; et consid�erons l'ensemble (I) de

(f; Æ) dont Æ � (C) et f(x;y)
x�y

est holomorphe en tout point de l'intersection

�0\Æ. (I) est un ideal (satisfaisant aux propri�et�es (T1); (T2)); mais, puisque

l'ensemble de z�eros de (f; Æ) de (I) est �0, cet id�eal ne peut poss�eder les

pseudobases locales �nies pour aucun point sur .
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On ne peut donc pas r�esoudre tous les probl�emes (J) �a la fois et sans

condition. On apercevera encore divers sortes d'exemples contraires.

Nous verrons deux esp�eces d'id�eaux de domaines ind�etermin�es pour

lesquelles le probl�eme (J) est r�esoluble aux polycylindres ferm�es; dont l'une

sera trait�ee dans le pr�esent M�emoire.

L'autre esp�ece est les id�eaux g�eom�etriques de domaines ind�etermin�es

(ce qui correspond aux id�eaux g�eom�etriques au champ de polynomes), qui

deviendront indispensables �a nous, lorsque nous nous occupe domaines ad-

mettant des points de rami�cations. La d�emonstration pour les id�eaux

de cette esp�ece (pour que le probl�eme (J) soit r�esoluble aux polycylindre

ferm�es) demande, outre les r�esultats du M�emoire actuel, quelque notions

sur tels domaines. Nous le traiterons donc, dans un M�emoire ult�erieur.

3. Equations fonctionnelles lin�eaires homog�enes et ses solution

formulaires. Nous allons scruter les environs du probl�eme (C1) �a l'aide

conceptions que nous venons de pr�eparer.

1Æ Equations fonctionnelles lin�eaires homog�enes. Consid�erons p fonc-

tions holomorphes Fi(x) (i = 1; 2; : : : ; p) di��erentes de z�ero dans un do-

maine D �a l'espace (x); concevons l'�equation,

(1) A1F1 + A2F2 + � � �+ ApFp = 0;

o�u Ai (i = 1; 2; : : : ; p) signi�ent des fonctions inconnues; nous appellerons

tout syst�eme de fonctions holomorphes [A1(x); A2(x); : : : ; Ap(x)] pour un

domaine (connexe ou non) Æ contenu dans D satisfaisant �a cette �equation

identiquement d'être une solution (holomorphe) de 1'�equation pour Æ; et

nous appellerons toute �equation de cette nature �equation fonctionnelle lin�e-

aire homog�ene.

Consid�erons, concernant 1'�equation (1), l'ensemble (I1) de (A1; Æ) de

fa�con que (A1; A2; : : : ; Ap) soit une solution pour Æ; je dis que :

(I1) est un id�eal.

Car, si (A1; Æ) 2 (I1) et si �(x) est une fonction holomorphe pour un

domaine (connexe ou non) Æ0, on a alors �A1 2 (I1) pour Æ \ Æ
0; si (A1; Æ) 2

(I1); (A
0

1; Æ
0) 2 (I1), on a alors A1 +A0

1 2 (I1) pour Æ \ Æ
0.

Nous ne pouvons pas apercevoir imm�ediatement si (I1) satisfait aux

propri�et�es (T1); (T2) ou non.

C'est pour cette esp�ece d'id�eaux dont nous avons parl�e �a la �n du num�ero

pr�ec�edant; et dont probl�eme (J) est comme suivant :

Probl�eme (K) Etant donn�es une �equation fonctionnelle lin�eaire ho-

mog�ene dans un domaine D �a l'espace (x), et un point P de D, trouver un

9



syst�eme �ni de pseudobases de l'id�eal (I1) correspondant, en P .

2Æ Solutions formulaires. Nous nous proposons maintenant de repr�e-

senter les solutions de l'�equation (1). Nous avons consid�er�e l'id�eal (I1) pour

l'�equation (1); consid�erons ensuite l'�equation,

(2) A2F2 + A3F3 + � � �+ ApFp = 0;

et l'ensemble (I2) de (A2; Æ), pareillement; (I2) est un id�eal d'apr�es ce qui

pr�ec�ede; et ainsi de suite; et consid�erons �nalement l'�equation ApFp = 0,

dont (Ip) = (0) (c'est-�a-dire, l'id�eal consistant d'un seul �el�ement 0), puisque

la fonction Fp est di��erente de 0. Concevons le probl�eme compos�e suivant :

Probl�eme (�) Pour tout ensemble ferm�e E contenu dans le domaine

D, trouver les pseudobases �nies des id�eaux (I1); (I2); : : : ; (Ip), de fa�con que

chacun des pseudobases appartienne globalement �a l'id�eal correspondant au

voisinage de E.

Supposons le probl�eme (�) r�esolu; on a alors,

(�1;�2; : : : ;�p); (�
0

1;�
0

2; : : : ;�
0

p) ; : : : ; (0)

pour les pseudobases des caract�eres indiqu�es pour (I1); (I2); : : : ; (Ip), re-

spectivement. Considerons un point quelconque P au voisinage de E et une

solution quelconque [A1(x); A2(x); : : : ; Ap(x)] de l'�equation (1) en P (c'est-

�a-dire au voisinage de P ); (�) �etant les pseudobases de (I1) au voisinage de

E, la fonction A1(x) sera repr�esent�ee en P de la forme,

A1 = C1�1 +C2�2 + � � �+ Cq�q;

Ci (i = 1; 2; : : : ; q) �etant des fonctions holomorphes.

Envisageons ensuite A2(x) : comme chaque �i (i = 1; 2; : : : ; q) ap-

partient globalement �a (I1) au voisinage de E, l'�equation (1) admettra q

solutions de la forme (�i;	i2;	i3; : : : ;	ip) (i = 1; 2; : : : ; q) au voisinage

de E; posons

Bj = C1	1j + C2	2j + � � �+ Cq	qj (j = 2; 3; : : : ; p);

et on aura une solution de l'�equation (1) de la forme (A1; B2; : : : ; Bp) pour

P ; et si l'on pose encore A0

j = Aj�Bj , (A0

2; A
0

3; : : : ; A
0

p) est une solution de

l'�equation (2) pour P ; par cons�equent, la fonction A2(x) sera repr�esent�ee

en P de la forme,

A2 = B2 + C0

1�
0

1 +C0

2�
0

2 + � � �+C0

r�
0

r

10



o�u C 0

i (i = 1; 2; : : : ; r) sont des fonctions holomorphes et B2 se repr�esente

comme ci-dessus; et ainsi de suite.

On reconnâ�tera maintenant que la solution [A1(x); A2(x); : : : ; Ap(x)]

de l'�equation (1) soit repr�esent�ee pour P comme ce qui suit :

(3) Ai = Ci1�i1 + Ci2�i2 + � � �+ CiN�iN (i = 1; 2; : : : ; p)

avec quelques identit�es de la forme Cij = Ckl (k = 1; : : : ; p; l = 1; : : : ; N ),

o�u �ij (i = 1; 2; : : : ; p; j = 1; : : : ; N ) sont des fonctions holomorphes d�eter-

min�ees au voisinage de E et Cij sont des fonctions holomorphes au point P

d�ependant de la solution. Par exemple, pour A1, on a

�1i = �i; �1j = 0 (i = 1; 2; : : : ; q; j = q + 1; q + 2; : : : ; N );

et pour A2, on a

�2i = 	i2; �2j = �0

j�q; �2k = 0

(i = 1; 2; : : : ; q; j = q + 1; q + 2 : : : ; q + r; k = q + r + 1; : : : ; N );

C1i = C2i (i = 1; 2; : : : ; q):

Consid�erons r�eciproquement un point quelconque P au voisinage de E,

et d'apr�es (3) une combinaison quelconque des fonctions holomorphe (C)

en P (respectant naturellement les identit�es indiqu�ees); �a cette conbinaison

(C) correspond un syst�eme de fonctions holomorphes (A) pour P d'apr�es

(3), et qui satisfait visiblement �a l'�equation fonctionnelle (1) pourvu si 1'on

a choisi (3) convenablement.

Si en g�en�eral, �a l'�equation fonctionnelle (1) il correspond une expression

de la forme (3), o�u �ij (i = 1; 2; : : : ; p; j = 1; 2; : : : ; N ) sont des fonctions

holomorphes d�etermin�ees dans un domaine (connexe ou non) D0 donn�e dans

D, et qui satisfait aux propri�et�es suivantes :

1Æ Toute solution [A1(x); A2(x); : : : ; Ap(x)] de l'�equation (1) pour point

P quelconque dans D0 peut être repr�esent�ee en cette forme, dont Cij sont

des fonctions holomorphes convenables (respectant naturellement les iden-

tit�es indiqu�ees) en P ;

2Æ Aux fonctions Cij (respectant naturellement les identit�es indiqu�ees)

holomorphes en un point P de D, mais d'ailleurs quelconques, il correspond

d'apr�es cette expression une solution (A) de 1'�equation (1) pour P ; nous

appellerons cette expression d'être une solution formulaire de l'�equation

fonctionnelle (1) pour le domaine D0, et (�) le noyau de la solution formu-

laire. Formulons le probl�eme que nous venons de traiter :

Probl�eme (L) Etant donn�es une �equation fonctionnelle lin�eaire ho-

mog�ene dans un domaine et un ensemble ferm�e E dans le domaine, trouver

une solution formulaire de l'�equation au voisinage de E.

11



Nous avons vu que :

Lemme 1. Si un probl�eme (�) est r�esoluble, le probl�eme (L) corre-

spondant est aussi r�esoluble.

3Æ Application au probl�eme (C1). La relation entre le probl�eme (C1)

et la solution formulaire de 1'�equation fonctionnelle lin�eaire homog�ene sera

donn�ee par la proposition suivante :

Lemme 2. Tra�cons �a l'espace (x) deux ensembles cylindriques ferme's

contigus �0;�00, qui ont en commun toutes les composantes sauf une, en

d�esiguant : �0[�00 = �; �0\�00 = �0. Consid�erons une fonction holomor-

phe �(x) et une combinaison �nie de fonctions holomorphes (F1; F2; : : : ; Fp)

au voisinage de �, en supposant la relation

� = A0

1F1 +A0

2F2 + � � �+A0

pFp;

A0

i (i = 1; 2; : : : ; p) �etant des fonctions holomorphes au voisinage de �0, et

pour �00 la relation pareille

� = A00

1F1 +A00

2F2 + � � �+ A00

pFp:

Supposons une solution formulaire de l'�equation fonctionnelle

(4) A1F1 + A2F2 + � � �+ ApFp = 0;

au voisinage de �0 satisfaisant aux propri�et�es suivantes : 1Æ le noyau con-

siste des fonctions holomorphes au voisinage de �; 2Æ toute solutions de

l'�equation au voisinage de �0 sera repr�esent�ee globalement (par la solution

formulaire au voisinage de �0). Nous dirons alors que la fonction � est

repr�esent�ee de la forme,

� = B1F1 +B2F2 + � � �+BpFp;

Bi (i = 1; 2; : : : ; p) �etant des fonctions holomorphes au voisinage de �.

En e�et, soit

(5) Ai =
X

Cij�ij (i = 1; 2; : : : ; p; j = 1; 2; : : : ; N );

avec quelques identit�es parmi (C),

la solution formulaire ayant les propri�et�es indiqu�ees. Consid�erons les fonc-

tions

i = A0

i � Ai (i = 1; 2; : : : ; p);

12



qui sont holomorphes au voisinage de �0 et elles y satisfont �a l'�equation

(4); elles sont donc repr�esent�ees par (5), globalement au voisinage de �0

comme

i =
X

dij�ij;

dij �etant des fonctions holomorphes.

�0 �etant cylindrique, grâce �a l'int�egrale de Cousin, on trouve des fonc-

tions holomorphes aij(x) au voisinage de �0 et des fonctions pareilles bij(x)

pour �00, telle que

aij � bij = dij

identiquement, et encore, comme les fonction (d) satisfont aux identit�es de

la solution formulaire (5), on peut choisir (a; b) de fa�con que (a) ou (b) le

soient aussi; posons donc,

�i =
X

aij�ij; �i =
X

bij�ij;

on a alors,

�i � �i = i;

et encore, (5) �etant la solution formulaire de l'�equation (4) au voisinage de

�0, on y a identiquement

X
�iFi = 0;

X
�iFi = 0;

et de plus, comme le noyau (�) consiste des fonctions holomorphes au voisi-

nage de �, les fonctions (�) sont holomorphes au voisinage de �0 et elles y

satisfont par suite �a 1'�equation (1), et (�) pareillement.

Posons

B0

i = A0

i � �i; B00

i = A00

i � �i (i = 1; 2; : : : ; p);

les fonctions (B0) sont holomorphes au voisinage de �0, et (B00) pour �00,

et au voisinage de �0

� = B0

1F1 + B0

2F2 + � � �+B0

pFp

� = B00

1F1 + B00

2F2 + � � �+ B00

pFp

pour �00; or, puisque

B0

i � B00

i = (A0

i � A00

i )� (�i � �i) = i � i = 0

pour tout i, les fonctions B0

i; B
00

i ne sont que les parties d'une seule fonction

holomorphes Bi au voisinage de �. C.Q.F.D.
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4Æ Application du th�eor�eme de H. Cartan.

Lomme 3. Concevons, dans la con�guration g�eom�etrique du lemme 2,

l'intersection �0 simplement connexe et jouissant de la propri�et�e que tout

probl�eme (C1) soit r�esoluble au voisinage d'elle; consid�erons p fonctions

holomorphes Fi(x) (i = 1; 2; : : : ; p) dl��erentes de z�ero au voisinage de � et

le probl�eme (�) correspondant; supposons les probl�emes (�) r�esolus au voisi-

nage de �0 et pour �00; et nous disons que le probl�eme (�) aussi r�esoluble

au voisinage de �.

Dans les circonstances de la conclusion du lemme actuel, d'apr�es le

lemme 1, on trouvera une solution formulaire de l'�equation (1) du lemme 2

satisfaisant aux propri�et�es indiqu�ees.

Nous allons d�emontrer la proposition par la r�ecurrence math�ematique

par rapport �a p. Pour p = 1, il n'y a qu'un seul id�eal (I1) = (0) dans

le probl�eme (�); il est donc r�esolu �a priori, et la proposition est vraie.

Envisageons donc le cas p, en supposant que la proposition pour 1; 2; : : : ; p�

1.

Soient (�0

1;�
0

2; : : : ;�
0

q) les pseudobases de (I1) au voisinage de �0, telle

que chaque �0

i y appartient globalement �a (I1) et soient (�00

1 ;�
00

2; : : : ;�
00

r )

celles de �00; les syst�emes de fonctions (�0); (�00) sont �equivalents en tout

point au voisinage de �0; comme tout probl�eme (C1) est r�esoluble pour �0,

l'�equivalence est globale; �0 �etant simplement connexe, d'apr�es le th�eor�eme

de Cartan, on trouve donc un syst�eme de fonctions (�1;�2; : : : ;�r) au

voisinage de �, tel que (�) � (�0) globalement pour � et (�) � (�00)

globalement pour �00

�0

i (i = 1; 2; : : : ; p) appartenant globalement �a (I1) au voisinage de �0,

on y a globalement

�0

iF1 � 0 mod (F2; F3; : : : ; Fp) (i = 1; 2; : : : ; q);

il en est donc de même pour �iF1 (i = 1; 2; : : : ; s); et �egalement pour �00;

or, l'�equation fonctionnelle

A2F2 + A3F3 + � � �+ ApFp = 0;

�etant dans le cas de (p � 1), admet une solution formulaire au voisinage

de �0, satisfaisant aux propri�et�es indiqu�ees dans le lemme 2; d'apr�es ce

lemme-ci, on a donc,

�iF1 � 0 mod (F2; F3; : : : ; Fp) (i = 1; 2; : : : ; s)

globalement au voisinage de �, c'est-�a-dire, les fonctions �i y appartiennent

globalement �a (I1).
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Le syst�eme de fonctions (�), qui satisfait �a la propri�et�e ci-dessus, donne

les pseudobases de (I1) au voisinage de �
0, puisque (�) � (�0); et �egalement

pour �00; (�) donne donc, les pseudobases de (I1) au voisinage de �; dans

le probl�eme (�) pour �, la partie concernant (I1) est ainsi r�esolu; le reste

�etant �a priori r�esolu d'apr�es l'hypoth�ese, la proposition est vraie.

4. R�eduction des probl�emes au probl�eme local (K): Tra�cons

maintenant un cercle ferm�e (Ci) sur le plan xi (i = 1; 2; : : : ; n), et con-

sid�erons le polycylindre ferm�e (C) ayant les composantes (Ci).

Repr�esentons par E0, tout point appartenant au polycylindre ferm�e (C).

Partageons ensuite la variable xn en deux parties r�eelle et imaginaire,

comme xn = X + iY (i �etant l'unit�e imaginaire), tra�cons une droite de la

forme

xi = x0i (i = 1; 2; : : : ; n� 1); Y = Y 0;

x0i �etant des valeurs complexes et Y0 une valeur r�eelle, et repr�esentons par

E1 la partie de cette droite sur le polycylindre ferm�e (C); la partie E1 est

g�en�eralement un s�egment, elle devient par fois un point.

Concevons pareillement E2; E3; : : : ; en �elevant la dimension r�eelle, suc-

cessivement, et en terminant par E2n; o�u E2, par exemple, est un ensemble

cylindrique ferm�e dont la composante sur le plan xi (i = 1; 2; : : : ; n� l) est

un point de (Ci), et la composante sur le plan xn est (Cn); et E2n signi�e

le polycylindre ferm�e (C).

En appliquant �a cette con�guration g�eom�etrique les lemmes du No.3,

nous verrons les probl�emes (C1); (�) r�esolus successivement pour E0; E1;

: : : ; E2n; pourvu que le probl�eme (K) soit toujours r�esoluble.

Cas de E0. Au voisinage d'un point, le probl�eme (C1) est �a priori

r�esoluble. Le probl�eme (�) l'est aussi, d'apr�es l'hypoth�ese.

Cas de E1. Consid�erons un quelconque des ensembles E1 et d�esignos

cet ensemble par la même lettre E1 que nous pouvons supposer d'être un

vrai s�egment.

1Æ Consid�erons des fonctions holomorphes F1(x); F2(x); : : : ; Fp(x) dif-

f�erentes de z�ero au voisinage de l'ensemble E1; et dont le probl�eme (�) est

r�esoluble en chaque point de E1.

L'ensemble E1 est un ensemble cylindrique, dont la composante sur

l'espace (x1; x2; : : : ; xn�1) est un point que nous d�esignons par Q, et la

composante sur le plan xn est un segment que nous d�esignons par l; l est

horizontal, dont l'extrême gauche sera d�esign�e parm0, et l'extrême droit par

mq , en interposant (q�1) points m1;m2; : : : ;mq�1 sur le segment de gauche

�a droite; d�esignons le segment ferm�e (mi�1;mi) par li (i = 1; 2; : : : ; q);
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d�esignons �a l'espace (x) l'ensemble cylindrique (Q;mi) parMi et (Q; li) par

Li et d�esignons comme

L1 [ L3 [ L5 [ � � � = �1;

L2 [ L4 [ L6 [ � � � = �2;

on aura alors,

� = �1 [�2 = E1;

�0 = �1 \�2 = M1 [M2 [ � � � [Mq�1:

Or, puisque le probl�eme (�) par rapport �a (F ) est r�esoluble en tout point

de E1, si tous les segments Li deviennent suÆsamment petit, ce probl�eme

deviendra r�esoluble au voisinage de chacun d'eux (ceci est �evident d'apr�es le

lemme de Borel-Lebesgue); et par suite pour �1 et pour �2. Tout probl�eme

(C1) �etant r�esoluble pour �0, d'apr�es le lemme 3, le probl�eme (�) sera alors

r�esoluble pour E1; et dont (F ) et E1 �etant quelconques, tout probl�eme (�)

est r�esoluble au voisinage de tout E1.

2Æ Envisageons ensuite le probl�eme (C1) : Consid�erons un ensemble

d�etermin�e E1, des fonctions holomorphes (F1; F2; : : : ; Fp) et une fonction

holomorphe f(x) au voisinage de l'ensemble E1 et consid�erons le probl�eme

(C1) correspondant �a ces (F ); (f) et E1. Comme ce probl�em (C1) r�esoluble

au voisinage d'un point quelconque de E1, analoguement au probl�eme (�),

nous pouvons tracer �1;�2;� et �0 de fa�con que le probl�eme (C1) soit

r�esolu au voisinage de �1 et pour �2. Or, le probl�eme (�) par rapport

aux fonctions (F ) est, comme nous l'avons vu, r�esoluble pour l'ensemble

E1, tout probl�eme (C1) est r�esoluble pour l'intersecton �0; donc, d'apr�es

le lemme 1, nous aurons une solution formulaire correspondant �a (F ) ayant

la propri�et�e indiqu�ee au lemme 2; et d'apr�es ce lemme-ci, le probl�eme (C1)

est r�esoluble pour l'ensemble E1; et dont (F ) et E1 �etant quelconque, tout

probl�eme (C1) est r�esoluble au voisinage de tout ensemble E1.

Cas de E2. Nous r�ep�eterons.

1Æ Probl�eme (�). Consid�erons un E2, en d�esignant par Q la com-

posante sur l'espace (x1; x2; : : : ; xn�1), la composante sur le plan xn est

(Cn). Consid�erons ensuite des fonctions holomorphes F1(x); F2(x); : : : ;

Fp(x) di��erentes de z�ero, et le probl�eme (�) correspondant, aux voisinage

de l'ensemble E2; ce probl�eme est d�ej�a r�esolu, sp�ecialement pour tout E1

contenu dans E2.

Entre l'extrême inf�erieur et l'extrême sup�erieur du cercle ferm�e (Cn),

tra�cons q�1 droites horizontales, en partageant (Cn) en q partie ferm�es, et
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que nous d�esignerons par �1; �2; : : : ; �q, de inf�erieure �a sup�erieure; d�esig-

nons �a l'espace (x), le polycylindre ferm�e (Q;�i) (i = 1; 2; : : : ; q) par Ai,

et

A1 [A3 [A5 [ � � � = �1;

A2 [A4 [A6 [ � � � = �2;

on trouve alors que

� = �1 [�2 = E2;

et que 1'intersection �0 = �1 \�2 consiste des ensembles E1 en nombre

�ni.

Le probl�eme (�) par rapport �a (F ) �etant r�esoluble au voisinage ensemble

quelconque E1 de E2, si l'on partage E2 �etroitement, ce probl�eme reviendra

r�esoluble au voisinage de chaque Ai, et par suite pour �1 et pour �2 (o�u

on peut r�eduire le raisonnement, par exemple, encore au lemme de Borel{

Lebesgue); tout probl�eme (C1) �etant r�esoluble pour E1 et cons�equemment

pour �0, d'apr�es lemme 3, le probl�eme (�) est r�esoluble pour l'ensemble

E2; et dont (F ) et E2 �etant quelconques, tout probl�eme (�) est r�esoluble au

voisinage de tout E2.

2Æ Probl�eme (C1). Choisissons un E2 et un probl�eme (C1) au voisi-

nage de ce E2 ci; on pourra alors supposer une des con�guration g�eom�etri-

ques ci-dessus telle que le probl�eme (C1) soit d�ej�a r�esolu au voisinage de �1

et pour �2; puisque le probl�eme (�) correspondant est r�esoluble pour �, et

que tout probl�eme (C1) est r�esoluble pour �0, d'apr�es les lemmes 1, 2, le

probl�eme (C1) est r�esoluble pour 1'ensemble E2; et dont (C1) et E2 �etant

arbitraire, le probl�eme (C1) est toujours r�esoluble au voisinage de E2.

Et ainsi de suite, et on atteindra �nalement que : Les probl�emes (C1); (�)

seront toujours r�esolubles au voisinage du polycylindre ferm�e, pourvu que

le probl�eme (K) soit toujours r�esoluble; et d'o�u il s'ensuit imm�ediatement

le r�esultat interm�ediaire suivant :

Les probl�emes (C1); (C2); (E) et (L) au voisinage du polycylindre ferm�e

sont toujours r�esolubles, pourvu que le probl�eme (K) soit toujours r�esoluble.

5. Th�eor�eme du reste. Nous allons nous fournir le lemme suivant :

Th�eor�eme du reste. Consid�erons �a l'espace (x1; x2; : : : ; xn; y) un do-

maine de la forme [D; (C)], dont D est un domaine (univalent et �ni) �a

l'espace (x), et (C) un cercle sur le plan y. Concevons dans [D; (C)] une

fonction holomorphe F (x; y) telle que pour tout point (x0) de D l'�equation

F (x0; y) = 0 ait � racines dans (C), dont � est un nombre �ni ind�ependant
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de (x0). Nous disons alors que toute fonction holomorphe f(x; y) dans

[D; (C)] peut y se repr�esenter de la forme

f(x; y) = f0(x; y) + '(x; y)F (x; y);

o�u f0 et ' sont des fonctions holomorphes, et sp�ecialement la fonction f0

est un polynome par rapport �a y, elle est identiquement nulle si � = 0, et si

non elle est �� 1 au plus en degr�e par rapport �a y; nous disons encore que

elle est unique.

Nous commen�cerons par nous assurer l'unicit�e de f0. Si � = 0, on a

f0 = 0; supposons donc � > 0. Dans ce cas, s'il y avaient f0 et f 00, on aurait

(f0 � f
0

0) � (' � '0)F = 0

identiquement, ' et '0 �etant des fonctions holomorphes dans [D; (C)]; or,

puisque pour un point (x0) de D l'�equation F (x0; y) = 0 a � racines dans

(C), si l'on d�esigne comme f0 � f 00 =  , l'�equation  (x0; y) = 0 aurait

au moins � racines dans (C), or, comme la fonction  est un polynome

par rapport �a y de degr�e � � 1 au plus, elle serait n�ecessairement nulle

identiquement; c'est-�a-dire f0 = f 00.

Nous envisagerons la forme de F (x; y). Marquons arbitrairement un

point (�) dans D; lorsque (x) est au voisinage de (�) et y dans (C), on aura,

grâce �a Weierstrass,

F (x; y) = !(x; y)F0(x; y);

o�u ! et F0 sont des fonctions holomorphes, ! ne s'annule jamai et

F0 = y� + �1(x)y
��1 + � � �+ ��(x) (� � 0);

�i(x) (i = 1; 2; : : : ; �) �etant des fonctions holomorphes; or, puisque telle

expression de F est visiblement unique, elle subsiste globalement pour

[D; (C)].

Nous examinerons la condition particuli�ere dans laquelle on a suppos�e

que l'�equation F (x0; y) = 0 ait toujours le même nombre (�ni) de racines

dans (C) :

Dans l'espace des deux variables complexes x; y, concevons F = y � x,

f(x; y) = f(y), dont f(y) est une fonction holomorphe de la seule variable

y ayant le cercle jyj < 1 pour son propre domaine d'holomorphie; si l'on

choisit le cercle comme (C), la condition ne subsistera que pour jxj < 1.

D �etant un domaine (connexe) sur le plan x s'�etendant simultan�ement �a
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l'ext�erieure et �a l'int�erieure du cerlce jxj < 1, supposons que l'on aurait

pour [D; (C)] la relation

f(y) = f0 + '(y � x);

f0 �etant une fonction holomorphe de x seul; pour x = y,

f(y) = f0(y)

contredisant la con�guration des domaines d'holomorphie.

La condition est donc in�evitable. Ceci est un des ph�enom�ene curieux que

l'on rencontrera dans le champ de fonctions analytiques, quand on quitte la

portion d'une seule variable.

Envisageons le cas d'une seule variable. Or ce n'est que le cas pour lequel

F (x; y) et f(x; y) sont des fonctions d'une seule variable y; la condition ci-

dessus est donc, toujours remplie; et le th�eor�eme restera subsister (s'il est

vrai pour plusieurs variables).

Nous allons maintenant d�emontrer la proposition. Supposons que

F = y� + �1(x)y
��1 + � � �+ ��(x) (� > 0);

�i(x) �etant des fonctions holomorphes dans D, et que (C) soit donn�e par

jyj < 1; on y aura alors,

f = �0 + �1y + �2y
2 + � � �+ �my

m +Rm;

avec Rm = �m+1y
m+1 + �m+2y

m+2 + � � � ;

o�u �i (i = 1; 2; : : :) sont des fonctions holomorphes des variables (x) dans

D; on a par suite dans [D; (C)],

(1) f(x; y) = Am(x; y)F (x; y) +Bm(x; y) +Rm(x; y);

dont Am(x; y) et Bm(x; y) sont des fonctions holomorphes, et sp�ecialement

Bm(x; y) et un polynome par rapport �a y de degr�e �� 1 au plus, que nous

d�esignerons par

Bm(x; y) = 
(m)
1 y��1 + 

(m)
2 y��2 + � � �+ 

(m)
� ;


(m)
i (i = 1; 2; : : : ; �) �etant des fonctions holomorphes de (x) dans D; c'est

l'allure de la suite de fonctions Bm(x; y) (m = 0; 1; 2; : : :) qui est en question

lorsque m tend vers l'in�ni; et dont l'aÆxem sera abr�eg�ee, lorsqu'il est �x�e.

Pour un point d�etermin�e (x) du domaine D l'�equation F (x; y) = 0 a �

racines dans le cercle (C), que nous d�enotons par y1; y2; : : : ; y�; et substi-

tuant la racine yi (i = 1; 2; : : : ; �) �a y de la relation (1), on a

f(x; yi) �R(x; yi) = B(x; yi);
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que nous d�esignerons abr�eg�ement par Bi; on a alors,


(m)
1 y��1

i + 
(m)
2 y��2

i + � � �+ 
(m)
� = Bi (i = 1; 2; : : : ; �):

Nous avons ainsi � �equations par rapport �a � inconnues (1; 2; : : : ; �).

Consid�erons le d�eterminant

� =

����������

y��1
1 y��2

1 � � � 1

y��1
2 y��2

2 � � � 1

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

y��1
�

y��2
�

� � � 1

����������
;

et le d�eterminant �p en rempla�cant la p-i�eme colonne de � par (B1; B2;

: : : ; B�) (p = 1; 2; : : : ; �), par exemple,

�� =

����������

y��1
1 y��2

1 � � � B1

y��1
2 y��2

2 � � � B2

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

y��1
� y��2

� � � � B�

����������
:

Supposons F (x; y) sans facteur multiple. La vari�et�e analytique

F (x; y) = 0;
@

@y
F (x; y) = 0

est alors �a (n� 1) dimensions complexes; et de plus, d'apr�es la forme de F ,

la projection S de la vari�et�e sur 1'espace (x) (c'est-�a-dire, l'ensemble de (x0)

tel que (x0; y0) soit un point de la vari�et�e, dont y' est une valeur convenable)

est une surface caract�eristique. Pour tout point (x) de D, ext�erieur �a S,

puisque les racines yi (i = 1; 2; : : : ; �) de l'�equation F (x; y) = 0 sont toutes

di��erentes, on a � 6= 0, et par suite

(2) i = �i=� (i = 1; 2; : : : ; �):

Nous allons �evaluer la valeur absolute de (m)
i (x) (i = 1; 2; : : : ; �), en

faisant �a m tendre vers l'in�ni. Consid�erons d'abord un ensemble ferm�e E

contenu dans D sans contenir aucun point de S, mais d'ailleurs quelconque;

le d�eterminant � est ind�ependant de m, il admet une borne inf�erieure en

valeur absolue di��erente de z�ero sur E; quant �a �(m)
i , la fonctionB(m)(x; yi)

(i = 1; 2; : : : ; �) poss�edant visiblement une borne sup�erieure ind�ependante

de m en valeur absolue sur E, �
(m)
i l'est aussi; d'apr�es la relation (2),


(m)
i (x) l'est donc aussi. Consid�erons ensuite un ensemble ferm�e quel-

conque E0 dans D; puisque S n'est qu'une surface caract�eristique, et que


(m)
i (x) sont des fonctions holomorphes, du r�esultat pour E il s'ensuivra

imm�ediatement le même r�esultat pour E0.
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La suite de fonctions B(m)(x; y) (m = 0; 1; 2; : : :) forme donc une famille

normale dans D; soit Bpi ; (i = 1; 2; : : :) une suite partielle admettant la

limite B0; elle est une fonction holomorphe des variables (x; y) dans D, elle

est un polynome par rapport �a y en degr�e � � 1 au plus; or, d'apr�es la

relation (1), on a

f = ApiF + Bpi +Rpi (i = 1; 2; : : :);

dans laquelle, lorsque i tend vers l'in�ni, Bpi tend vers B0 et Rpi vers 0,

Api tend donc vers une limite A0(x; y) dans [D; (C)]; elle est m�eromorphe

et certainement r�eguli�ere en dehors de F = 0; Api �etant holomorphe dans

[D; (C)]; A0(x; y) est donc une fonction holomorphe dans [D; (C)] (d'apr�es

le meême mode de raisonnement que ci-dessus, ou grâce �a la th�eorie de

familles normales); et on aura la relation voulue

f(x; y) = B0(x; y) + A0(x; y)F (x; y);

lorsque F (x; y) n'ait pas de facteur multiple.

Envisageons ensuite le cas contraire; t �etant une variable complexe, con-

cevons

�(x; y; t) = F (x; y) + t jtj < �;

la fonction � est �evidemment sans facteur multiple, elle est de la forme

�(x; y; t) = y� + a1(x; t)y
��1 + � � �+ a�(x; t) (� > 0);

quant au nombre de racines de l'�equation �(x0; y; t0) = 0, �etant donn�e un

domaine born�e D0 tel que D0
b D, mais d'ailleurs quelconque, on peut

�evidemment choisir � suÆsamment petit de fa�con que pour tout point (x0; t0)

dans (x) 2 D0; jtj < �, l'�equation ait � racines dans (C). La fonction

�(x; y; t) satisfait ainsi la condition de la proposition pour [(x) 2 D0; jtj <

� : jyj < 1] et de plus elle est sans facteur multiple; d'apr�es ce que nous

venons de voir, on y a donc, identiquement

f(x; y) = G(x; y; t) +H(x; y; t)�(x; y; t);

dont G et H sont des fonctions holomorphes, et sp�ecialement G est au plus

�egale �a �� 1 en degr�e par rapport �a y.

Posons t = 0, et on a

f(x; y) = G(x; y; 0) +H(x; y; 0)F (x; y; );

c'est la relation voulue pour [D0; (C)]; dont D0 �etant quelconque et telle

expression pour f �etant unique, la relation subsiste pour [D; (C)]. C.Q.F.D.
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6. R�esolution du probl�eme local (K). Nous nous d�evouerons

maintenant au probl�eme (K).

1Æ Consid�erons �a un espace (�ni) (E) d'un nombre �ni de variables

complexes un domaineD, p fonctions holomorphesF1; F2; : : : ; Fp di��erentes

de z�ero dans D et un point P quelconque de D, et donc le probl�eme (K) de

(F ) en P .

Supposons l'�equation fonctionnelle

(1) A1F1 +A2F2 + � � �+ApFp = 0

admettant en P (c'est-�a-dire, au voisinage de P ) la solution formulaire

(2) Ai = Ci1�i1 + Ci2�i2 + � � �+ CiN�iN (i = 1; 2; : : : ; p);

avec quelque identit�es parmi (C)

dans laquelle nous supposerons encore Cij (i = 1; 2; : : : ; N ) tous di��erents,

puisque, si non, on pourra facilement d�eformer l'expression pour être ainsi.

Dans ces circonstances, si 1'on pose C11 = 1 et que tous les autres Cij,

soient nuls, on aura A1 = �11; la fonction �11 appartient donc �a 1'id�eal (I1)

en P ; pareillement, il en est de même pour les autres �1i (i = 2; 3; : : : ; N );

ensuite, pour toute fonction A1 appartenant �a (I1) en P , on y a (A1) �

(�11; �12; : : : ; �1N); le syst�eme de fonctions (�1) donne donc les pseudobases

de l'id�eal (I1) au voisinage de P , c'est-a-dire, le probleme (K) est r�esolu.

Nous appellerons donc :

Probl�eme (�) Trouver une solution formulaire de l'�equation fonction-

nelle (1) au voisinage d'un point P du domaine D.

Nous venons de voir qu'il nous suÆt de r�esoudre la probl�eme (�); c'est

exclusivement en ce forme que nous traiterons le probl�eme dans la suivante.

2Æ Observons (E) �a une dimension complexe. Consid�erons 1'espace

(E), pour être trac�e par la variable complexe x et le point P comme être

ramen�e �a 1'origine. Parmi les fonctions F1(x); F2(x); : : : ; Fp(x), s'il y a une

qui ne s'annule pas �a l'origine, par exemple, si

Fp(0) 6= 0;

on aura 8<
:

Ai = Ci (i = 1; 2; : : : ; p� 1);

Ap =
�1

Fp
(C1F1 + C2F2 + � � �+Cp�1Fp�1)

pour solution formulaire de l'�equation (1) �a l'origine.
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Supposons donc,

F1(0) = F2(0) = � � � = Fp(0) = 0:

Dans ce cas, il existe visiblement un nombre m tel que toutes les fonctions

Fi(x) soient divisibles par xm �a l'origine et que parmi elles il y ait au moins

une, soit Fp(x) par exemple, qui n'est pas divisible par xm+1, la solution

formulaire ci-dessus reste donc subsister.

Le probl�eme (�) est ainsi r�esoluble pour l'espace (E) �a une dimension

complexe; il nous suÆt donc de le r�esoudre pour (E) �a (n + 1) dimensions

complexes, en supposant le probl�eme r�esolu pour (E) �a moindres dimensions

complexes.

3Æ Repr�esentons 1'espace (E) par (x1; x2; : : : ; xn; y) et ramenons le

point P �a 1'origine; et cela de fa�con que

Fi(0; y) 6� 0 (i = 1; 2; : : : ; p);

L'�equation Fi(0; y) = 0 admet pour y = 0 �i racines (�i � 0); parmi ces

�i (i = 1; 2; : : : ; p), s'il existe un qui est nul, soit par exemple �p = 0;

ceci signi�ant Fp(0; 0) 6= 0, l'�equation fonctionnelle (1) admettra �a l'origine

une solution formulaire de la même forme qu'au cas de n = 1; supposons

donc � �i > 0 (i = 1; 2; : : : ; p); nous d�esignerons abr�eg�ement �p = �, en

supposant �i � � (i = 1; 2; : : : ; p� 1):�

Tra�cons sur le plan y un petit cercle (C0) autour de l'origine, et �a l'espace

(x) un polycylindre (C) autour de l'origine suÆsamment petit en compara-

ison de (C0); les fonctions Fi(x; y) seront alors holomorphes dans le poly-

cylindre [(C); (C0)], et encore, grâce �a Weierstrass. elles se repr�esenteront

dans le polycylindre de la forme

Fi(x; y) = 
i(x; y)�i(x; y) (i = 1; 2; : : : ; p);

avec �i(x; y) = y�i + ai1(x)y
�i�1 + � � �+ ai�i

(x);

dont aij(x) (i=1; 2; : : : ; p; j =1; 2; : : : ; �i) sont des fonctions holomorphes

et 
i(x; y) est une fonction holomorphe non-nulle et de plus �l'�equation

�i(x
0; y) = 0 admettra pour tout point d�etermin�e (x0) dans (C), �i racines

dans (C0), et par suite, elle n'admettra aucune racine �a l'ext�erieur de (C0)

ni sur la circonf�erence.�

Consid�erons l'�equation fonctionnelle

(A) B1�1 + B2�2 + � � �+Bp�p = 0;
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(B) �etant des fonctions inconnues. Supposons la solution formulaire (2) de

l'�equation (1), et nous disons alors que l'�equation (A) admette en l'origine

une solution formulaire de la forme,

(B) Bi = 
i(Ci1�i1 + Ci2�i2 + � � �+ CiN�iN ) (i = 1; 2; : : : ; p);

avec le mm̂e syst�eme d'identit�es parmi (C) que (2):

En e�et, consid�erons une solution [B(x; y)] de l'�equation (A) en un point

Q au voisinage de l'origine, mais d'ailleurs quelconque, commeFi = 
i�i, et

cons�equemment AiFi = (Ai
i)�i, le syst�eme de fonctions (B1=
1; B2=
2;

: : : ; Bp=
p) satisfait l'�equation �a (1) en Q; il est donc repr�esent�e de la

forme (1) en Q; et par suite le syst�eme de fonctions (B) est repr�esent�e

de la forme (B) en Q. Consid�erons r�eciproquement une combinaison de

fonctions holomorphes (C) en un point Q au voisinage de l'origine, mais

d'ailleurs quelconque, et consid�erons le syst�eme de fonctions (B) d'apr�es (B);

le syst�eme de fonctions (B1=
1; B2=
2; : : : ; Bp=
p) remplit alors l'�equation

(1) en Q; puisque (Bi=
i)Fi = Bi
i, le syst�eme (B) remplit l'�equation

(A) en Q. L'expression (B) donne donc une solution formulaire de (A) en

l'origine.

Dans le mode de raisonnement ci-dessus, les �equations (1) et (A) sont vis-

iblement r�eversibles; pour r�esoudre le probl�eme (�) �a l'origine pour l'�equation

(1), il nous suÆt donc de la faire pour l'�equation (B).

4Æ Nous supposerons donc que, dans l'�equation fonctionnelle

(1) A1F1 + A2F2 + � � �+ ApFp = 0;

les fonctions F1; F2; : : : ; Fp jouissent de la même propri�et�es qu'aux fonc-

tions �1;�2; : : : ;�p par rapport au polycylindre [(C); (C0)]; notre but est

la solution formulaire

(2) Ai = Ci1�i1 + Ci2�i2 + � � �+ CiN�iN (i = 1; 2; : : : ; p);

avec quelques identit�es parmi (C);

de l'�equation (1) ci-dessus, au voisinage de l'origine.

Consid�erons une solution (A) de l'�equation (1) en un point (x0; y0) du

polycylindre [(C); (C 0)]; tra�cons un petit cercle (0) autour de y0 dans (C0),

et un polycylindre () autour de (x0) dans (C), suÆsamment petit en com-

paraison de (0); les fonctions Ai(x; y) (i = 1; 2; : : : ; p) seront alors holo-

morphes dans le polycylindre [(); (0)], et l'�equation Fp(x0; y) = 0 admet-

tra pour tout (x0) dans () le même nombre � de racines dans (0), dont
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0 � � � �; en l'appliquant le th�eor�eme du reste, on aura pour [(); (0)],

(A)

8<
:
Ai = A0

i + �iFp (i = 1; 2; : : : ; p� 1);

Ap = A0
p � (�1F1 + �2F2 + � � �+ �p�1Fp�1)

o�u A0
p est pos�e d'être ainsi, A

0
i et �i (i = 1; 2; : : : ; p� 1) sont des fonctions

holomorphes de (x; y) et sp�ecialement les fonctions A0
i sont identiquement

nulles si � = 0, et si � > 0 elles sont au plus �egales �a �� 1 en degr�e; A0
p est

par suite une fonction holomorphe dans [(); (0)]; le syst�eme de fonctions

(A0) ainsi choisi donne une solution de l'�equation (1) dans [(); (0)], puisque

(A) est une solution en (x0; y0); A0
i (i = 1; 2; : : : ; p�1) sont des polynomes

par rapport �a y, et pour A0
p, on a

A0
pFp = �; � = �(A0

1F1 + A0
2F2 + � � �+ A0

p�1Fp�1);

A0
p est donc une fonction rationnelle par rapport �a y.

Or, la fonction Fp(x; y) ne s'annule pas, lorsque (x) soit dans () et y

soit sur la circonf�erence 0; si � > �, elle se d�ecompose donc, comme

Fp = F 0 � F 00;

o�u F 0 et F 00 sont des polynomes par rapport �a y, dont les coeÆcients sont

des fonctions holomorphes des variables (x) dans (), et sp�ecialement les

coeÆcients des plus hautes puissances de y sont �egaux �a 1, et tels que (x0)

�etant un point d�etermin�e quelconque dans (), l'�equation F 0(x0; y) = 0

n'ait de racine que dans le cercle (0) et que l'�equation F 00(x0; y) = 0 n'ait

de racine qu'�a l'ext�erieur du cercle; nous convenons lorsque � = � que

F 0 = Fp; F
00 = 1. La fonction �(x; y) est alors divisible par F 0(x; y),

pusique A0
p(x; y) est holomorphe dans [(); (0)]; posons donc,

(B) Bi = F 00A0
i (i = 1; 2; : : : ; p);

Bp deviendra alors un polynome par rapport �a y, holomorphe pour (x) 2

(); il en est �a priori de même pour les autres Bi; le syst�eme de fonctions

(B) satisfait �a l'�equation (1) pour [(); (0)], et par suite pour (x) 2 ().

Posons encore

(C)

8<
:
Bi = B0

i + �iFp (i = 1; 2; : : : ; p� 1);

Bp = B0
p � (�1F1 + �2F2 + � � �+ �p�1Fp�1);

dont B0
i et �i (i = 1; 2; : : : ; p � 1) sont des polynomes par rapport �a y,

holomorphes pour (x) 2 (), et sp�ecialement B0
i sont au plus �egaux �a �� 1

en degr�e; la fonction B0
p ainsi pos�ee, est donc un polynome par rapport �a
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y, holomorphe pour (x) 2 (); le syst�eme de fonctions (B0) satisfait encore

�a 1'�equation (1) pour (x) 2 (); B0
p satisfait donc �a la relation

B0
pFp = 	; 	 = �(B0

1F1 + B0
2F2 + � � �+B0

p�1Fp�1);

dont 	 est au plus �egale �a 2� � 1 en degr�e par rapport �a y, puisque �i �

� (i = 1; 2; : : : ; p�1); B0
p est donc au plus �egale �a ��1 en degr�e par rapport

�a y.

Nous avons ainsi vu que, �etant donn�ee l'�equation fonctionnelle (1) jouis-

sant de la propri�et�e indiqu�ee, �a toute solution (A) pour un point (x0; y0)

quelconque de [(C); (C 0)], il correspond une solution (B0) pour le point

(x0; y0), consistant des polynomes par rapport �a y de degr�e (�� 1) au plus,

de fa�con que la correspondance soit donn�ee par les trois relations (A); (B)

et (C).

La r�eunion des trois relations est de la forme,

(D)

8<
:
Ai = ÆpB

0
i + ÆiFp (i = 1; 2; : : : ; p� 1);

Ap = ÆpB
0
p � (Æ1F1 + Æ2F2 � � �+ Æp�1Fp�1);

dont

Æi = �i +
�i
F 00

; Æp =
1

F 00
;

(Æ) sont donc des fonctions holomorphes dans [(); (0)].

Consid�erons �a nouveau l'�equation fonctionnelle (1); [(x) 2 (C0); y 2

(C0

0)] �etant un polycylindre autour de 1'origine contenu dans le polycylindre

[(C); (C0)], mais d'ailleurs quelconque, pour l'expression

(3) B0
i = Ci1�i1 + Ci2�i2 + � � �+CiN�iN 0 (i = 1; 2; : : : ; p);

avec quelques identit�es parmi (C);

�ij (i = 1; 2; : : : ; p; j = 1; : : : ; N 0) �etant des fonctions holomorphes des

variables (x; y) dans le polycylindre [(C0); (C
0

0)] supposons les propri�et�es

suivantes :

1Æ Consid�erons une solution (B0) de l'�equation (1) consistant des poly-

nomes par rapport �a y de degr�e ��1 au plus, holomorphes en un point (x0)

dans (C0), mais d'ailleurs quelconque; (B0) se repr�esente alors de la forme

(3) en tout point tel que (x) = (x0); y 2 (C0

0) (dont (C) �etant des fonctions

holomorphes convenables, respectant naturellement les identit�es indiqu�ees).

2Æ Consid�erons des fonctions (C) holomorphes en un point (x0; y0) de

[(C0); (C
0

0)] (respectant naturellement les identit�es indiqu�ees), mais d'ailleurs

quelconque; le syst�eme de fonctions (B0) correspondant satisfait alors en

(x0; y0) �a 1'�equation (1).
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Et nous appellerons pour le moment tout expression de ce caract�ere

solution formulaire conditionnelle, et (B0) solution sp�eciale.

Supposons maintenant la solution formulaire conditionnelle (3) ci-dessus;

et nous disons que la r�eunion de (3) et la relation (D) donne une (vraie)

solution formulaire de l'�equation (1) dans le polycylindre [(C); (C0

0)], en

regardant Æi (i = 1; 2; : : : ; p � 1) et "ij = (ÆpCij) (i = 1; 2; : : : ; p; j =

1; 2; : : : ; N 0) pour être les fonctions inconnues ind�ependantes.

En e�et, la r�eunion prend la même forme que (2), dont le noyau con-

siste des fonctions d�etermin�ees (F ) et (�), holomorphes dans [(C0); (C0

0)].

Consid�erons une solution (A) de 1'�equation (1) en un point (x0; y0) de

[(C0); (C
0

0)], mais d'ailleurs quelconque; alors, d'apr�es ce que nous venons de

voir, la solution est repr�esent�ee par la r�eunion. Consid�erons r�eciproquement

des fonctions holomorphes (Æ; ") en un point (x0; y0) de [(C0); (C0

0)], mais

d'ailleurs quelconques; et en substituant ce (") �a (C) de (3), formons un

syst�eme de fonctions (B0); il satisfait alors �a 1'�equation (1) pour (x0; y0).

Or, entre ce syst�eme (B0) et le syst�eme (A) correspondant aux fonctions

(Æ; ") d'apr�es la r�eunion, il y a une des relations (D), dans laquelle Æp =

1; (B0) satisfaisant �a l'�equation (1) pour (x0; y0), (A) l'est aussi. C.Q.F.D.

Il nous suÆt donc de dire que l'�equation fonctionnelle (1) jouissant de la

propri�et�e indiqu�ee admette une solution formulaire conditionnelle au voisi-

nage de l'origine.

5Æ (B0) �etant une solution sp�eciale de 1'�equation (1) en un point (x0)

de (C), on a

(A) B0
1F1 + B0

2F2 + � � �+B0
pFp = 0;

soient
8<
:
B0
i = �i0y

��1 + �i1y
��2 + � � �+ �i��1

Fi = fi0y
� + fi1y

��1 + � � �+ fi� (i = 1; 2; : : : ; p);

(�) et (f) �etant des fonctions holomorphes des variables (x) au point (x0);

on a alors,

X
B0
i Fi = �0y

2��1 +�1y
2��2 + � � �+�2��1 (i = 1; 2; : : : ; p);
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o�u 8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�0 =
P
�i0fi0;

�1 =
P
�i0fi1 +

P
�i1fi0;

�2 =
P
�i0fi2 +

P
�i1fi1 +

P
�i2fi0;

� � � � � � � � �

�2��1 =
P
�i��1fi�;

la relation (A) est donc �equivalentes �a la relation suivante;

(B) �0 = 0; �1 = 0; �2 = 0; : : : ; �2��1 = 0:

Dans la relation (B); (f) sont des fonctions holomorphes d�etermin�ees

dans (C); si l'on regarde (�) pour être fonctions inconnues, (B) deviendra

un syst�eme d'�equations fonctionnelles (lin�eaires homog�enes) simultan�ees,

et pour lequel le syst�eme de fonctions (�) actuel donnera une solution en

(x0; y0). Or ce syst�eme d'�equations simultan�ees, �etant consid�er�e �a l'espace

(x), admettra une solution formulaire en tout point de (C), comme nous

le verrons plus tard, grâce �a l'hypoth�ese que le probl�eme (�) soit toujours

r�esoluble �a l'espace (E) de moindres dimensions.

Supposons donc la suivantes : au syst�eme d'�equations fonctionnelles

simultan�ees (B), il correspond l'expression

(C) �ij=
X

�ijk�ijk (i=1; : : : ; p; j=0; : : : ; ��1; k=1; : : : ; �)

avec quelques identites parmi (�);

dont �ijk sont des fonctions d�etermin�ees holomorphes dans un polycylindre

(C0) contenu dans (C), et qui jouit de la propri�et�e suivante :

1Æ Toute solution (�) de l'�equation (B) pour un point (x0) quelconque

de (C0) est repr�esent�ee de la forme (C) en (x0).

2Æ A toute combinaison de fonctions holomorphes (�) en un point

(x0) quelconque de (C0), le syst�eme de fonctions (�) correspondant remplit

l'�equation (B) en (x0).

En substituant �ij de (C) �a B0
i , on obtient :

(D) B0
i =

X
�i0k(�i0ky

��1) +
X

�i1k(�i1ky
��2) + � � �

+
X

�i(��1)k(�i(��1)k) (i = 1; 2; : : : ; p; k = 1; 2; : : : ; �)

avec le même syst�eme d'identite's parmi (�) qu'�a (C);

dont (�ioky��1); : : : sont des fonctions d�etermin�ees holomorphes dans (C0),

que nous regarderons comme noyau, et (�) comme fonctions inconnues.
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Consid�erons une solution sp�eciale de l'�equation (1), dont les fonctions

sont holomorphes en un point (x0) dans (C0), mais d'ailleurs quelconque;

puisque cela veut dire que le syst�eme (�) correspondant satisfait au syst�eme

d'�equations simultan�ees (B) en (x0), (�) se repr�esente de la forme (C) en

(x0); et par suite, (B0) se repr�esente de la forme (D) en tout point de la

forme (x0; y).

Consid�erons r�eciproquement des fonctions holomorphes (�) en un point

(x0; y0) tel que (x0) 2 (C0), mais d'ailleurs quelconque; formons par (D) le

syst�eme de fonctions holomorphes (B0) des variables (x; y) en (x0; y0); et

nous nous demanderons si (B0) satisfait �a l'�equation (A) en (x0; y0). Or ceci

est visiblement �equivalent de former le syst�eme de fonctions holomorphes

(�) des variables (x; y) en (x0; y0) par (C) avec la même combinaison de

fonctions (�), et de se demander si ce (�) remplit le syst�eme d'�equations

simultan�ees (B); nous envisagerons donc le probl�eme-ci :

En substituant dans (C) le d�eveloppement de (�) en s�eries de puis-

sances de (y � y0), on a le d�eveloppement de (�); et en substituant ce

d�eveloppement-ci dans �i (i = 0; 1; : : : ; 2� � 1) du syst�eme d'�equations

simultan�ees (B), on obtient les d�eveloppements de �i; et dont tous les co-

eÆcients sont visibleinent nuls identiquement; �i le sont donc aussi.

L'expression (D) donne donc une solution formulaire conditionnaire de

l'�equation fonctionnelle pour [(C0); (C
0)]. Il ne nous reste donc qu'a montrer

l'existence de la solution formulaire (C) du syst�eme d'�equations fonction-

nelles simultan�ees (B).

6Æ Consid�erons �a nouveau dans l'espace (x) un domaine D, et dans

lequel des fonctions holomorphes Aij(x) (i = 1; 2; : : : ; q; j = 1; 2; : : : ; p)

(dont quelqu'unes peuvent s'annuler identiquement) ; et consid�erons le

syst�eme d'�equations fonctionnelles (lin�eaires homog�enes) simultan�ees

(1)

8>>>>>><
>>>>>>:

A11F1 +A12F2 + � � �+ A1pFp = 0

A21F1 +A22F2 + � � �+ A2pFp = 0

� � � � � � � � �

Aq1F1 + Aq2F2 + � � �+AqpFp = 0

avec quelques identit�es parmi (A);

dont (A) sont des fonctions inconnues; parmi eux il existe en g�en�eral quelques

identit�es (sans cela, ce syst�eme se r�eduira �a q �equations isol�ees, et ceci

g�en�erera la conception dans laquelle les �equations (1) sont connexes ou non,

mais �ca nous est �egal). Tout syst�eme de fonctions holomorphes (A) (respec-

tant naturellement les identit�es indiqu�ees et) satisfaisant �a l'�equation (1)

sera appel�e sa solution.
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Consid�erons l'expression

(2) Aij =
X

Cijk�ijk (k = 1; 2; : : : ; �);

avec quelques identit�es parmi (C);

dont �ijk sont des fonctions d�etermin�ees holomorphes dans D, et Cijk sont

des fonctions holomorphes ind�etermin�ees; supposons la propri�et�e suivante :

1Æ Toute solution (A) de l'�equation (1) pour un point P quelconque

de D se repr�esente de la forme (2) en P (en choisissant convenablement le

syst�eme de fonctions holomorphe (A) en P respectant les identit�es).

2Æ A toute combinaison de fonctions holomorphes (C) (respectant les

identit�es) en P , il correspond par (2) une solution (A) de (1) pour P .

Nous appellerons alors, l'expression (2) d'être une solution formulaire

de l'�equation (1); nous nous proposons :

Probleme (M) Trouver une solution formulaire du syst�eme d'�equations

fonctionnelles simultan�ees (1) au voisinage d'un domaine ferm�e � contenu

dans D.

Et nous disons que le probl�eme (M) �a l'espace (x) est toujours r�esoluble,

pourvu que le probl�eme (�) au même espace soit toujours r�esoluble.

En e�et, prenons les premi�eres r �equations (r � q) des �equations (1)

avec les identit�es qui concernent ces �equations; ceci fera encore un syst�eme

d'�equations fonctionnelles simultan�ees, que nous d�esignerons par (Er).

(E1) n'�etant qu'une seule �equation fonctionnelle, le probl�eme (M) corre-

spondant est r�esoluble d'apr�es 1'hypoth�ese, il nous suÆt donc de r�esoudre

le probl�eme (M) pour (Er+1) (r + 1 � q) en supposant le probl�eme resolu

pour (E1); (E2); : : : ; (Er).

En remplaqant les lettres Ar+1;i; Fr+1;i (i = 1; 2; : : : ; p) de la derni�ere

�equation de (Er+1) par les nouvelles Bi;�i, on a

(3)

8>>>>>><
>>>>>>:

A11F1 +A12F2 + � � �+ A1pFp = 0

� � � � � � � � �

Aq1F1 + Aq2F2 + � � �+AqpFp = 0

B1�1 +B3�2 + � � �+ Bp�p = 0;

avec quelques identit�es parmi (A;B):

D'apr�es 1'hypoth�ese, (Er) admet la solution formulaire

(4) Aij =
X

Cijk	ijk (k = 1; 2; : : : ; �)
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avec quelque identites parmi (C);

(au voisinage de �); que nous substituons dans l'�equation

(5) B1�1 + B2�2 + � � �+Bp�p = 0;

dont nous allons expliquer pr�ecis�ement :

Consid�erons Bi (i = 1; 2; : : : ; p) pour être tout di��erents; et regardons

B1; si par exemple, B1 est ind�ependant de (A) de (Er) on conservera le

terme B1�1; possons �a B2, si par exemple, B2 = A1, on remplacera �a B2�2

X
C11k(	11k�2);

et ainsi de suite, et on aura �a la place de (5),

(6) B1�1 + C111(	111�2) + C112(	112�2) + � � � = 0;

que nous d�esignerons �a nouveau par

(7) D1X1 +D2X2 + � � �+DsXs = 0

o�u il y aura en g�en�eral quelques identit�es parmi (D) (et (X) sont des fonc-

tions d�etermin�ees holomorphes au voisinage de �).

C'�etant le cas de (E1), on trouve la solution formulaire suivante de

l'�equation (7) (au voisinage de �) :

(8) Di =
X

ij�ij (j = 1; 2; : : : ; �);

avec quelques identit�es parmi ():

Dans (8), chacun de (D) signi�e ou bien quelques (B) ou bien quelque

(C). Prenons en ordre chaque Aij , si ce n'est pas le cas o�u A = B, on con-

servera pour ce A-ci l'expression de (4), et au cas contraire, on substituera

dans 1'expression du A de (4) les expressions des Cijk qui le concernent, de

(8); ensuite pour (B), prenons en ordre chaque Bi, si l'on trouve ce B-ci

dans (8), on l'�ecrira, et si non, puisque c'est le cas de A = B, on r�ecrira pour

le B la nouvelle expression du A �ecrite ci-dessus; et on aura une certaine

expression; que nous d�esignerons �a nouveau par

(9)

8<
:
Aij =

P
Æijk�ijk

Bi =
P
Æ0ik�

0

ik (i = 1; : : : ; p; j = 1; : : : ; r; k = 1; : : : ; t);

avec quelques identit�es parmi (Æ; Æ0);

o�u (�; �0) signi�e le noyau et (Æ; Æ0) les fonctions inconnues, et parmi les

identit�es indiqu�ees, les unes viennent de (4), des autres viennnent de (8) et
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les troisi�emes ont lieu �a nouveau, Nous allons envisager le caract�ere de cette

expression.

Consid�erons une solution quelconque (A;B) de l'�equation (3) pour un

point quelconque P de �; (A), remplissant (Er), se repr�esente en forme (4)

pour P , et (B) satisfaisant �a (5), si l'on forme (D) suivant la r�egle expliqu�ee,

(D) satisfera �a (7) en P ; (D) se repr�esente par suite de la forme (8); (A;B)

se repr�esente donc de la forme (9) en P .

Consid�erons r�eciproquement une combinaison quelconque de fonctions

holomorphes (Æ; Æ0) en un point quelconque P de � et formons le syst�eme

de fonctions (A;B) correspondant d'apr�es (9); envisageons d'abord (A); la

partie de (9) repr�esentant (A), ayant �et�e form�ee en substituant (8) dans

(4), n'est qu'un cas sp�ecial de (4); (A) remplit donc (Er) en P ; il ne nous

reste qu'�a v�eri�er que (B) satisfasse �a (5) en P . Or la condition (7) �etant

un cas sp�ecial de la condition (5), si l'�equation (7) est remplie, l'�equation

(5) sera remplie �a fortiori; envisageons (9); dont la partie repr�esentant (B)

correspond �a (D) de (8) par une relation de la forme

B = B = D ou B = A =
X

C	 =
X

D	;

or, le (D) correspondant satisfait �evidemment �a (7), le (B) satisfait donc �a

(5), en P .

L'expression (9) est donc une solution formulaire de l'�equation (3) au

voisinage de �; le probl�eme (M) �a l'espace (x) est ainsi r�esoluble pour (Er+1)

sous l'hypoth�ese qu'il en soit ainsi pour (E1); (E2); : : : ; (Er); la proposition

est donc vraie.

L'hypoth�ese �a (6Æ) �etant ainsi dissouse, le probl�eme (K) est toujours

r�esoluble; et par suite au voisinage du polycylindre ferm�e, les probl�emes

(C1); (C2); (E); (L) et (M) sont r�esolubles.

7. Conclusions. Nous r�ep�eterons.

Th�eor�eme I. Etant donn�ees une combinaison de fonctions holomor-

phes [F1(x); F2(x); : : : ; Fp(x)] et une fonctipn holomorphe �(x) au voisi-

nage d'un polycylindre ferm�e � dans l'espace (x), de fa�con que �(x) � 0

mod (F ) en tout point de �, on peut choisir des fonctions Ai(x) (i =

1; 2; : : : ; p) holomorphes au voisinage de �, telles qu'on ait identiquement

�(x)=A1(x)F1(x)+A2(x)F2(x) +� � �+Ap(x)Fp(x):

(Polycylindre est un ensemble cylindrique dont les composantes sont des

cercles.)
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Th�eor�eme II. Etant donn�ee une combinaison de fonctions holomor-

phes (F1; F2; : : : ; Fp) au voisinage d'un polycylindre ferm�e �, s'il corre-

spond �a tout point P de � un polycylindre () autour de P , et une fonction

'(x) holomorphe dans (), de fa�con que pour toute paire de polycylindres

(0); (00) ayant l'intersection (Æ) les fonctions correspondantes '0(x); '00(x)

satisfassent �a '0(x)�'00(x) mod (F ) en tout point de (Æ), on pourra trou-

ver une fonction �(x) holomorphe au voisinage de � telle que �(x) � '(x)

mod (F ) en tout point P de �.

Th�eor�eme III. Dans la con�guration g�eom�etrique de th�eor�eme II, s'il

correspond �a tout () un syst�eme �ni de fonctions holomorphes (f), de fa�con

que pour toute paire (0); (00) les syst�emes correspondants (f 0); (f 00) soient

�equivalents en tout point de l'intersection (Æ), on pourra trouver un syst�eme

�ni de fonctions holomorphes (F ) au voisinage de �, tel que (F ) � (f) en

tout point P de A.

Th�eor�eme IV. Etant donn�ees des fonctions Fi(x) (i = 1; 2; : : : ; p)

holomorphes au voisinage d'un polycylindre ferm�e �, on peut trouver une

solution formulaire de l'�equation fonctionnelle A1F1+A2F2+� � �+ApFp =

0 au voisinage de �. Il en est de même pour les syst�emes d'�equations

fonctionnelles lin�eaires homog�enes simultan�ees.

Nous nous sommes restreint aux polycylindres ferm�es, puisqu'alors, en

vertu des propri�et�es intrins�eques, les probl�emes deviendront d'être r�esolus

pour les ensembles ferm�es moins restrictifs. Outre les th�eor�emes ci-dessus,

nous avons vu au No.5 le th�eor�eme du reste. Concernant ces th�eor�emes,

si nous esp�erons l'application suÆsante, nous serons oblig�es de l'�etudier

quantitativement.

Nous avons ainsi expliqu�e d'un côt�e des r�esultats. Nous allons parler de

l'autre côt�e, ou nous avons acquis le probl�eme :

Probl�eme (J) Pour les id�eaux de domaines ind�etermin�es, trouver les

pseudobases �nies locales.

Pour ce probl�eme, je ne sais presque rien, même quelle attitude sera

favorable pour l'�etudier. Seulement, on ne peut pas r�esoudre tous les

probl�emes �a la fois et sans condition, puisque nous avons vu un exemple

contraire au No.2.

Comme cas particulier de ce probl�eme, nous venons de r�esoudre le prob-

l�eme (K). Ceci a �et�e indispensable pour �etablir les th�eor�emes ci-dessus.

Nous reviendrons encore une fois �a ce probl�eme, et montrerons, pour les
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id�eaux g�eom�etriques de domaines ind�etermin�es, qu'il est r�esoluble sans con-

dition. Cela est indispensable �a nous, pour traiter les probl�emes depuis le

M�emoire I en admettant les points de rami�cations d'intervenir. Ces deux

exemples parlerons de 1'importance du probl�eme.

(Juillet 1948 �a Kimimura, Wakayama-Ken, Japon. Re�cu le 15 octobre, 1948.)

34


