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Introduction. 1. C’est le neuviéme d’une succession de Mémoires!,
dont le premier a été publié en 1936. Nous allons d’abord jeter un coup
d’oeil sur le terrain ou nous demeurons.

La théorie générale du prolongement analytique & une seule variable est
semblable & la plaine campagne; 14, on n’a pu trouver, malgré les nom-
breux efforts?, aucun fait en dehors des prévisions de la logique formelle.
Au contraire, le cas de plusieurs variables nous apparalt comme un pays
montagneux, trés escarpé.

En 1902, Fabry a remarqué que les rayons de convergence d’une série
double ne sont pas arbitraires; d’ou nous avons été conduits en 1906 par
Hartogs au fait tout fondamental et vraiment curieux que tout domaine
d’holomorphie est pseudoconvexe.

Désormais, un probléme découvert a nouveau donnait naissance a un
autre sur ce terrain jusqu’a 1932, dont la configuration d’accumulation
de difficultés, ainsi que le courant d’idées, est dessinée d’une facon trés
prononcée dans I’Ouvrage suivant :

Behnke—Thullen, Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Veran-
derlichen, 1934, ot les problémes principaux sont les suivants: probleme
inverse de Hartogs, premier et deuxieme probléemes de Cousin, probleme de

développement?.

1Tes Mémoires précédents sont : I Domaines convexes par rapport aux fonctions ra-
tionnelles, 1936, II Domaines d’holomorphie, 1937, III Deuxiéme probléeme de Cousin,
1939 (Journal of Science of the Hiroshima University). IV Domaines d’holomorphie et do-
maines rationnellement convexes, 1941, V L’intégrale de Cauchy, 1941 (Japanese Journal
of Mathematics). VI Domaines pseudoconvexes, 1942 (T6hoku Mathematical Journal).
VII Sur quelques notions arithmétiques, 1950 (Bulletin de la Société Mathématique de
France). VIII Lemme fondamental, 1951 (Journal of Mathematical Society of Japan).
(Rappelons la voie que nous avons suivie).

2Voir, par exemple, des beaux Mémoires de Denjoy (C. R., Paris).

3Voir pages 54, 68, 79 de 'Ouvrage. C’est vraiment grace & cet Ouvrage que nous
avons pu commencer nos recherches.



En 1935, Weil a fait un premier pas a la direction inverse, c’est-a-dire,
a la direction de résoudre des problémes, grace auquel les trois derniers des
problémes ci-dessus sont devenus résolubles pour les domaines convexes par
rapport aux fonctions rationnelles?.

(’est justement a ce temps et pour ces problemes; que nous avons com-
mencé nos recherches. Pour obtenir I'image vivante sur la transition de
problémes depuis 1934, il y a des Mémoires de Behnke-Stein que voici :

Analytische Funktionen mehrerer Veranderlichen zu vorgegebenen Null-
und Polstellenflachen, 1937°. Die Konvexitat in der Funktionentheorie
mehrerer komplexer Veranderlichen, 1940°. Die Singularitaten der ana-

lytischen Funktionen mehrerer Verinderlichen, 1952 7.

2. Dans le présent Mémoire, nous traiterons les problémes indiqués
plus haut, ainsi que les problemes arithmétiques introduits au Mémoire
VII, pour les domaines pseudoconvexes finis sans point critique intérieur;
dont la partie essentielle n’est pas différente de ce que nous avons exposé en
japonais en 19432,

On verra dans le Mémoire suivant que quand on admet les points cri-
tiques intérieurs, on rencontre & un probléme qui m’apparait extrémement
difficile (voir No. 23). C’est pour préparer des méthodes et pour éclaircir la
figure de la difficulté, que nous avons décidé a publier le présent Mémoire,
séparément®.

Ce Mémoire consiste en trois chapitres. Dans le Chapitre I, nous ad-
joidrons un complément quantitatif au lemme exposé au Mémoire VIII.
Dans le Chapitre II, nous préparerons le deuxieme lemme. Et dans le
Chapitre III, nous traiterons les problémes ci-dessus, en nous servant de

ces lemmes. (Précisément, voir Nos. 1, 7, 24.)

Chapitre I.  Complément du lemme.

1. Probléme. Nous voulons résoudre le probléme inverse de Har-

110.

togs sans faire appel a {intégrale de Weil™"; ce qui donne naissance a un

4 Avant lui, ces problémes n’étaient résolubles que dans les domaines cylindriques.

Voir : A, Welil, Sur les séries de polynémes de deux variables complexes, 1932 (C. R.,
Paris). A. Weil, L’intégrale de Cauchy et les fonctions de plusieurs variables, 1935 (Math.
Annalen).

5(Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vereinigung). Voir aussi : H. Cartan,
Note sur le premier probléme de Cousin, 1938 (C. R., Paris).

6 (Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg, VIII).

7(Nieuw Archief voor Wiskunde, Amsterdam).

8Voir la Note & I'Introduction de Mémoire VIII. Dans ce manuscrit-ci on trouve déja
les problémes (C1) (C2) (expricitement) et (E) (implicitement).

9¢ité plus haut.

10%oir : Mémoire VI et B. Chapitre III.



probléme, concernant le lemme établi au Mémoire précédent, comme ce qui

suilt :

& Dans le lemme du Mémoire VIII, on trouve qu’a toute fonction holo-
morphe u sur (R) au voisinage de Ay correspond une fonction holomorphe
F(xz,y) au voisinage de (Ag, By) telle que F' = uug sur ¥ et que FF =0

mod (@) globalement. Soit maintenant,
F=A0 + AP0+ -- -+ A,P,

identiquement, A; (i = 1,2, ..., p) étant des fonctions holomorphes au voisi-

nage de (A, Bp); supposons que
lu| < M pour Vp

ol Vj est un domaine (connexe ou non) tel que Ag @ V5 C (R), et M est un
nombre positif; et nous demanderons si ’on peut trouver A; (¢ = 1,2,..., )
dans la borne

|A;| < KM,

K étant une constante positive indépendante de u.>>

Nous allons le résoudre successivement, en inspectant les relations quan-

titatives des théoremes, qui composent le lemme.

2. Théoréme du reste. Commencons par le théoréme du reste, for-
mulé au No. 5 du Mémoire VII (dans la suivante, nous supprimerons le mot

< Mémoires>), comme suivante :

<& Considérons dans ’espace (x1, %2, ..., 2y, y) un domaine de la forme
[D, (C)], ot © est un domaine univalent (fini) de I’espace (), et (C') un
cercle du plan y; et considérons dans [©, (C)] une fonction holomorphe
F(z,y) telle que, pour tout point (z°) de @, I"équation F(2° y) = 0 ait A
racines dans (C'), A étant un entier fini indépendant de (z°). Alors, toute

fonction f(z,y) holomorphe dans [D, (C)] peut se mettre sous la forme

f($’y) = fO(x’y) +@($’y)F($’y)’

ol fy et ¢ sont holomorphes dans [©, (C)], fo étant un polynéme en y, de
degré au plus égal &4 A — 1 (identiquement nul si A = 0); en outre une telle

décomposition est unique.>>

Ce théoréme, dit & W. Riickert!!, a été examiné d’une maniére quanti-

tative par H. Cartan'?, dont nous formulons le résultat seul :

' Math. Annalen, 1933.
12H. Cartan, Idéaux de fonctions analytiques de n variables complexes, 1944. (Annales
de I’Ecole Normale, pages 192-194).



Soit (Cy) un cercle concentrique a (C) et contenu dans (C'); supposons
que toutes les A racines de F(z° y) = 0 restent dans (Co), (2°) étant un
point quelconque de ®. Alors, si |f| admet la borne supérieure M pour [D,
(O], on a

|fol < KM, lo| < KM

pour [, (Cy)], K étant une constante positive indépendante de f.
3. Probléme (C;p) local. 11 s’agit d’inspecter quantitativement le

probléme (Cy). Considérons-le d’abord, pour probléme local; et nous allons

montrer que :

«Aux fonctions holomorphes Fy, Fs, ..., F, dans un polycylindre (C),
lei| <R (i=1,2,...,n) al’espace (x)*3, il correspond une constante positive
r plus petite que R et une constante positive K qui jouissent du role suivant:

Etant donnée une fonction holomorphe f(z) dans (C) telle que f =0
mod (F) en tout point de (C') et que|f|< M pour (C) (M étant un nombre
positif); on peut trouver des fonctions holomorphes A;(x) (j=1,2,...,p)
dans le polycylindre (), |z;|<r (i=1,2,...,n) dans la borne

|A](l‘)| < KM
pour (7), de facon que Ion ait identiquement

f:A1F1+A2F2++Apr>>

Généralisons pour ’effet, le probleme (C1) comme ce qui suit :
< Etant donné un systéme des équations fonctionnelles simultanées,
(a) fi=AnlFin+ApFo+ -+ Al (1=1,2,...,q),

dont f;, Fj; (j=1,2,...,p) expriment les fonctions holomorphes données
dans un domaine @ sur l'espace (), et A;; représentent les fonctions incon-

nues, avec un certain nombre d’identités de la forme
Aij= A (1 Fk)

(i,k=1,...,¢;4,l=1,...,p), tel que ce systeme d’équations ait une solu-

tion (A) en tout point de D', trouver une solution pour ©. >

1380us le mot € polycylindre> & I'espace (z), nous entendons un ensemble de points
de la forme |acl'—x?| <r; (1=1,2,...,n), ((zo) étant un point déterminé et r; des nombres
positifs).

14Remarquons que, dans I’équation (a) (avec les identités), méme si f; = 0 mod
(F31,Fi2, ..., Fip) en tout point de D, on n’a pas nécessairement de solution locale; voir,
par exemple, r1 = Ay121 + A2, ¥2 = Az121 + Azowa, avec Ajp = Ass.



Arrangeons la forme de I’équation fonctionnelle. Soit, par exemple,
Ji=Ap P+ AaFra, fa= As1 oy + AsaFas,  avec Az = Asg.
Posons

@1 = 14, D15 = F19, ®13 =0,
@y =0, ®oy = oy, ®oz = Fo9;

I’équation fonctionnelle donnée se met alors, sous la forme

fi =B1®11 + B2P12 + B3Pys,
fo = B1®21 + BaPay + B3 Pas.

En appliquant cette méthode d’arrangement & 1’équation fonctionnelle de
la forme (a) (avec les identités données), nous pouvons toujorus la mettre

sous la forme
fZ:qu)21+BZq)z2++BT<I)”‘ (i:1a2a""q)’

ot (®j1, ®ja, ..., D) est égale & (Fj1, Fia, ..., Fip,0,...,0) aordre pres 1°.

Nous allons légitimer la proposition pour le probleme ainsi généralisé.
Comme la proposition est évidemment vrai pour (0, ¢), il suffit de la justifier
pour (n,q+1) et (n+1,1), en supposant qu’elle soit vraie pour tout (n', ¢')
tel que n>n'>0, ¢>¢' >0. Commengons par celui pour (n,q+1).

Considérons a 'espace (x1,22,...,2,) les équations fonctionnelles si-
multanées,

(1) fi :AlFi1+A2FZ’2+~~~—|—ApFZ'p (i: 1,2,... g+ 1),
dont f;, Fi; (j=1,2,...,p) sont les fonctions holomorphes données dans

le polycylindre (C), |zx] < R (k=1,2,...,n) et A; signifient les fonc-
tions inconnues; nous supposons que ’équation (1) ait des solutions en tout
point de ('), et nous sommes & trouver une solution pour le polycylindre
(), lzx|<r (k=1,2,...,n)dans la borne |A;(z)| < KM ol r(<R), K sont
des constantes positives indépendantes de f;,et M est la borne supérieure
de |fi(®)] pour (C), sous ’hypothese indiquée.

La proposition étant vraie pour (n, 1), d’apres ’hypothése, pour I’équation

fonctionnelle,

(2) Ji=A1 P+ AP + -+ Ap Py,

I5Par cette méthode d'arrangement seule, H. Cartan a beaucoup contracté notre
démonstration que le probléme (K) est toujours résoluble (VII, No. 6). Voir : H. Cartan,
Idéaux et modules de fonctions analytiques de plusieurs variables, 1950, (Bulletin de la
Société Mathématique de France).




il existe des constantes positives Ry (< R), K indépendantes de f; telles
que I'on puisse trouver des fonctions holomorphes AY(x) (i =1,2,...,p)

pour le polycylindre (C4), |zx|< Ry (k=1,2,...,n) dans la borne
|AY < K1 M,
de fagon qu’elles satisfassent identiquement & (2). Posons
B;i=A;,— A}  (i=1,2,...,p);
I’équation (2) devient alors, &
(3) BiFi1+ BaFio+ -+ By Fip = 0.

L’équation fonctionnelle (3) admet une solution formulaire dans tout
polycylindre A tel que A @ (C) (Théoréemes 4 et 3 de VII), de la forme

sulvante :
Bi=> Cyllyy  (i=1,....p;i=1,..7),

avec quelques identités de la forme C; = Cyy (1 £ k;i, k=1,...,p; j, 1 =
1

une solution formulaire de la forme,

, ..., 7). En appliquant la méme méthode d’arrangement, nous obtenons

Bi=) Cillyy  (i=1,...,p;j=1,...,7).

En substituant cette solution, ainsi que B; = A; —A?, dans

(4) =) AFy (=2 0+ Lk=1,..,p),

on a 1’équation fonctionnelle de la forme

(5) pi =Y Ci®y  (i=2,...,q+1;j=1,...,7),

dont ¢; = fi =Y  AVFix (k=1,2,...,p) et ®;; sont des fonctions holomor-
phes déterminées dans (C1), indépendantes de (f). Cela étant évidemment
le cas (n, ¢), il existe une solution de (5) jouissant de la propriété demandée;
il en est donc, de méme pour ’équation donnée (1).

Considérons ensuite, & ’espace (21, 2,...,%n,¥), le polycylindre (C),

|z | <R, lyl<R (i =1,2,...,n) et ’équation fonctionnelle
(6) =AM+ A F+ -+ AF,,

dont fet F; (j=1,2,...,p) représentent les fonctions holomorphes données
dans (C'), telles que f =0 mod (F) en tout point de (C'), et A; expri-

ment les fonctions inconnues; nous allons justifier la proposition pour cette



équation sous I’hypothse indiquée. Nous supposons que 'une au moins des
F; ne soit pas nulle identiquement (si non, il n’y a pas de probléme); soit
F1 (2, y) #0 identiquement, pour fixer I'idée. Grace & Weierstrass, nous pou-
vons regarder Fy(z,y) pour étre un polynéome de y tel que le coefficient de
la plus haute puissance de y soit 1 (en changeant (z,y) et R). Choisissons
trois nombres positifs p, p', p”’ tels que p < R, p"’ < p' < R, de fagon que,
pour tout (') dans le polycylindre A, |z;| < p (i = 1,2,...,n), 'équation
Fi(#',y) = 0 ait le méme nombre de racines dans le cercle (C*), |y| < p”,
et n’ait pas de racines sur p” <|y| <p'. Soit A le nombre de racines. Nous
pouvons toujours supposer que Fy soit de degré A par rapport a y, en nous
plagant toujours dans [A, (C)], (C’) représentant le cercle |y| < p'.

La fonction f(x,y) se met alors, d’aprés le théoréme du reste, sous la
forme f = fo+@F1, ou fy et ¢ expriment des fonctions holomorphes dans
[A, (C")], et specialement fy est un polynéme de y de degré A—1 au plus
(identiquement nul si A = 0), et de plus, si |f| < M pour [A,(C")], on
a |fo]l < KM, |p| < KM pour [A,(C")], K étant une constante positive
indépendante de f. Nous pouvons donc supposer que la fonction f de
I’équation (6) soit un polondéme de y de degré au plus égal & A—1 (supposons
dans la suivante que A > 0, puisque, si non, il n’y a pas de probleme).
Pareillement nous pouvons supposer que, les fonctions F (k=2,3,...,p)
de I’équation (6) soient des polynémes de degré au plus égal & A—1.

Nous considérons I’équation (6) pour [A, (C”)] dans ces conditions. Soit
Aj(z,y) (j=1,2,..., p) une solution de (6); nous Iappellerons, pour le
moment, solution spéciale, si toutes les fonctions A; sont des polynomes de
y de degré A—1 au plus. Le degré de A;(x,y) d’une solution spéciale est
nécessairement A — 2 au plus (si A =1, A; = 0).

Soit (zg) un point quelconque de A. L’équation (6) posséde une solu-
tion locale pour (z°,¢/), 3 étant un point quelconque de (C'); par suite,
d’aprés le théoréme 1 de VII, I’équation (6) posséde une solution pour un
certain voisinage de [(z°),(C”)]. De 14, grace aux conditions posées sur
I’équation (6), spécialement & celle de Fy, il s’ensuit que, pour tout point
(%) de A, I’équation (6) posséde une solution spéciale locale (en appliquant
le théoréme du reste a la solution précédente).

Posons

F=p1 ey T e,
Fi=y* 4+ 09" 4 B0y 24 4By, Ay =Byy 24 4By,
Fi:q)ilyA—l_i_q)izy)\—z_i_, . ._|_<I)Z.>\’ Ai:BilyA_l +Bi2y>\_2+' . '+BZ')\,

(i =12,3,...,p); alors, pour que (A) soit une solution spéciale de I’équation



(6), il faut et il suffit que (B) satisfasse aux équations fonctionnelles simul-

tanées suivantes :
() 0=Bo+> Bi®i1, 0=(Ba®1+Bs)+> (B ®ir+Bin®ir),...,

ox=Br®r+ > Budin, (i=2,3,...,p)

définies dans A. Les équations (7) possédent une solution locale en tout
point de A, puisque I’équation (6) posséde une solution spéciale locale pour
tout point de A. Donc, ceci est le cas (n, q); par suite d’aprés ’hypotheése,
il existe une solution en origine, satisfaisant & la condition démandée. Il en
est donc, de méme pour I’équation (6).

La proposition en question est donc vrai. Disant un mot, nous avons vu
que le probléme (Cy) général posséde toujours la solution locale satisfaisant

a la condition quantitative.

4. Probléme (Cy) global. 1l s’agit maintenant d’inspecter le probléme
(C1) de la maniére quantitative et globale. Pour cela, il faut continuer de
le traiter en forme générale.

Rappelons la configuration géométrique de No. 4 de VII :

& Prenons un cercle fermé (C;) dans chaque plan #; (i = 1,...,n) et
soit (C) le polycylindre fermé ayant pour composantes les (C;). Désignons
par Fy n’import quel point de (C).

Dans z,,, séparons les parties réelle et imaginaire, z, = X +1Y et con-
sidérons une droite de la forme z; = 2? (i=1,...,n—1), Y =Y? les 2!
étant des valeurs complexes et Y° une valeur réelle. Soit E; 'intersection
de cette droite et du polycylindre fermé (6) : F1 est un segment qui peut
étre réduit a un point.

Considérons de méme Ey, Ej3, . . .; la dimension réelle augmentant chaque
fois d’une unité, on terminera par Fs,. Fs, par exemple, est un ensemble
cylindrique fermé dont la composante dans le plan z; (i=1,2,... ,n—1) est

un point de (C}), et la composante dans le plan z, est (C,), et Ea, désigne

le polycylindre (C). >

Nous venons de voir que le probléeme (C;) (général et quantitatif) est

résoluble au voisinage de Ey; passons donc, au cas de Ey :

& Considérons un quelconque des ensembles E7, et désignons cet en-
semble par la méme lettre Fq; et nous pouvons supposer que c’est un vrai
segment.

La composante de F; suivant Iespace (21,...,%5_1) est un point que
nous désignons par ), et sa composante suivant le plan z, est un seg-

ment que nous désignons par [; [ est horizontal, son extrémité gauche sera



désigné par myg, son extrémité droite par mg, en introduisant ¢—1 points
mi,...,Mg_1 sur le segment, de gauche & droite. Soit /; le segment fermé
[mi—1,m;] ({=1,...,q). Soit, dans I’espace (x), M; ’ensemble cylindrique
(@, m;), et L; ’ensemble cylindrique (@, ;). Notons

L1UL3UL5U~~~:A1, LQUL4UL6U~~~:A2.
Alors,
A:Alqu, Ao:A10A2:M1UM2U~~~UM(1_1.>>

Considérons maintenant, dans un polycylindre (C’) concentrique & (C)

et contenant (C'), ’équation fonctionnelle,
(1) fZ:A1F21+A2FZZ++ApFZp (Z:1a2aap/)’

en supposant qu’elle ait une solution en tout point de (C”), (notations ayant
les significations usuelles). Comme ce probleme (C;) est résoluble (de la
maniére quantitative) en tout point de Fy, en prenant les segments {, (h =
1,2,...,q) suffisamment petits, nous pouvons le résoudre au voisinage de
chaque [ ; précisément, on peut tracer sur le plan x, un cercle «y autour
du milieu de lj, contenant {5, et & I’espace (21,...,2,-1) un polycylindre
(B) de centre @, d’une maniére indépendante de f;, de facon que, dans le
polycylindre (5, ap), il y ait des fonctions holomorphes A; (j=1,2,...,p)

satisfaisant aux identités (1) et aux conditions
|[4;] < K1 M

dans (8, a), dont K est une constante positive indépendante de f;, et M,
la borne supérieure de |f;| pour (C').

Soit ap Nepy1 = vn (h < q); considérons,

(B.01)U(B0z) U= Vi, (B,09) U (Boa) U= Vi

et notons, A; = A} pour Vi, Aj =AY pour Vs, Aj— A/ = Bj; nous avons
alors, identiquement sur Vo = Vi NVa = (8, v1) U (B, 72) U -U (8, v4=1);

(2) Blel+BZF22++BpFZp:0 (Z:1a2aap/)
Pour I’équation fonctionnelle (2), nous avons la solution formulaire,
(3) Bj:Zqu)jk (j:l,...,p;k’:l,...,p//)

pour un polycylindre (C*") concentrique a (C') et tel que (C) @ (C") & (C")
Théoreme 4 et 3 de VII; @, étant des fonctions holomorphes). Supposons
( ;P p pp

que Vo C (C").



Soient encore, Bj = A} — A, alors 'expression (3) donne un probleme
(C1) dans V, puisque B; sont des fonctions holomorphes dans Vj telles
que cette équation ait une solution (C') en tout point de V. Tragons, sur
le plan #, autour du point my (h = 1,2,...,¢—1), un cercle 5, et a
lespace (#1,22,...,2n—1) un polycylindre (') de centre @, de fagon que
dn @ va, (') €(F) et que, pour toutes fonctions holomorphes B; ayant la
propriété indiquée et satisfaisant a |B;| < M dans Vy, on puisse trouver des

fonctions holomorphes C; satisfaisant aux identités (3) et aux conditions
|Cr| < KoM

pour le polycylindre fermé (', d5), K2 étant une constante positive indépen-
dant de B; (et naturellement de M).

Considérons [intégrale de Cousin suivante!'®:

1 Ck(l‘l,... ,l‘n_l,t)
1 = — dt (h=1,2,... q—1
k() QWiZh:/dh P ( 29— 1),

ol dj, exprime le diamétre vertical de dp, sur lequel I'intégration est faite de
bas en haut (et ¢, ’'unité imaginaire).

Soit r un nombre positif plus petit que la moitié de la longueur de tout
dp; soit A D’ensemble des points sur le plan x, tels que les distances au
segment [ soient plus petites que r; partageons A par les diametres dp, de la
maniére suivante; soit A; la partie de A qui se situe a gauche de dy, soit As

celle entre dq et ds et ainsi de suite. Soient
/,L1:A1U/\3UA5U..., /,LQZAZUA4UA6U....

Dans cette configuration géométrique, 'intégrale I (z) donne une fonc-

tion holomorphe dans chacun des domaines (connexes ou non) (4, pg) (9 =

(9)

1,2), que nous dénotons par ¢,”’ (x); elles restent holomorphes en tout point
de [(8), (dp, N N)] (h=1,2,...,¢—1), de fagon que 1’on ait identiquement

2
e (@) - 97 (@) = Cula),
et encore on a évidemment
ol (2)] < KsM, | ()] < K3M,

ol K3 exprime une constante positive et M représente la borne supérieure
de |B;| pour Vq.

Posons maintenant,

v (@) = AV Fy + AP Foy 4 ADF, (i=1,2,...,0),

16 Nous venons d’appeler intégrale de Cousin toute intégrale de la forme ayant la pro-
priété et jouissant du role (Voir: Cousin, Acta Math., 1895).
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Fij = a(lg)F“ + a(zg)Fz’Z 4+t a}(}Q)Fi

- [Z@;(f’)@jk
i L&
G=1....pik=1,...p"

pour chaque (3, ug) respectivement (¢ = 1,2; A;l) = A;, A;Z) = A}’).

On trouve alors, 1/)2(9) = fi, al(»l) = al(»z) identiquement, par suite
fi=aifin+asFp+ -+ aplip (i=1,2,...,p)
identiquement pour (4, A), et encore que
la;| < KaM (j=1,2,...,p),

dont K4 représente une constante positive indépendante de f; et M signifie
le méme nombre que ci-dessus. Soit 7’ le plus petit des nombres, r et les
rayons de (7).

Nous avons ainsi vu que, étant donné un probléme (C;) général dans
le polycylindre (C”), on puisse trouver les constantes positives Ky et 7/,
indépendantes de (f), jouissant des roles indiqués; en autre mot, le probléme
(C1) général et quantitatif est toujours résoluble pour E;. En répétant le

meéme mode de raisonnement, on arrive au résultat suivant :

Etant données des fonctions holomorphes Fyq, Fia, ... Fyp et f; dans un

polyeylindre (C') a Uespace () telles que I’équation fonctionnelle,
fi=AF 4+ AsFo+ -+ A Fp (1=1,2,...,7)

ait une solution (A) en tout point de (C), et un polycylindre (Cp) con-
centrique a (C) tel que (Cy) € (C), on peut toujours trouver une con-
stante positive K indépendante de f;, de facon que, M étant la borne
supérieure de |f;| pour (C), on puisse choisir des fonctions holomorphes
A; (7=1,2,...,p) dans (Co) satisfaisant a Uéquation fonctionnelle et a la
condition |A;| < KM.

5. Probléeme (C;) Entre les problémes (Cy) et (Cs), il y a la relation
que nous avons vue au No. 1 de VII; par suite, du résultat ci-dessus, il

s’ensult immédiatement le résultat suivant :

Tragons, a lespace (x), deux polycylindres (C'), (Cy) concentriques, avec
les rayons R;, R?, (i = 1,2,...,n) dont R; > R?, respectivement. Soit
r un nombre positif tel que r < R; — RY, soit (z°) un point quelconque
de (Cy) décrivons le polycylindre (y) de centre (z°) et de rayon r. Soit
Fi(z) (j = 1,2,...,p) un systéme de fonctions holomorphes dans (C).

Dans ces circonstances, il existe une constante positive K jouissant du role
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suivant : Ftant donnée une fonction holomorphe ¢(x) dans () telle que
|l < M, M étant un nombre positif indépendant de (), et que, pour toute
paire de (7), ((71), (v2)), les fonctions correspondantes @1, 2 satisfassent a
w1 =2 mod (F) en tout point de (1) N (y2); on peut trouver une fonction
holomorphe ®(x) dans (Cy) telle que |®|< KM et que ®=¢ mod (F) en
tout point de de (7).

Nous avons traité les problémes (Cq), (C2) dans les polycylindres, mais
les résultats subsistent pour les domaines univalent cylindriques, pour ’affir-

mer, il suffit d’appliquer le procédé usuel, passage a ’espace supérieur.

6. Fonction (W), complément du lemme. Nous allons exam-
iner les fonctions (W) d’une maniére quantitative. Rappelons No. 7 de
VIII. Considérons sur 'espace (x1,®2,...,%,) un domaine (connexe ou
non) O, qui peut admettre des points critiques non-transcendants comme
points intérieurs. Soient 11 (P), n2(P), ..., nm(P) des fonctions holomor-
phes dans ©. Supposons que, pour toutes paires de points réguliers de
© ayant les mémes coordonnées, les éléments analytiques de 71 (P) soient
différents. Considérons a I'espace (21, %2,...,Zn; Y1,Y2, ..., Ym) la variété

caractéristique X donnée par

yi=nip), pED  (j=1,...,m).

1°. Soit A un domaine (connere ou non) tel que A ED et que A soit la
surface de recouvrement (Uberlagerungsbereich) de A, A étant la projection
de A sur 'espace (z) (Grundbereich). A est alors d’'un méme nombre, v de
feuilles. Soient Py, P, ..., P, les points de A sur le point (x), (#) étant un

point quelconque de A; formons la fonction

Fy(e,y) = [l —m(P)] (i=12,... ).

Grace & Weiersirass, on sait que : <toute fonction holomorphe u(P) sur A
il correspond, d’une maniére déterminée, un polynéme de y1, ®(x,y1) dont
les coefficients sont des fonctions holomorphes de (z) dans A, de fagon que

OF . .
u8—1 = @ sur ; = 0. > En inspectant le mode de raisonnement'”
Y1

trouvons immédiatement que :

, hous

Pour tout domaine (connexe ou non) A tel que ACA, il correspond une
constante positive K indépendante de u, telle que les coefficients de y; du
polynéme ®(x,y1) soient plus petits que KM en modules pour A, M étant

la borne supérieure de |u| pour A.

17Voir: W. F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie IT;, 1929, Pages 116, 117.
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2°. Soit (xg,yo) un point quelconque de la variété caractéristique X.

Considérons une transformation linéaire non-singuliére £ de la forme

x; = ZAZJ@(Z;’“ — 1‘2) + ZAi,n+l(yl - ylo)a
y; = ZAn+j,k(xk — 1‘2) + ZAn+j,n+l(yl - ylo)a
(Lk=1,....n;45,l=1,...,m).

. . OF
Nous avons construit la fonction u—— dans I’espace (x,y) par rapport
Y1
a X; d’aprés la méme méthode, nous voulons construire la fonction W(z, y)

dans 'espace (2',y') par rapport & 'image de ¥ au voisinage de 'origine du
nouvel espace; si nous choisissons pour £ une transformation convenable,

cecl est possible et de plus W jouit de la méme propriété que 3—1 A légard
)

1
de ces fonctions W, en examinant le mode de raisonnement de 'autre fois,

nous trouvons facilement que :

& On peut choisir n+1 transformations £; (i = 1,2,...,n+1), telles
que les fonctions correspondantes W; existent et jouissent de la propriété
indiquée, et que ’ensemble de zéros communs de ces fonctions soit contenu

dans I’ensembles de points singuliers Sy de ¥ au voisinage de (2%, y%). >

3°.  Supposons que le point (z°,y°) appartienne & Sy. Soit U(x,y) une
fonction holomorphe au voisinage de (2%, y°), qui s’annule identiquement
sur Sp. D’apres le < Nullstellensatz>»> (No. 8 de VIII), nous trouvons alors
que € U* = 0 mod (W, Wa, ..., Wsi1) au voisinage de (2%, y%), A étant

un entier positif.>>

4°.  Considérons maintenant, le probléme exposé & No. 1 (Voir No. 10
de VIII). D’aprés ce que nous avons vu depuis No. 4 (& I’aide du lemme de
Borel), nous trouvons facilement que la réponse est affirmative, pourvu que

Uentier positif X soit choist suffisamment grand.

Chapitre II. Domaines pseudoconvexes, deuxieme lemme.

7. Généralités. Rappelons ce que nous avons exposé a I'Introduction
du Mémoire VI. Comme nous avons dit, F. Hartogs a fait en 1906 une
découverte faisant époque de la théorie des fonctions analytiques de plusieurs
variables, je pense, a savoir : Tout domaine d’holomorphie est soumis a une
restriction trés curieuse que nous appelons d’étre pseudoconvexe!®.

La méme restriction a été successivement trouvée aux différentes places

de la théorie, que nous allons rappeler tout rapidement. En 1910, E. E. Levi

18, Hartogs, Einige Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel bei Funktionen
mehrerer Veranderlichen (Minch. Berichte).
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a montré que les domaines de méromorphie sont aussi pseudoconvexe®. En
1926, G. Julia a indiqué que les domaines de normalité pour les familles de
fonctions holomorphes le sont aussi?’. En 1931, W. Saxer a adjouté qu’il en
est de méme (dans un sens) pour les familles de fonctions méromorphes®!.
Et finalement, en 1934 Pauteur a indiqué que les famailles de surfaces car-
actéristiques le sont aussi 2.

Ces théoremes ont été étudiés, avec diverses conséquences déductives,
par des découverteurs et des autres mathématiciens?>
Harlogs et E. E. Levi.

Le présent Chapitre sera partagé en trois parties A, B, C. Dans A, nous

, spécialement par

exposerons abstraitement ce que I’on doit & Hartogs et & E. E. Levi.
Dans B, nous étendrons ce que nous avons exposé dans le Mémoire VI
sur les fonctions pseudoconvexes. Et dans C, nous traiterons un nouvel

probléme, qui est propre pour les domaines multivalents??.

A. Domaines pseudoconvexes.

8. Domaines. Les domaines que nous considérerons désormais dans
le présent Mémoire sont finis et sans point critique intérieur sauf une seule
exception & No. 24. Nous ometterons donc, d’indiquer ces conditions chaque
fois. Les domaines de précisément cette sorte sont expliquées dans {’Ouvrage
de Behnke—Thullen ce que nous allons faire dans la suivante est seulement
d’y introduire et d’adjoindre quelques termes et notations, utiles dans la
suivante.

Nous considérons ’espace de n variablcs complexes x1, ©s, ..., Ty,; et sur
cet espace (x); nous considérons un point P; un point est une chose (Ding)
qui posséde les coordonnées déterminées (x) : le point () & I'espace () est

appelé la projection du point P (sur lespace (x)), et est exprimé par P;

19E,. E. Levi, Studii sui punti singolari essenziali delle funzioni analitiche di due o pitt
variabili complesse (Annali di Matematica).

20G. Julia, Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables (Acta Math-
ematica).

21W. Saxer, Sur les familles de fonctions méromorphes de plusieurs variables (C. R,
Paris).

22K. Oka, Note sur les familles de fonctions analytiques multiformes etc. (Journal of
Science of the Hiroshima Univ.).

23Voir 1’Ouvrage de Behnke-Thullen et les prolongements indiqués &4 I’Introduction.
(Voir aussi la Note ci-dessus de 1’auteur).

24Tout récement, ’auteur a regu plusieurs Mémoires de P. Lelong et de F. Norguet sur
le sujet du présent Chapitre, ainsi que sur le probléme inverse de Hartogs; mais, main-
tenant, puisque 'auteur se dévoue a inspecter sa résolution (naturellement subjective)
du probléme dit & I'Introduction, il en parlera (d'une maniére objective), & 'occasion
ultérieur. A propos, ce probléme et celui du lemme exposé au Mémoire VIII (pour
lequel le Mémoire VII a été écrit) étalent les difficultés essentielles & 'auteur, depuis
le Mémoire VI (1942) (dont la difficulté essentielle & I'auteur la découverte d’employer
I’équation intégrale; il I’a poursuivi depuis le Mémoire I (1936). (Voir No. 29).
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nous dirons par fois que P se situe sur P. Soit E ’ensemble des points P;
I’ensemble des projections P est appelé la projection de FE, et est exprimé
par E.

Pour les ensembles de points sur I’espace (), nous emploierons générale-
ment les termes et les notations de la théorie des ensembles abstraits?®.

Nous appelons domaine un ensemble de points sur Iespace (z), s'il
posséde un systéme (S) d’ensembles partiels appelés voisinages (Umgebun-
gen) qui satisfait & < Umgebungspostulate>>, et encore 8’il connexe dans
un sens respectant (.5).

Considérons un domaine ®© sur l'espace (z). D posseéde d’apres la
définition, un systéme déterminé (S) de voisinages, nous pouvons donc,
tracer des courbes continues sur ©. Soit Pi, P; une paire quelconque de
points sur ©; nous dénotons par d(Py, P2) la borne inférieure des longueurs
des courbes rectifiables sur © joignant Py et Pa; d( Py, P2) satisfait & < Ent-
fernungspostulate>>, nous définirons par ce d(P1, P2) la distance (Entfer-
nung) des points Py, P sur le domaine ®©. En l'introduisant, nous pouvons
employer pour les domaine les termes de «metrische Raume>>.

Nous allons considérer des relations de deux domaines sur le méme es-
pace () : Soient ®, Dy deux domaines tels que tout point de Dy appartienne
a®. Considérons la correspondance qui joint un point quelconque de Dy au
meéme point de D, si cette correspondance est bicontinue, nous appellerons
que ®g est un domaine partiel de ®, et le dénoterons par Dy C D, nous
dirons aussi que D est le prolongement de ©y. De plus si Dy =2 comme
ensembles, nous appellerons que les deux domaines Dy, ® sont égauzr (ou
identiques), et le dénoterons par Dy = D.

Soient D1, D5 deux domaines, si ’on peut établir une correspondance
biunivoque et bicontinue entres des points de D, et de ©», de facon que
les points correspondants aient la méme projection (sur I’espace (x)), nous
dirons que ces deux domaines sont équivalents, et le dénoterons par D ~
D,.

Pour définir les domaines pseudoconvexes; il faut distinguer clairement
les deux sortes de relations, 1 =949 et D1 ~D5.

Soient g, © deux domaines, si 'on peut établir une correspondance
entre tous les points de @y et une partie des points de D, telle qu’a un
point quelconque de Dy corresponde un point de © de la maniére univoque
et continue, et encore que les points correspondants aient la méme projection
nous appelons avec Behnke et Thullen que ®; est contenu dans @, en le

désignant par Do <D. (Il faut remarquer que ce cas contient le cas Dy ~D.)

25Voir : F. Hausdorff, Mengenlehre.
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Et ainsi de suite (Voir I’Ouvrage).

S1 Dy C B, et encore si ’ensemble des points de Dy est compact sur
le domame ©, précisément dit, si de tout suite infinie des points de Dy on
peut choisir une suite partielle infinie convergente vers un point de @, nous
appelons que le domaine partiel Dg est a {intérieur complet du domaine D,
et le dénotons par Dy E D.

Nous venons d’expliquer restrictivement pour les domaines (connexes),
mais il en est de méme pour les domaines (connezes ou non), (par définition).

Soit F un ensemble de points sur 'espace (z), soit © un domaine sur le
meéme espace; désignons par £’ I’ensemble des points de ©. Nous entendrons
sous les notations £ =9 et £ C D, les relations £ = F' et E C E’, respec-
tivement. La notation £ € © signifiera que ’ensemble de points E soit
contenu dans ’ensemble D, et de plus que E soit compact sur le domaine

D; nous ’appellerons encore que F soit contenu a !’intérieur complet de ©.

L’intersection d’un ensemble de domaines. Considérons, avec
Behnhe et Thullen, un ensemble abstrait M = {m,n,p,...} et un en-
semble de domaines {D,,, ©,,D,, ...} sur l'espace (), d’ot, construisons
I’ensemble de points § sur le méme espace comme ce qui suit : s’il existe un
polycylinder o de centre (2") tel que tout domaine @, de I’ensemble ait
un domaine partiel V;,, équivalent & yg, en désignant le point de V;,, sur (z°)
par P, nous appellerons @ = {P,,} un point de § (de coordonnées (z)).
Soit @ = {Pmn}, Q" = {P/,} une paire quelconque des points de §; nous
définirons que @ = @', si et seulement si P, = P/, pour tout m de M.

A P’ensemble de points § ainsi défini sur I’espace (), attachons le systeme
de voisinage (S) comme suivant : Soit ) un point quelconque de ¢, tragons
un polycylindre 4 de centre @ et contenu dans vg; soit (#’) un point quel-
conque de 7, et soit P. le point de V,, sur (2'), considérons le point
Q' = {P,} de d; si l'on fait & (') parcourir v, le point @’ trace un en-
semble v; v est un ensemble partiel univalent de J; nous définirons que
(S) = {v}. (9) satisfait & < Umgebungspostulate>. Nous dénoterons, par
la méme lettre §, ’ensemble § ayant ce systéme de voisinage (S); J est alors,
un domaine (connexe ou non) sur ’espace (z).

Ce domaine (connexe ou non) § jouit évidemment des propriétés suiv-
antes :

1° § < D,y pour tout m € M.

2° Soit ¢ un domaine (connexe ou non) sur l’espace (x) ayant la
premiére propriété, on a toujours ¢’ <d.

Il n’y a qu’un seul domaine (connexe ou non) sur I’espace (z) jouissant de

ces deux propriétés, a I’équivalence prés. Nous appellerons d intersection de
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I’ensemble de domaine {®,,,9,,D,, ... } en dénotant § ~ D, ND,ND,N- - -.

(Tl en est de méme pour intersection de domaines connexes ou non.)
Pareillement, définissons le noyau d’une suite de domaines (connexes ou

non). Mais, pour la convergence d’une suite de domaines, il faut obéir a la

définition de ’Ouvrage, sans modification.

Points frontiéres. Pour les points frontiéres, il n’y a rien & modifier,
ni & adjoindre; mais, pour définir les domaines pseudoconvexes, nous allons
commencer par écouter pour le moment ce que ’Ouvrage en explique.

Soit © un domaine sur I’espace (x). Considérons dans © une suite de
points P; (i = 1,2,...); supposons que cette suite n’admette pas de point
d’accumulation dans D, et encore qu’elle jouisse des propriétés suivantes :

1°  Lasuite des projections P; (i=1,2,...) converge vers un point (z°).

2°  Pour tout nombre positif p, on trouve un entier positif m tel que
deux points F;, P; dont ¢+ > m, j > m, puissent étre joints par une courbe
continue passant par © et restant dans le polycylindre v de centre (z°) et
de rayon p.

On appelle alors, que R = (Py, Ps,...) définit un point frontiére de D,
ayant les coordonnées (2°). Soit R’ = (P{, P5,...) un autre point frontiére
de ®, on dit que R = R/, lorsque R’ posséde les mémes coordonnées (z°)
et encore que R et R’ se relient de la maniére suivante : Pour tout nom-
bre positif p, on trouve un entier positif m tel que des points P;, P/ dont
¢ > m puissent étre joints par une courbe continue dans ¥ ND, v étant le
polycylindre ci-dessus. On appelle voisinage d’un point frontitere R tout
domaine partiel univalent de ® contenant presque tous des points de la suite

Pi(i=1,2,...).

Rotations. Nous appellerons désormais, rotation de I’espace (z) au-

tour d’un point (£) une transformation linéaire de la forme

a;; étant des constantes, qui conserve les distances (euclidiennes) mais

d’ailleurs quelconques.

9. Domaines pseudoconvexes. Commencons par définir le théoréeme
de la continuité. Soit ® un domaine sur I'espace (z1, z2,..., ), dont n>1
(mais, nous expliquerons d’abord pour le cas n > 1), soit M un point
frontiére de ®; nous appellerons que M satisfait au théoreme de la con-
tinuité, si, toute fois que la condition (C') suivante soit remplie, M jouit
de la propriété (P) ci-dessous. Nous appellerons que © remplit le méme

théoreme, s’1l en est ainsi pour tout point frontiére de 2.
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Condition (C). On distingue une des variables z1,22,...,2, (n >
2), on le désigne par y et les autres, par x1,%2,...,&,_1; solent (&,7n) les
coordonnées de M; il correspond alors, & M, un nombre positif p, de fagon
que, si 'on désigne par A ’ensemble des points (x,y) satisfaisant & z; =
& (i=1,2,...,n=1), 0<|y—n|<p, il y ait I’ensemble de points A* contenu
dans un seul voisinage de M tel que A* = A.

A tout nombre positif §' tel que §’ < p, il correspond alors un nom-
bre positif r tel que, si 'on désigne I’ensemble de points |z, —&| < r (i =
1,2,...,n=1), ly—n| =4, par E, il existe un ensemble de points E* con-
tenu dans un seul domaine partiel univalent de ® et satisfaisant & E* =
E, A*NE*>0%.

Propriété (P). Pour le point M, il correspond une paire de nombres
positifs (6,6"), dont § < r (correspondant & '), de fagon qu’a tout point (z')
du polycylindre |#/—&;|<d(i=1,2,...,n—1) corresponde au moins un point
y' sur la circonférence |y—n|=4" satisfaisant & la condition suivante : Soit
P le point de E* sur (2',y'), soit [ le segment (fermé) de droite sur le plan
y joignant les points y', 7, et soit L le segment & ’espace (z,y) de la forme
((#"),1). Alors, si 'on trace un segment sur ©, & partir du point P et de
maniere que la projection soit toujours sur L, on rencontre nécessairement
un point frontiere de © (sur le point final de L ou en chemin).

Le cas n = 1 peut étre regardé comme cas spécial, ou le domaine ® est
indépendant de (1, ®2,...,2n_1).

Soit maintenant, © un domaine sur l'espace (z1,za,...,2y) (n > 1);
nous appellerons que ® est pseudoconveze, si tout point frontiere M de
D satisfait au théoréme de la continuité et encore si cette propriété de M
admet toute transformation pseudoconforme biunivoque de I’espace (x) au
voisinage de la projection M.

Pour le cas n = 1, tout domaine est pseudoconvexe.

10. Autres définitions. Nous allons définir les domaines pseudocon-
vexes en formes différentes. Commencons par le théoréeme de la continuité.
Nous appellerons celui du numéro précédent théoréme de la continuité (A),

et considérerons les théoremes de la continuité (B), (C) dans la suivante.

Soit © un domaine sur lespace (z1,73,...,2,) dont n> 1, soit M un
point frontiére de ®. Soit (x1, %2, 41, Y2, .., Yn—2) un échange quelconque
de (z1,722,...,2n), soit (&,n) les coordonnées de M. Dans ’espace (z), on

prend un point (a) différent de (£) : on trace I'hypershére S de centre (a)
telle que la frontiére passe par (£), et une hypersphére ¢ de centre (£);

26De 1a, il s’ensuit que tout point de E* sur z; =¢§; ({=1,2,... ,n—1) appartient & A*.
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soit 3 la partie de o extérieure a S, § est un domaine linéairement sim-
plement connexe. Soit B = (3,n) a lespace (#,y). Dans ces circonstances
géométriques, s’il n’existe pas d’ensemble de points contenu dans un seul
voisinage de M, tel que sa projection soit B, pour n’importe quels (a), o,
nous appellerons que M satisfait au théoréme de la continuité (B). Nous
appellerons © (sur I'espace (z)) par le méme mot, s’il en est ainsi pour tout
point frontiere de D

Pour le cas n =1, nous pouvons considérer que tout domaine satisfasse
au théoreme de la continuité (B).

Soit encore ® un domaine sur I’espace (z1, za,...,2,) dont n>1. Soit
y un de z1,29,...,2, et solent z1,xs,...,2,_1 les autres. Tracons dans

lespace (x,y) deux domaines des formes suivantes :

le; — 2f| < 7 P<ly—y°| <p (i=1,2,...,n—1);
le; — xf| <’ (< r), ly —4°| < p (i=1,2,...,n—1),

(ol (2%, y°) est un point déterminé, et r, 7, p, p’ sont des nombres positifs);
et dénotons la somme de ces deux domaines par A; A est un domaine
linéairement simplement connexe. Dénotons le polycylindre |z; — 2| < 7,
ly—y?|<p (i=1,2,...,n—1) par C. Dans cette configuration géométrique,
le domaine © (sur I'espace (z)) sera appelé de satisfaire au théoréme de la
continuité (C), 8'il jouit de la propriété que, toute fois qu’il corresponde un
domaine A* tel que A*~ A A*E 9, il y ait nécessairement un domaine
C* tel que C*~C, A*CC* CD.

Nous pouvons considérer que tout domaine sur le plan d’une variable
complexe satifasse au théoréme de la continuité (C). Remarquons que le
théoréme de la continuité (C) seul est global.

Considérons maintenant, un domaine ® sur I'espace (21, 22, ..., 2,) (n >
1); nous appellerons que © est pseudoconvere (B), si un point frontiére quel-
conque M de D satisfait au théoréme de la continuité (B), et encore si cette
propriété de M admet toute transformation pseudoconforme biunivoque de
I’espace () au voisinage de M.

Soit encore ® un domaine sur 'espace (21, #2,...,2,) (n>1), soit M
un point frontiere de ®; tracons un polycylindre v autour M avec un rayon
p; soit & la composante connexe de la portion de © sur ~, admettant M
pour son point frontiere. Dans cette configuration géométrique, nous ap-
pellerons que © est pseudoconvere (C), ’il correspond & tout M, un nombre
positif pg tel que, pour tout p < pg, le domaine partiel § correspondant sat-
isfasse au théoréme de la continuité (C), et encore que ceci admette toute

transformation pseudoconforme biunivoque du polycylindre ~.
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De la définition, il s’ensuit que tout domaine sur le plan x; est pseudo-
convexe (B) et (C), a la fois.

11. Coincidence des définitions. Nous allons montrer que ces trois
sortes de domaines pseudoconvexes signifient une seule et la méme sorte,
que nous appellerons deés lors, simplement < domaines pseudoconvexes>>>.
Comme ceci est évident sur le plan d’une variable complexe, nous nous

placerons dans la suivante, sur ’espace (z1, #2,...,z,) tel que n>1.

1°. Tl est facile & voir que tout domaine pseudoconvere (C) est pseudo-

convere (A) (de No. 9).

2°.  Nous allons montrer que tout domaine pseudoconvexe (A) est pseu-
doconvere (B). Pour cela il suffit évidemment & verifier que <tout domaine
pseudoconvexe (A) satisfait au théoréme de la continuité (B). >

Soit © un domaine pseudoconvexe (A) sur Iespace (), soit M un point
frontiére de ®. Désignons a nouveau deux de xi1,xs,..., 2, par z1,zs et
des autres, s’ils existent, par y1,ys2, ... ,Yn—2. Considérons la configuration
indiquée, et supposons, par absurde, qu’il y ait un ensemble B* sur I'espace
(z,y) contenu dans un seul voisinage de M et dont B* = B.

Transformons I’espace () & I’espace (2') par des translations et rotations
convenables; et continuons de désigner les images de S, o, ... par les méme
lettres, de fagon que I'image de (a), (£) soient (0,0), (R, 0), respectivement,
R étant le rayon de S. Dans espace ('), sur #f = R, le seul point (R,0)
est sur S et les autres points sont extérieur & S. De plus, les points (z')
satisfaisant & %(z]) > R, R(x)) étant la partie réelle de x} se situent en de-
hors de S. Dans cette configuration, ’existence de B* contredit clairement
que le domaine @ sur 'espace (z,y) satisfait au théoréme de la continuité

(A). Donc, D satisfait nécessairement au théoréme de la continuité (B).

3°. Tl ne nous reste qu’a montrer que tout domaine pseudoconvere (B)
est pseudoconvere (C). Pour cela, nous allons constater d’abord que <toute
composante connexe de Iintersection de deux domaines pseudoconvexes (B)
est encore pseudoconvexe (B).>>

En effet, considérons sur 'espace (#) deux domaines pseudoconvexes
(B), D1,83; choisissons arbitrairement une composante connexe Dy de
I'intersection ®1 N®5. Soit M un point frontiere quelconque de Dy; trans-
formons un voisinage du point M dans Iespace () par une transformation
pseudoconforme biunivoque, désignons les images de (2), M, Dg, D1, D2 par
(z'), M', Dy, D], D}, respectivemnent (dont Df, D] et D, ne sont définis na-
turellement qu’au voisinage de M'), et supposons, par absurde, I’existence

de ’ensemble de points indiqué par rapport & Df et & M’. Comme D}, D},
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sont pseudoconvexes (B), de 14, il s’ensuit immédiatement que M’ serait un
point intérieur de Dy.

D’aprés ce que nous venons de voir, pour justifier la proposition en
question, il suffit & dire que <tout domaine pseudoconvexe (B) remplie
le théoréme de la continuité (C). > Nous allons le vérifier, soit © un do-
maine pseudoconvexe (B) sur I’espace (). Désignant & nouveau par (zy,
Ta,...,Tp_1,y) un échange de (xy,zs,...,2,), considérons la configura-
tion géométrique indiquée, et supposons qu’il y ait un domaine A* tel que
A"~ A, A* @®. 1l suffit de montrer qu’il existe un domaine C* tel que
C*~C, A*CC*CD. Pour simplifier Pécriture, supposons que (z°,y°) soit
(0,0).

Soit (#’) un point quelconque du polycylindre |#;|<r (i=1,2,... ,n—1),
soit ¥ un point quelconque de la circonférence X' |y| = p”, dont p"” =
%(p + p'), et soit L le segment de droite & I'espace (z,y) ayant le point
initial (z’,y') et le point final (#/,0). Soit P le point de A* sur (z',y'); &
partir de P, tracons continiment un segment dans le domaine @, de fagon
que sa projection soit toujours sur L; il se présente alors deux cas possibles:
ou bien on rencontre un point frontiere M de © (en chemin ou sur le point
final de L), ou bien on ne rencontre aucun point frontiére; au premier cas,
nous dénoterons les coordonnées de M par (x',y").

Si () se situe dans le polycylindre || <" (i =1,2,...,n—1), le point
M n’existe jamals, pour n’importe quel 3. Désignons ce polycylindre par
Yo-

Examinons, pour cette propriété, le polycylindre ~1,

lea| <y oy <o (j=2,3,...,n—1).

Supposons qu’il y ait un point (a) dans y1 tel que, & (a,b) corresponde

M (a,b), dont b est un point convenable sur X' (|y| = p”). Considérons

K| 12
d(z,y) = (‘x—l +|y|2)

ol K est un nombre positif, et le deuxieme membre exprime la détermination

, .
I’expression,

non-négative. Soit X le cercle & I’espace (#) donné par |z1|<r, #;=a; (i=
2,3,...,n—1). Soit (#',y') un point quelconque sur (X, %'); 8’il correspond
a (2',y') le point M (#',y"), nous ferons correspondre a (z',y') le nombre
d = d(«',y"), si non, nous ne ferons correspondre rien. Comme pour tout
(') de g il ne se présente que le deuxieme cas, 'ensemble {d} est borné;
soit dp la borne supérieure.

Pour K suffisamment grand et pour r; tel que 0 <ry; <r et suffisamment
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voisin de 7, on a

K

2 1/2 K\ 2
K
d(a,w:(al +|b'|2) > (2) +<p">2] —d.

Donc pour ce K, dg > di. Pour tout point (z',y') de (X,%') satisfaisant

a r < |e1| < r, le nombre correspondant d, méme s’il existe, satisfait
nécessairement & d < dy (< dp). D’ou, il s’ensuit facilement qu’il existe
un point (£, n) sur (X,%’), auquel correspond un point frontiere My (£, 7')
tel que lon ait effectivement d(&,n')=do (& =a;, i=2,3,...,n—1).

Transformons I’espace (z) par

Xlzx_a X2:$2,...,Xn_1:$n_1, Y:ya
1

solent D', M| les images de ©, My sur I’espace (X), respectivement. Dans
K

lespace (X1,Y), prenons les deux points, (0,0), @ <€—, 77’) , décrivons
I’hyperspheére S autour de (0,0) telle que la frontiére pa;se par @ et une
hypersphére ¢ suffisamment petite de centre @) et désignons la partie de ¢
extérieure & S par 4. Soit B I’ensemble de point & I’espace (X,Y) donné par
(X1,Y)eB, Xi=& (i=1,2,... ,n—1). On trouve alors sans difficulte, qu’il
existe un ensemble B* sur I’espace (X,Y") contenu dans un seul voisinage de
M et tel que B* = B. Comme M, est un point frontiére de D’ et que D’ est
pseudoconvexe (B) au voisinage de M} ceci est absurde. Donc, & tout point
(z',y') de P’ensemble (y1,%'), il ne peut correspondre aucun point frontiére
de ©.

Passons & vya, |o1| <7, |22 <7, |2k <v' (k=3,4,...,n—1) et raisonnons
tout pareillement, et ainsi de suite; et nous trouverons finalement qu’il existe

un domaine C* tel que C*~C, A*CC*C®. Nous avons ainsi vu que :

Les trois sortes de domaines pseudoconvexes (A), (B), (C) signifient une

seule et la méme sorte.

Nous appliquerons le terme, pseudoconvexe aussi aux domaines non-

connexes. Nous avons vu, en chemin, que :

L’intersection de deur domaines pseudoconveres (sur le méme espace)

est encore pseudoconvel‘e.

Tout domaine pseudoconvere satisfait au théoréme de la continuité (C).

12. Noyau d’une suite de domaines pseudoconvexes. FEtant
donnée sur Uespace (x) une suite de domaines pseudoconveres, le noyau

(conner ou non), s’il existe, est aussi pseudoconvere.
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Soit en effet, ©1,D3,...,D,p,... la suite de domaines pseudoconvexes
sur lespace (x1,2a,...,2y); dont nous pouvons supposer que n>2. Pour
le critéere de domaines pseudoconvexes, nous adopterons le théoréme de la
continuité (C).

Considérons, 1 ~®q, Ea~D1NDy, ..., Ep~®DiNDaN---ND, -+
tout élément de la suite est alors pseudoconvexe.

Considérons, 1 ~ D1 NDyN---ND, N---. Comme E, >Epyq (p=
1,2,...) et que E, est pseundoconvexe, d’apreés le critére adopté, on trouve
immédiatement que &1 est aussi pseudoconvexe.

En posant 6, ~ D, N®,41 N - - -, considérons la suite dq,d2,...,dp,...;
on a alors, §, <dpy1. Considérons le domaine (connexe ou non) dy jouissant

des deux propriétés suivantes :

1° 6>6 (p=12...).
2°  Soit § un domaine (connexe ou non) jouissant de la premiére propriété,

alors, § > §g.

Par un mode de raisonnement analogue au cas de l'intersection, on peut
constater que &y existe effectivement, pourvu qu’un au moins de d, (p =
1,2,...) existe. Quand dg existe, il est unique, & I’équivalence prés. Cest
ce Jg que l'on appelle le noyau de la suite ©, (p=1,2,...).

Supposons que dy existe. Dénotons, & nouveau par (21, %2, ... ,Tn-1,¥),
un échange de (21, 23, ..., 2,). Décrivons dans 'espace (#, y) un polycylin-

dre C de la forme
le; —xf| <r, Jy—y°| <p (i=1,2,...,n—1).

Soit A D’ensemble des points de C' satisfaisant 4 une au moins des deux

conditions,
P <ly—’l<p, |lm—2 < (<r) (i=1,2,...,n—1).

Dans cette configuration, supposons qu’il y ait un domaine A* tel que A* ~
A A* C .

Or, du mode de raisonnement méme, par lequel on a vérifier I’existence
de §p, il s’ensuit qu’a tout point P de dp, il corresponde un polycylindre
v autour de P et un entier positif m, de fagon que, soit P, le point de
d, correspondant & P de dy (par la correspondance indiquée implicitement
dans la premiére propriété de dy) tout d,, dont p>m, ait un domaine partiel
équivalent & v et contenant F,; dénotons, & nouveau par m, le plus petit de
tels entiers positifs.

Supposons que A* @ J§p. D’apreés ce que nous venons de voir & 1'aide

du lemme de Borel, on trouve alors, qu’il existe un domaine C'* tel que
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C*~C, A*CC* Céy. D'ou, il s’ensuit le méme résultat, sans 'hypothese.
Le noyau &g de la suite ®, (p = 1,2,...) satisfait ainsi, au théoréme de la
continuité (C)

Soit ensuite, ¥ un polycylindre quelconque dans ’espace (z); transfor-
mons 7 d’une maniere pseudoconforme et biunivoque; le noyau de la suite
des images de yND, (p = 1,2,...) est I'image de vy N dy. Comme l'image
de chaque v N D, est pseudoconvexe, d’apreés ce que nous venons de voir,
I'image de v N §y satisfait encore au théoréme de la continuité (C). g est

donc pseudoconvexe.

B. Fonctions pseudoconvexes.

13. Définition. Les fonctions (réelles) satisfaisant a la condition dif-
férentielle de E. E. Levi n’admettent pas I'addition, c’est-a-dire, méme si
£(1) >0, £(p2) >0, on n’a pas nécessairement L£(p1+p2)>0. (Par suite,
on ne peut pas prendre la moyenne arithmétique, par exemple.) C’est pour
enlever cet inconvénient que nous avons concu les fonctions pseudoconvexes
dans le Mémoire VI. Comme nous ne 'avons fait que pour deux variables
complexes, nous allons I’étendre.

Considérons dans ’espace (21, #2,...,%,) une variété caractéristique L

a une dimension complexe de la forme,
r; = fi(u) (i=1,2,...,n),

dont u signifie une des variables 1, 22,...,2, et fi(u) représentent des
polynomes de u de degré 1 au plus; dans la suivante, nous appellerons L
droite caractéristique. Soit © un domaine sur I’espace () (fini et sans
point critique intérieur), soit P un point quelconque de D, et soit (x) les
coordonnées de P. Soit ¢(P) une fonction réelle et univogque de P (qui peut
prendre la valeur —oo); nous appellerons ¢(P) fonction pseudoconvere®” de

P dans le domaine ® si cette fonction satisfait aux conditions sulvanies :

1° e?(P) est finie et semi-continue supérieurement (par rapport & P).

2°  Soit Py un point quelconque de D, ayant les coordonnées (2°), et soit L
une droite caractéristique passant par P, mais d’ailleurs quelconque;
la trace de ¢(P) est alors une fonction subharmonique par rapport a
x; au voisinage de x?, dont z; signifie une des 1, z2,...,%, qui n'est

pas constante sur L, mais d’ailleurs quelconque.

28

Pour les fonctions subharmoniques=® comme on saura bien, nous n’exp-

27Plurisousharmonique, d’aprés P. Lelong.
28 5u sousharmonique
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liquerons pas??.

Rappelons seulement que nous convenons de compter la
constante —oo comme une des fonctions subharmoniques. Encore, il nous
convient de faire ici une remarque simple sur le critére de cette sorte de
fonction.

Comme on peut critiquer les fonctions subharmoniques, localement, il
suffit d’acquérir un eritére local. Soit ¢(z) une fonction réelle et univoque
de la variable complexe z (qui peut prendre la valeur —oo) au voisinage d’un
point zg, telle que e¥(?) soit finie et semi-continue supérieurement; pour que
la fonction soit subharmonique (par rapport & z au voisinage de zp), il faut

et 1l suffit qu’elle satisfasse aux deux conditions suivantes :

1° (z) ne posséde pas de mazimum relatif au sens strict (c’est-a-dire, il
n’existe pas de cercle de la forme |z — 2| < p ol ¥(2) <¥(2'), 2’ étant
déterminé).

2°  Soit u(z) une fonction harmonique de z (c’est-a-dire, par rapport aux
parties réelle et imaginaire de z) pour |z| < 400, mais d’ailleurs quel-

conques, il en reste alors, de méme pour ¢(z)+u(z).

Des propriétés de fonctions subharmoniques, il s’ensuit immédiatement
les propriétés correspondantes de fonctions pseudoconvexes, comme ce quit

suilt :

1°  Etant données une fonction pseudoconvexe ¢(x) et une constante pos-
itive ¢, cp(x) lest aussi.

2°  Si (), p2(x) sont des fonctions pseudoconvexes, i (z)+pa(x) est
aussi.

3° Dans la méme condition, la borne supérieure, max[pi (%), pa(z)] est
aussi.

4°  Etant donnée, dans un domaine © sur ’espace (), une suite de fonc-
tions pseudoconvexes ¢1(P),@2(P),...,¢p(P),..., telle que la suite

P): si la convergence est uniforme & lintérieur

e?r(P) converge vers e#(
complet de D, ou bien si la suite est décroissante, la limite ¢(P) est
aussl pseudoconvexe dans .

5°  Toute fonction croissante et convexe (excepté la constante +o00) d’une

fonction pseudoconvexe est encore ainsi.

14. Rayons de Hartogs. Nous sommes maintenant a récolter des

exemples de fonctions pseudoconvexes. Or, pour le cas actuel, nous rap-

29Voir, par exemple : F. Riesz, Sur les fonctions subharmoniques et leur rapport avec
la théorie du potentiel, I, 1926 ; II, 1930 (Acta Mathematica).
T. Radd, Remarques sur les fonctions subharmoniques, 1928 (C. R., Paris).
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pelons immédiatement & une conception due a Hartogs; ce sont les rayons
d’holomorphie.

Nous allons les définir abstraitement. Soit © un domaine sur ’espace
(x1,29,...,2,), soit P un point de D, et soit (z°) les coordonnées de P.
Autour du point (2%), tragons un polycylindre C, |z; — 29| < r; (i = 1,2,

.,n), de facon qu’il existe un domaine C* satisfaisant aux conditions,
C*~C, C*CD, Pe(C*. Nous dénoterons la borne supérieure de {r,} par
R(P) et l'appellerons rayon de Hartogs de domaine © (sur I’espace (z)) par

rapport a x,. Pareillement, pour les autres x;.

Soit © un domaine pseudoconvere sur l'espace (x1,xa, ..., 2,). Le rayon
de Hartogs R(P) de ® par rapport a x,, est une fonction telle que —log R(P)

soit pseudoconveze.

En effet pour éclaircir les images, supposons que @ soit borné. Ceci ne
perd pas de généralité, puisque 'intersection de deux domaines pseudocon-
vexes est encore ainsi, et que la limite d’une suite décroissante de fonctions
pseudoconvexes ’est aussi.

La fonction log 1/ R(P) est réelle, univoque, bornée a 'intérieur complet
et évidemment semi-continue supérieurement. Pour affirmer qu’elle soit
pseudoconvexe, il sufiit donc, d’envisager la deuxieme condition.

Soit Py un point quelconque de D ayant les coordonnées ("), que nous
supposons (0) pour simplifier I’écriture, soit L une droite caractéristique
passant par Py, mais d’ailleurs quelconque; distinguons deux cas, suivant la
position de L par rapport aux axes de coordonnées :

Nous nous plagons d’abord au cas général ot L s’exprime paramétrique-
ment par I'une convenable des variables z1, xo, ..., z,_1, soit 1 pour fixer

I'idée, de la forme suivante,
(1) x; = Ay, (1=12,3,...,n),
A; étant des constantes. Faisons & ’espace (z) la transformation,
Xi=ux, Xiz=ua— Ay (i=2,3,... n),

et continuons de désigner les images ©, P et L par les mémes lettres;
I’équation de L se réduit alors & X; =0 (¢ = 2,3,...,n). D’un autre coté,
soit R'(P) le rayon de Hartogs de © sur ’espace (X) par rapport & X,.
Quand on regarde z; comme déterminé, la transformation X,, = z, — A,z

représente une translation du plan z,, on a donc,
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Le premier cas se réduit donc, au cas spécial ot L s’exprime de la forme

sulvante :
(2) z; =0 (i=2,3,... n).

Dans ce cas, la trace de R(P) sur L est une fonction de la seule variable
que nous désignons par R(z1); je dis que [R(x1)]~! ne peut admettre aucun
maximum relatif au sens strict au voisinage de ’origine. Ceci sera évident,
puisque D satisfait au théoréme de la continuité (C).

Soit ensuite, u(x1) une fonction harmonique de #; pour |z1| < oo, mais
d’ailleurs quelconque, et soit f(x1) une fonction entiére admettant —u ()

comme partie réelle : considérons la transformation,
Xj=2;, Xp=z,6/C0)  (j=1,2,... ,n—1);

elle est biunivoque pour 'espace (). Continuons de désigner les images
de @, L par les mémes lettres; D reste pseudoconvexe sur Iespace (X); L
g’exprime de la méme forme, X =0 (k=2,3,... n). La trace sur L du

rayon de Hartogs de © sur 'espace (X) par rapport &4 X, est donnée par
R(xl)e_“(“).

Par suite, la propriété ci-dessus de —log R(x;) est conservée par la fonc-
tion, —log R(#1) + u(x1). Donc, d’aprés le critére, la trace —log R(x1) est
subharmonique.

Il ne nous reste qu’a examiner le cas spécial, ou L s’exprime de la forme,
(3) r; =0 (i=1,2,...,n—1).

La trace de R(P) sur L est alors, une fonction de la seule variable z,, que
nous dénoterons par R(x,).

Sur le plan z, tracons le cercle v de centre 1’origine et de rayon 1R(O).
Soit #!, un point quelconque de v; le cercle C, |zy,—2/| < R(x),) contient
le cercle v et sur la circonférence, il y a au moins un point &, tel que sur
(0,...,0,&,), il existe un point frontiere M de ©, que 'on atteint en partant
de Py et en suivant la ligne brisée sur © dont les sommets de la projection
sur l’espace (z) sont (0), (0,...,0,z}), (0,...,0,&,), par ordre. Faisons &

z,, tracer le cercle 7, et considérons ’ensemble {£}. On a évidemment
—log R(#,) = max(—log |z, —¢&]),

pour 7, dont la deuxieme membre signifie la borne supérieure lorsque &

parcourt I’ensemble indiqué. La trace — log R(#,) est donc subharmonique.
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Nous allons modifier les rayons de Hartogs, un peu, puisqu’il est plus
commode pour nous.

Considérons un domaine ®© sur I’espace (z); soit P un point quelconque
de ®. Dans l'espace (x), tragons une hypersphére S autour du point P
de fagon qu’il y ait un domaine S* sur I’espace () satisfaisant aux S* ~
S, S* C ®, P € 5" soit r le rayon de S; désignons la borne supérieure
de tous les r par d(P), et nous 'appellerons distance frontiére (euclidienne)

du domaine ©.

Soit d(P) la distance frontiére euclidienne d’une domaine pseudoconvere

D sur lespace (z); —logd(P) est pseudoconvere dans ©.

Nous pouvons supposer, pour |’effet, que D soit borné. Soit Py un point
quelconque de D, soit (2°) les coordonnées. Soit R(P) le rayon de Hartogs

de ® par rapport & x,; on a évidemment
d(Py) < R(Py).

Soit T' une rotation quelconque autour du point P, qui change les coor-
données de P dans © de () & (X); et soit Rp(P) le rayon de Hartogs de
© sur 'espace (X) par rapport & X,; on a

d(Py) < Rp(Py).

D’un autre coté, soit M un des points frontieres de © tels que les dis-
tances (Entfernungen) sur © du point Py soient les plus courtes, et soit (&)
les coordonnées de M il est évident que la distance des points (zq), (£) est
d(P). On peut trouver une rotation Ty autour de (z°) telle que, soit (&)

I'image de (£), on ait
g=aj, &=up+dP) (=12...,n-1)
on a alors,
d(Py) = Ry, (Po).

On a donc,

d(P) = min[Ry (P)]

(dont la deuxiéme membre signifie la borne inférieure quand 7' parcourt
I’ensemble indiqué). Comme —log Rp(P) est pseudoconvexe, — logd(P)

Pest aussi.

La fonction — log d(P) jouit des propriétés suivantes :

1°  Elle est continue dans D, excepté le cas ot © coincide & I’espace (z);

dans ce cas, elle se réduit a la constante —oo.
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2°  Lorsque P tend vers la frontiére de ©, elle tend vers +oo.

15. Condition différentielle. Considérons une fonction p(z) réelle
(biunivoque) continue et admettant les dérivées partielles continues jusqu’au
deuxieme ordre par rapport aux parties réelles et imaginaires des variables
z; (1=1,2,...,n), dans une portion de I’espace (). Nous allons chercher
la condition pour que ¢(x) soit pseudoconvexe.

Prenons un point (2") (dans la portion), et considérons (au voisinage de
ce point) une variété caractéristique A & une dimension (complexe) passant

par ce point de la forme

z; = f;(t) (j=1,2,...,n),

ol f;(t) sont des fonctions holomorphes de ¢ au voisinage de 'origine (telles

que f;(0) = x?) Partageant ¢, z; en parties réelles et imaginaires, posons
t=u-+ v, x; = u; + 1v;,
(¢ signifiant I'unité imaginaire). Nous dénoterons comme
o(z) = @(ur, us, .. . Un; V1,02, ... ,Un) = @(uj; ;).

Dans ces circonstances, concernant la trace de ¢(z) sur A,

O (u, v) = @lu;(u,v),v;(u,v)],

calculons 2o 90
AR(wv) =57+ gz
au voisinage de (z%). En posant
3Uj o 31)]' o 31)]' o 3Uj o
ou  ov du v = Py
nous avons
9 9
Ad = . .
ZJ:%: [(3@73% + 3vj3vk (a]ak + Bjﬁk)
0% 0%
+ (31{730;; B 3uk3vj) (a‘yﬁk B Oékﬁ])]
(j,k=1,2,... n). Nous dénoterons le deuziéme membre de cette identité

par W(g; a, 5).
Comme, pour que ®(¢) soit subharmonique, il faut et il suffit que I’on

ait partout A® > 0, du calcul il en résulte que :
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Soit ¢(x) une fonction réelle continue admettant les dérivées partielles
continues jusqu’au deuriéme ordre (par rapport aur parties réelles et imag-
inaires des variables complexes). Pour que ¢(x) soit pseudoconvere, il faut
et il suffit que Uon ait partout W(p;a, 3) > 0.

Encore, du calcul, il s’ensuit immédiatement que :

Dans la méme condition, ce que ¢(x) soit pseudoconvere admet tout

transformation pseudoconforme biunivoque.

16. Propriété principale. Soit ¢(z1, 22, ..., 2y, y) une fonction réelle
continue au voisinage d’un point (z°,y°) de ’espace (z,y). Partageons

z;,y (j=1,2,...,n) en parties réelles et imaginaires, posons
;= u; + vy, Y=y +iys,

désignons comme @(z,y) = ¢(u,v,y1,y2). Supposons que @(u,v, Y1, y2)
admette les dérivées partielles continues jusqu’au deuxiéme ordre, et que
W (p; a, B) soit partout positive pour tout systéme de valeurs réelles (o, )
excepté (0,0), que nous dénoterons dans la suivante, simplement (s’il n’y
aura pas de confusion),

W(g;a, 8) > 0.

Supposons encore,

380 : 380 : 0 0
(%) *(%) >0 e @y,

Dans ces circonstances, proposons-nous de tracer une surface caractéristique

o passant par (z”,y%) de facon qu’elle ne passe que la portion de I’espace,

o, y) > e(2°, "),

au voisinage de (2% y"), excepté & ce point méme.
Pour simplifier I’écriture, supposons que (z°, y%) soit 1'origine, et que

o(2,y°) soit nulle; et considérons une surface caractéristique o de la forme

y:f(x):Zajxj—i—Zijkxjxk, avec bjr=by; (j,k=12,... n).

J j k

Partageons «j, bj, et f(x) en parties réelles et imaginaires comme
aj:ozj—l—iﬁj, bjk:’yjk—l—iéjk, f(a:):P(u,v)—l—iQ(u,v)

alors,

Vik = Yrir Ok = Ony-
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En substituant y; = P(u, v), yo =Q(u,v) dans ¢(z,y) =¢(u, v, y1,y2), on a
®(x) = @(u,v) = p(u, v, Pu,v), Q(u,v)).

Comme la fonction ®(u, v) admet les dérivées partielles jusqu’au deuxiéme

ordre; on peut la développer en origine comme ce qui suit :

o 0P
o) = 3 (s + )
J

2o 2o 9%®
— T 2 . .
+ 2 ZJ:%: |:8U]8Uk Uitk + 8Uj81)k Uik + 3vj3vk Uitk + &

24

1 .
£ = ZZ|€ijjuk+27]ijjvk —|—Cjkvjvk| (],k: 1,2,...,77,),
Jj k

dont les dérivées partielles signifient des valeurs & ’origine (pour le moment,

il en est de méme dans la suivante), quant a &z, Nk, (jr, on a

€ = O?®(0u, Ov) 3 92®(0,0)
k= 3u]3uk 3u]3uk ’

0<0<1,

par exemple; puisque les dérivées partielles sont continues, lorsque (u,v)
tend vers (0,0), &5 tend vers 0, il en est de méme pour ;x, (k.
Supposons maintenant, que l'on puisse faire & (o, 8,7, 4d) de I’équation

de o, satisfaire aux conditions suivantes :

o _ oo _
6Uj o 81)]' -
9%® 9%® 52 92 .
= 3 = — (],k:l,,n)
3uj3uk 3vj3vk 6“]'6@1@ 6“1@6@]’
On a alors,
P(u v)—lzz o + o (wjup + vjvg)
’ o 4 B & 3u]3uk 81{781% Tk Ik
*P 2o 1
(3%.3% - 3%3%,) (ujor — Ukvj)] +e= ZW(CI)’U’U) +e.

Or, d’aprés ’hypothese, on a W{(g; «, 5) >0, par suite, d’apres le calcul
du numéro précédent, on a facilement W(®;u,v) > 0. D’aprés la form de

¢, on peut donc, choisir un nombre positif p, tel que I’on ait,
®(u,v) >0 pour |z;|<p  (j=1,2,...,n),

sauf & l'origine. Cela veut dire que o reste dans la portion ¢(z, y) >0, sauf &
Porigine. Tl nous done, suffit de choisir un systéme de («, 3, v, 6) satisfaisant

aux conditions indiquées.
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L

D’abord, pour la condition = 0, d’aprés un calcul simple,

on a
0P 0 0 0
00 _0p  Op L 0ps
du; — du; Oy dys
0P 0 0 0
9 _Op O, 00 _,
dv;  dv; O dys
dp \? | [ 9¢ )’
Comme <—@> + <—@> > 0, on peut résoudre cette équation linéaire.
8y1 8y2

Quant & la deuxieéme condition, puisque le systéme de valeur (a, 3) est
déja déterminé, c’est un systéme des équations algébriques simultanées par

rapport a (7, d) seul, dont la forme est donnée par

( 9%® 9%® )_ Jp e

Yik + 5—0;k +¢1 =0,

8U]8uk B 6Uj81)k 8y1 6y2
Oy B
Ou;Ovg + Ouy0v; @73’“ - %dﬂc +ec2 =0,

J)

L

2

1 R R Oy
5 =
k)

pour tout (j, k) tel que (j,k=1,2,...,n), dont ¢, ¢y sont indépendantes de

2 2
(v,6). Comme <aa—@> + <aa—@> > 0, on peut résoudre cette équation. Nous
Y1 Y2

avons ainsi tracé la surface caractéristique ¢ voulue, que nous formulons :
Etant donnée une fonction p(x1,®a, ..., &y) réelle continue au voisi-
nage d’un point (z°) de Uespace (z), telle que soient uj,v; la partie réelle
et la partie imaginaire de z; (j=1,2,... n) et soit ¢(x)=p(u,v), p(u,v)
admette les dérivées partielles continues jusqu’au deuriéeme ordre, et que

Uon ait W(p;a, ) > 0 et encore que l'une au moins des dérivées &

uj
(j=1,2,...,n) ne soit pas nulle & (z%); on peut tracer une surface car-
actéristique o au voisinage de (z°), passant par (%), de fagon que o reste

dans la portion de lespace p(x) > ¢(2%), excepté a (2°) méme. De plus, si

, , 0 ,
l'une au moins des dérivées —SD, 9P pest pas nulle a (z°), on peut faire
Ou,’ Ovy,
a o prendre la forme, xp=f(21,29,... ,2n-1), [ étant un polynéme de x1,
Xo,...,En_1, de degré au plus égal a 2.

17. Modification des fonctions pseudoconvexes. Il s’agit de
modifier les fonctions pseudoconvexes pour faire satisfaire aux conditions
du théoréme ci-dessus.

Commencons par le probleme d’élever le degré de continuité. Ce probleme
est déja résolu pour les fonctions subharmoniques par T. Radé®? et F.
Riesz3!', dont la méthode est applicable & notre cas, que nous allons ex-

pliquer.

30¢ité plus haut.
311930. cité plus haut.
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1°. Soit © un domaine sur 'espace (x1,23,...,#,). Selon {’Ouvrage
de Behnhe-Thullen, considérons la distance frontiére (Randdistanz) comme
ce qui suit : Soit P un point quelconque de D, soit (z") ses coordonnées.
Tragons un polycylindre 4 de centre (z") et de rayon 7/, tel qu’il y ait un
domaine v* satisfaisant aux conditions, v* ~~, v* C D et P €~*; v* sera
appelé voisinage polycylindrique de domaine © de centre P et de rayon 7’;
soit r la borne supérieure de tous les r’. On appelle r la distance frontiere
de P par rapport & ©. (Nous 'appellerons parfois, pour éviter la confu-
sion, distance frontiére polycylindrigue.) On dénote par D) I’ensemble des
points de D tels que la distance frontiére soit plus grande que p.

Soit maintenant, ¢(P) une fonction réelle univoque semi-continue supé-
rieurement et bornée pour . (Pour le présent Mémoire seul, il nous suffit
de partir d’une fonction continue.) Soit P un point quelconque de D, soit
P’ un point déterminé de ©; =) r étant un nombre positif déterminé
(tel que D) 5 0; tracons un voisinage polycylindrique v de centre P’ et de
rayon r, et considérons, par ['irtégrale de Lebesgue, la moyenne arithmétique

de ¢(P) sur ~,

p1(P) = %/@(P) dP, V= (71'7“2)".

La fonction ¢1 (P) est définie dans D1, elle prend une valeur finie et déterminée
pour tout point P de ©;. Elle est évidemment continue. Nous dénotons,

avec F. Riesz, par
p1(P) = Ar[p(P)]

lopération de construire ¢, (P) & partir de ¢(P).

Supposons, dans la suivante que ¢(P) soit pseudoconvere et bornée pour
©. Nous allons montrer d’abord que ¢1(P) est encore pseudoconvere pour
©1. Supposons pour Deffet; que D soit un domaine univalent dans ’espace
(z); ceci ne perd pas de généralité. Soit (x°) un point quelconque de Dy,
soit L une droite passant par (z°), mais d’ailleurs quelconque. 11 suffit de
montrer que la trace de ¢ (x) sur L est subharmonique au voisinage de (z°).
Tragons une circonférence C' sur L, autour de (z°) et suffisamment petit
pour que le cercle soit contenu a 'intérieur complet de D1; et considérons,

par ["intégrale de Riemann, la valeur moyenne arithmétique de ¢ sur C',

1

= — d
9mp C@l($) 5,

p étant le rayon de C'. 1l suffit de dire que m > ¢1(z°).
Soit Cy la circonférence autour de 'origine, telle que ’on peut la trans-

porter sur C' par une translation, soit (X) un point quelconque de Cj. On
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peut alors, exprimer m de la forme,

= 5 . pte Xy ax),
I'intégrale étant prise au sens de Lebesgue ((X) signifie ici un point quel-
conque de Cj ayant les coordonnées (X)). Soit vy le polycylindre dans
I’espace (x) de centre 'origine et de rayon r, soit (X’) un point quelconque
de 7p; alors,

1

m= g /C d(x) A o(e" + X + X') d(X),

au sens de Lebesgue. Comme la fonction ¢ (2% + X + X’) est semi-continue
supérieurement, dans I'espace (X, X'), elle est mesurable (B). De plus, elle
est bornée, par suite, on peut changer I'ordre des intégrations en vertu de

Lebesgue; on a donc,

m= QF;V/ d(X’)/CD p(x" + X + X')d(X)

Yo

1
>3 [ et e X)) = i),
v Yo
Ensuite st r1>r2>0, on a

Ar () > Ary(p) > ¢

pour ©1); dont la démonstration est pareille et immédiate.

Soit 7, (p=1,2,...) une suite décroissante de nombres positifs ayant
la limite 0. La suite de fonctions A, (@) est alors, aussi décroissante, par
suite, comme elle est bornée, elle est convergente. Soit ®(P) la limite, elle
existe pour ©. Comme A,(p) > ¢, on a ®(P) > ¢(P). D’un autre coté,
puisque ¢(P) est semi-continue supérieurement, on a ®(P) < (P). Donc,
®(P)=¢(P). Nous avons ainsi vu que

«la suite de fonctions A, (¢) (p=1,2,...) converge en décroissant vers
¢, dont chaque A, (¢) est une fonction pseudoconvexe et continue définie

dans D(») >

2°.  Considérons le cas non-borné. Soit ¢(P) une fonction pseudocon-
vere dans un domaine ® sur I’espace (), qui n’est pas bornée a l'intérieur

complet de ©. Construisons alors, la suite de fonctions

Up(P) =max[p(P),—p] (p=1,2,...).

Elle est décroissante et tendant vers ¢(P). Comme toute fonction semi-
continue supérieurement dans ® et bornée supérieurement a l’'intérieur com-
plet de ©, chacune des ¢, (P) est bornée a l'intérieur complet de ©. Ceci

n’est que le cas précédent.
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3°.  Soit & nouveau ¢(P) une fonction réelle continue dans ©. Si l’on
désigne les parties réelles et imaginaires de »; (i = 1,2,...,n) par u;, v
respectivement, il est évident que la fonction ¢1 (P)=A,(p) est continue et
définie pour 1 =2) et qu’elle admet les dérivées partielles continues du
premier ordre par rapport a (u,v). Et, si ¢(P) jouit déja de ces propriété
pour D, ¢1(P) admet évidemment les dérivées partielles continue jusqu’au
deuziéme ordre par rapport a (u,v) pour ®. Comme ¢(P) est continue
dans D@, lorsque 7 tend vers 0, A, (¢) tend uniformément vers ¢, a l'intérieur
complet de .

Itérant I'opération A,, nous avons,

p2(P) = Arlpr(P)] = AP [p(P)];

2 (P) est définie dans Q(lr) = D7) Pareillement, nous considérons ¢3(P) =
AP [o(P)] pour D3 = DB, Si p(x) est une fonction pseudoconvexe dans
D, comme @1 (P) est pseudoconvexe dans D1, @a(P) est ainsi pour D, et
par suite, ¢3(P) 'est aussi pour D3. Nous avons ainsi acquis le résultat

sulvant :

Etant données une fonction pseudoconvere ¢(P) dans un domaine ©
sur Uespace (x1,%2,. .., 2,) et une suite de nombres positifsr, (p=1,2,...)
tendant en décroissant vers zéro; on peut construire une suite de fonctions
@p(P) telle que chaque ¢, (P) soit une fonction pseudoconveze continue ad-
mettant les dérivées partielles continues jusqu’au deuxiéme ordre par rapport
auz parties réelles et imaginaires de z; (i=1,2,...,n) dans D) et que

la suite tende en décroissant vers p(P) dans ©.

Comme conséquence immédiate, de la remarque de No. 16, il s’ensuit

que :

Toute fonction pseudoconvere admet toute transformation pseudocon-

forme biunivoque.

18. Deuxiéme modification. Soit ¢(P) une fonction pseudocon-
vere dans un domaine © sur 'espace (z1,22,...,%,). D’aprés ce qui
précede, nous pouvons supposer que ¢(P) soit continue et qu’elle admette
les dérivées partielles continues jusqu’au deuxiéme ordre par rapport a
uj,v; (J=1,2,...,n), u;,v; étant les parties réelles et imaginaires de z;,
respectivement. Pour faire & ¢(P) jouir de la propriété principale, il suffit

donc, de faire satisfaire aux conditions suivantes :
0 ’ 0 ’
Wi(p; e, ) > 0, Z [(@) + (%
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Rappelons que la deuxieme condition n’a pas apparu au cas de deux vari-

ables complexes (No. 13, Mémoire VT).

1°  Considérons la premiére condition, W (p; a, 3) >0. Soit ¥(P) une

autre fonction ayant les mémes propriétés que ¢(P); on a

W(p+¢;a,8) = W(p;a,B) + W, §).

Comme ¢ est pseudoconvexe, on a W(yp; o, ) > 0. Done, si W(¢; o, 5) > 0,
on a nécessairement Wy + ¢;a, 3) > 0. Or, pour

Y(P)=> (ui+v])  (G=1,2,...,n),

on a
W(¥;a,8) = 4(af + 57) > 0.

Prenons donc, une suite de nombres positifs ¢, (p=1,2,...) décroissante et

tendant vers zéro, et posons

ep(P) = p(P) +ep¥(P);

la suite de fonctiones ¢, (P) est alors, décroissante et tendant uniformément
vers w(P) dans Uintérieur complet de domaine ©, dont chaque ¢, ad-
met les dérivées partielles continues jusqu’au deuriéme ordre et remplie

W(gﬁp, aaﬁ) > 0

2°.  Maintenant il ne nous reste que la deuxieme condition. Envisageons
cette condition, et nous trouvons qu’il faut modifier le probléeme méme.
Commencons par classifier les fonctions pseudoconvexes.

Soit ¢(P) une fonction pseudoconvere dans un domaine D sur I'espace
(z1,®2,...,2y). Nous appellerons que ¢(P) jouit de la propriété (Py) pour
D, si elle est continue et admet les dérivées partielles continues jusqu’au
deuxiéme ordre par rapport a (u,v) dans D, et encore si elle satisfait pour

® aux conditions,

W(pia,8)>0, K%)z * (g_:;)z

Nous appellerons que ¢(P) jouit de la propriété (Py) pour D, si & tout

>0 (j=1,2,...,n).

point Py de ® correspond un voisinage polycylindique v de ® autour de Py,
telle que ¢(P) soit donnée dans 4 par la borne supérieure d’un nombre fini
de fonctions pseudoconvexes ayant la propriété (Py).

Toute fonction pseudoconvere o(P) ayant la propriété (Py) dans ©, jouit
de la propriété principale pour D, précisément-dit, étant donné un point Py

de @, soit ¢(Py) = «, on peut toujours tracer une surface caractéristique
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sur @ passant par Py et restant dans la portion ¢ > «a, excepté a Py, au

voisinage de Py. Ceci est évident.

Probléeme. <« Etant donnée une fonction pseudoconvexe continue ¢(P)
dans un domaine ® sur Pespace (z1,%2,...,%,), soit Dy un domaine tel
que Dy ED et soit £ un nombre positif, trouver une fonction pseudoconvexe
®(P) ayant la propriété (P1), de facon que |¢(P)—®(P)|<e, dans Dy.>>

Pour ce probléeme, le principe suivant subsiste évidemment :

& Soient a,b deux nombres réels tels que a < b, soit D, la partie de ©
sur uy < b et soit D5 celle de uy >a. Si le probléme est résoluble pour ©; et
pour D, il est résoluble pour ©. >

Il suffit donc, de résoudre le probleme, localement.

3°.  Considérons dans l’espace (#1, z3, ..., #,) un domaine univalent R
de la forme, a; <w; <b;, ¢;<v;<d; (i=1,2,...,n) (a;, b, ¢, d; étant des
nombres réels); nous appellerons domaine rectangulaire tout domaine de
cette forme. Soit ¢(x) une fonction réelle continue sur le domaine rectan-
gulaire fermé R, soit € un nombre positif; alors, grace & Weierstrass, on sait
bien que :

& ’on peut trouver un polynome ®(u, v) =®(z) de (u,v) ayant les coef-
ficients réels, de fagon que |p(x)—®(x)|<e sur R. >

Pour appliquer ce théoréme, nous allons faire quelques remarques.

Soit ¢(x) une fonction réelle continue dans un domaine ® univalent dans

Iespace (x); considérons ®; = D),

prle) = el = ¢ [ eleyde (V= (m2))

(o1 v représente le polycylindre de centre (z) et de rayon r, (z) exprime un
point quelconque de v, et do signifie I’élément de volume de ). Supposons

que |p(2)] < M pour ®© (M étant un nombre positif). Alors, on a d’abord,

[P (X)| < M

; dp1
pour ©;. Pour évaluer —— tracons sur le plan z; deux cercles de rayon r,

8U1
de facon que les centres soilent situés sur une droite horizontale, et soient
a distance h, suffisamment petite; on a alors, deux lunaires suffisamment

étroites, dont la somme des aires est plus petite que 4rh; on a donc, pour

D.

0 4
‘ﬂ <=M
Ou | — mr
Il en est de méme pour u;, v; (j =2,3,...,n;7=12,...,n). Evaluons

©s = A, (p1) pour Dy = D). Soient ¢, deux quelconques de wu;, v; (i=
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1,2

,2,...,n); comme

o0, (90
0eon — on T\ 0¢ )’

d’aprés I'inégalité ci-dessus, on a pour Da,

2 4 2
e < (=)
wr

0€0n
Soit ®(u,v) = ®(x) un polynéme de (u,v), de degré v au plus, ayant

les coefficients réels. Soit 4y un polycylindre de centre ’origine et de rayon
7, soit (') un point quelconque de vg; @1 () peut s’exprimer alors, de la

forme

v1(x) = %/ oz + 2')do.

Comme cas particulier, &1 (z) (= A, [®(x)]) jouit donc, des mémes propriétés
que ®(z), et par suite, $a(x) 'est aussi.
Soit ¢(x) une fonction réelle continue admettant les dérivées partielles

continues jusqu’au deuxiéme ordre par rapport & (v, v); considérons

32
Wig;a, 8) = ZZ[(%@% avig’;j)mmﬁwj)

9 9
+ (31@31}]’ B 3uj3vi) (aiﬁj B ijﬁi)]

(i, = 1,2,...,n). Tracons & l'espace (a,3) une hypersphere de centre

Porigine et de rayon 1, soit («/,8") un point quelconque sur la frontiére,
considérons

w(e(z)) = minW(p; o', §).
Pour que W(p(z);a,3) >0, il faut et il sufiit que w(p(x)) > 0. Soit ¢(z)
une fonction donnée ayant la propriété indiquée pour un domaine univalent
D; pour que W(¢p; «, £) >0 pour D, il est nécessaire et suffisant que la borne
inférieure de w(yp) soit positive pour tout domaine Dy tel que Dy € D. Si

w(p) possede la borne inférieure wy pour D, on a évidemment pour D,

w(pr) > wo.

Soit maintenant, & un domaine rectangulaire dans I’espace (), et soit
¢(z) une fonction pseudoconvexe continue admettant les dérivées partielles
continues jusqu’au deuxiéme ordre par rapport a (u, v), telle que W(yp; o, 3)
>0, au voisinage du domaine fermé 9R. Pour tout nombre positif €, on peut
trouver un polynéome ®(x) =& (u, v) par rapport a (u, v) a coefficients réels,
de facon que ’on ait,

() — ()] < 2
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au voisinage de SR. Considérons ®o(x) = Aﬁz)[q)(x)] et pa(x) = A&z)[go(x)],
et choisissons ¢ suffisamment petit et r convenable. D’aprés ce que nous
venons de voir, en comparant ®5 et ¢ avec o, nous trouvons facilement
que le polynome ®4(z) posséde la méme propriété que ¢(z).

Supposons donc, que, la fonction ¢(x) donnée ci-dessus soit un polynome

de (u,v) & coefficients réels. Il s’agit de la seule condition

x| () + ()

Or, dans ces circonstances, nous trouvons facilement que, étant donné un

>0  (i=1,2,...,n).

nombre positif £, on peut trouver un polynome ¢(z) de (u,v) ayant les
mémes propriétés que ¢(x) et telle que |p(x)—(x)| <& au voisinage de R, et
encore que, concernant la derniére condition indiquée ci-dessus, 1’ensemble
des points ot toutes les dérivées du premier ordre de () s’annulent simul-

tanément soit isolé>2.

4°.  Comme nous ’avons remarqué plus haut, nous avons vu dans le
Mémoire VI, que la circonstance en question ne fait aucun obstacle pour le
cas n = 2. C’est ce fait que nous allons utiliser. Rappelons la forme précise

du théoreme :

& Soit p(x1, £2) une fonction réelle continue admettant les dérivées par-
tielles continues jusqu’au deuxiéme ordre par rapport a u;, v; (i=1,2), telle
que W (g;a, 3) >0, au voisinage d’un point (2, 29) dans Pespace (1, 22).

Si pour (%), on a

3@_3@_3@_3_@_

8U1 o 81)1 o 3u2 o 81)2 o 0’

on peut trouver un plan caractéristique passant par (z°) et restant dans la
portion p(x)>@(2?), excepté a (2°), au voisinage de ce point.>>

Soit (%) un point déterminé dans I’espace (x1,za, ... ,x,), soit ¢(z) un
polynome de (u, v) & coefficients réels, tel que W(y; a, 5) >0 au voisinage de
(2%), et encore que I'une au moins des dérivées partielles du premier ordre
ne soit pas nulle en tout point au voisinage de (z°), excepté & ce point, ot
elles s’annulent & la fois. Supposons, pour simplifier I’écriture, que (2%) soit
I’origine. Posons

S(x1,22) = p(r1,22,0,...,0).

On a W(®; «, 5) >0, puisque w(®) > w(p) >0 dans un voisinage de l'origine.

On peut donc, tracer un plan caractéristique de la forme az; = zo dans

3211 suffit de considérer une modification de la forme ¢ = ¢ + L, L étant un polynéme
convenable de (u,v), linéaire homogene.
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lespace (21, x2), restant dans la portion ®(z1,z2) > ®(0,0), au voisinage
de l'origine, excepté a l'origine. Nous pouvons supposer, sans perdre la
généralité, que a = 0.

Dans l’espace (z1, 22, ..., y), tragons un polycylindre de centre & I’ori-
gine et de rayon r, suffisamment petit pour que toutes les circonstances
subsistent dans le polycylindre de centre & I’origine et de rayon 2r. Prenant

un nombre positif p plus petit que r, posons

1 :¢($1+Pal‘2a~~~ a$n)a 1/):max(g0,g01).

Comme, pour ¢(z1,0,...,0)=x(x1), on a x(x1)>x(0) pour 0< |z1| < 2r,
il est claire que ¢ est une fonction pseudoconvexe ayant la propriété (P;)
dans le polycylindre 4. De plus 1) — | tend vers zéro avec p. Le probléme

posé a (2°) est ainsi résolu.

C. Probléeme frontiére.

19. Probléme frontiére. Le but du présent Chapitre est a résoudre

le probléme suivant :

Probléme frontieére. FEtant donné un domaine pseudoconvere © sur
Uespace (x1, %2, ... ,%y), trouver une fonction pseudoconvere ®(P) dans ©

Jouissant des propriétés sutvantes :

1° ®(p) posséde la propriété (Py).
2°  Pour tout nombre réel o, 'ensemble D, des points de ® tels que ®(P) <

a remplie la condition D, € D.

La signification de ce probléme sera bien comprise, si I'on rappelle ce
qui a été exposé a <III. probleme complémentaire>> du Mémoire VI.

Or, dans le cas actuel, comme © n’est plus univalent, pour faire ©, tou-
jours compact sur D, hors des rayons de Hartogs, il faut chercher une nou-
velle espéce de fonctions pseudoconvenzes par rapport & ©. (De la méme
raison il s’ensuit que, le théoreme de Cartan—Thullen n’est plus suffisant
pour traiter des problémes donnés dans les domaines d’holomorphie multi-

valents.) Précisément dit, il se présente & nouveau le probléme suivant:

Probléme auxiliaire. <«Soit © un domaine sur I'espace (z), soit Dg
un domaine dont la distance frontiére polycylindrique par rapport a ® n’est
pas nulle; trouver une fonction pseudoconvexe continue Ag(P) dans Dy telle
que, pour tout nombre réel a, 'ensemble A, des points de Dy tels que

Ao (P) < e, satisfasse au condition A, ED. >
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20. Familles normales de courbes continues. Nous appliquerons,

133

& cette occasion, la notion de Montel®?® aux courbes continues3*. Ceci n’est

pas indispensable, mais utile, pour traiter le probleme auxiliaire.

Etant donnée une famille (§) de courbes continues dans 'espace (z1, 22,

., &p), nous appellerons que (F) forme une famille normale, si de toute
suite infinie de (§), C; (j =1,2,...), on peut extraire une suite partielle
infinie, Cp, (j =1,2,...), de facon que, pour toute courbe Cj,, on puisse

choisir une équation de la forme

()

/(1) étant des fonctions continues) représentant ), . et telle que les suites
¥ p P q
(4)

de fonctions ¢;"/(t) (j = 1,2,...) soilent convergentes uniformément sur

0<t<1.
Cette fois-ci, nous nous contenterons de remarquer le critére suivant :

Etant donnée une famille () de courbes continues réctifiables a l'espace
(z), si les longueurs totales des courbes de (3) sont bornées dans leur en-

semble, () forme une famille normale>.

Soit en effect, C une courbe quelconque de (§) , soit [ la longueur totale
de C et soit s la longueur de ’arc de C' du point initial au point quelconque

(z) de C. En prenant t = s/l, posons
=pi(t), 0<t<1 (i=1,2,... n).
Pour deux points quelconques t,t’ de I'intervalle fermé [0, 1], on a toujours

lilt) — i) < Ul =1,

Comme I’ensemble {/} est borné, pour tout i de 1,2, ..., n, lafamille {¢;(¢)}
est également continue sur [0, 1]. Donc, comme on sait bien, elle forme une
famille normale sur [0, 1], (§) forme donc, une famille normale, d’apres la

définition.

21. Résolution du probléme auxiliaire. Dans le probléme aux-
iliaire, négligeons, pour le moment, la condition demandée d’étre pseudo-
convexe. Nous trouvons alors, diverses fonctions de la nature voulue a nos

environs, dont nous allons choisir la suivante :

33Voir: P. Montel, Legons sur les familles normales.

34Nous avons déja appliqué cette notion aux surfaces caractéristiques. Voir No. 7.

35 Adjoindre la condition que les distances de ’origine aux courbes de la famille soient
bornées.
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Soit O un point déterminé de Dy, soit P un point quelconque de Dy, soit
d(Py, P2) la distance entre Py et Py sur le domaine @y (précisément-dit, la

borne inférieure des longueurs des courbes sur ©g reliant P; et Ps), posons
A(P) = d(0, P),

A(P) est une fonction réelle continue dans ®gy. Soit o un nombre réel
quelconque, et soit A, ’ensemble des points de Dy tels que A(P) < a.
Comme la distance frontiére polycylindrique de ®¢ par rapport & D n’est
pas nulle, d’apres le critére que nous venons de voir, 1l est clair que A, ED.

A(P) est ainsi une des fonctions demandées.
Comment peut-on faire alors, une fonction pseudoconvexe de A(P)? Re-
marquons d’abord, que A(P) jouit de la propriété suivante,

(1) A(P1) = A(P2)| < d(Pr, Py).

Nous allons I’associer la méthode de prendre la valeur moyenne (expliquée
a No. 17).
Considérons A1 (P) = A,[A(P)] pour D, :@gr). Dénotons un quelconque

de u;,v; (¢=1,2,...) par &; d’apres (1), nous avons
O 4
P < —
ot | —
(Voir (3°), No. 18). Considérons ensuite A2(P)=A,[A1(P)] pour D, :@ézr).
4
Soit n un quelconque de u;, v;. Comme 66% < —M (M étant la borne
r

supérieure de ¢ pour D, (3°), No. 18), d’apres I'inégalité ci-dessus, on a

O

D’apres (1), on a encore [A2(P) — A(P)| < 2y/nr.

Soit (¢, ') un point quelconque sur la frontiere de la hypersphére de

9% \q
0E0n

centre 'origine et de rayon 1 dans 'espace (a, 3); on a donc,

2
4#K:—<@)g]:4g
T T

Comme pour p(z)=>(u?+v?)(i=1,2,...,n), nous avons

w(A2) = min WAy, o', 3) >

W(psa!,0) = 4,
en prenant un nombre positif M, tel que 4M > K, construisons

Ao(P) = Ao(P) + Mpu(z).
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Ao(P) est alors, définie pour D4 et satisfait & la condition W (Ag; «, 5) > 0.

Il est évident que Ag(P) conserve la propriété en question.

La fonction Ag(P) ainsi acquise n’existe que dans ©5. Mais, pour obtenir
une fonction de cette nature pour Dy, il suffit de partir d’'un domaine plus

grand que ®y. Le probléme auziliaire est ainsi résolu.

22. Résolution du probléme frontiére, deuxiéme lemme. En

complétant le probléme de No. 18, considérons le suivant :

36 sur Dlespace (z),

Probléme <«Soit © un domaine pseudoconvexe
soit ¢(P) une fonction pseudoconvexe continue dans D, jouissant de la
propriété (o) (pour @) que pour tout nombre réel «, I'ensemble de points
de © donné par ¢(P) <« soit contenu a 'intérieur complet de ©; modifier
la fonction ¢(P) de maniere qu’elle jouit de la propriété (P ), en conservant

les propriétés pour D.>>>

Pour résoudre ce probléme, soit a, (p=1,2,...) une suite de nombres
positifs telle que a, < a,41 ayant la limite 4 oo; désignons I’ensemble de
points de ® défini par ¢(P) <a,, par Dp; alors ©, ED. Comme le probléme
de No. 18 est résoluble, étant donné un nombre positif £, on peut trouver

une fonction ®,(P) pseudoconvexe ayant la propriété (Py) et telle que
lp(P) =@, (P)] <,

dans ©,. Choisissons ¢ suffisamment petit pour que, soit Q;,q I’ensemble

de points de ©,, défini par ®,(P) < aq, on ait, pout ¢ =2,3,... ,p— 1,
@q—l G @;7(1 G ©q+1.

De la suite de fonctions ®,(P) (p =1,2,...), construisons une suite de

fonctions <I>;,(P), successivement, comme ce qui suit : Posons d’abord,
<I>/1 = &g

La fonction @] existe dans Dg, elle est pseudoconvexe et possede la propriété
(P1 ) s et
&) > a4 pour (Vs —Ds).

Pour construire ®5, construisons d’abord ¥ comme suivante :

\Ifz = Cz(q)7 — Clg)

36 Puisque tout domaine D possédant une fonction comme @(P) est nécessairement
pseudoconvexe.
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¢o étant une constante positive. Comme D5 E 9/773 E @4, on peut prendre

¢ suffisamment grande pour que

U, < ) pour %,
U, > @) pour (Dg— Ds),
Uy > as pour (D7 — Dg).
Posons
&%, = max(P|, ¥») pour g,
=", pour (D7 —Dg).
Et ainsi de suite, et nous avons une suite de fonctions @), (p=1,2,...),

telle que toute fonction ®;, jouisse de la propriété suivante : @, (P) est une
fonction pseudoconvexe ayant la propriété (P;) dans Dpy5 et satisfaisant
aux conditions, &), = &, | pour D,_1 (si p>1), &, > ay43 pour (Dpis5 —
Dpta). Cette suite converge dans ©. Soit ®(P) la limite. ® est une fonction
pseudoconvexe ayant la propriété (Pp) dans ®©. Elle jouit de la propriété

(o) pour D, puisque ® > a,43 pour (D—Dpy4) (p=1,2,...).

Le probléme-ci étant ainsi résolu, pour résondre le probléme frontiére, il

suffit de résoudre :

Probléme. <«Etant donné un domaine pseudoconvexe ® sur ’espace
(z), trouver une fonction pseudoconvexe continue dans ©, jouissant de la

propriété (a).>

(est la forme compléte du probleme auxiliaire. Nous allons le résoudre,
d’aprés le probleme-ci et la fonction d(P), formée en rayons de Hartogs.

Nous ometterons le cas ott © coincide & I’espace (), puisqu’alors, p(x) =
S |#i? (i=1,2,...,n) donne la solution. Considérons la distance frontiére
euclidienne d(P) de ®; — log d(P) est une fonction pseudoconvexe continue;
nous désignerons cette fonction par §(P), pour simplifier I’écriture. Soit
ap (p=1,2,...) une suite de nombres positifs telle que a, < apy1, tendant
vers +oo; considérons lensemble ©, de points de ® donné par §(P) <
a,. Probleme auxiliaire étant résoluble, construisons dans ©,, une fonction
pseudoconvexe continue ¢, (P) telle que 'ensemble de points de ©, donné
par ¢, < o soit contenu dans 'intérieur complet de ®, « étant un nombre
réel quelconque. Choisissons a; suffisamment grand pour que ©1 D 0.

Soit O un point déterminé de Dy, soit d(Py, P2) la distance entre les
points Pi, Py sur ®; posons A(P) = d(O,P). Soit I, (p =1,2,...) une
suite de nombres positifs croissante au sens strict et tendant vers + oo, que

nous déterminerons successivement dans la suivante. Désignons par A,,
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I’ensemble de points de @, défini par A(P) <lp; alors A, @ Ap4q, et limite
de A, (p=1,2,...) est D.

Formons de la suite ¢, (p = 1,2,...), une suite de fonctions ®,(P)
successivement, de la maniere suivante : D’abord, ®; = ¢9; alors, ®; est
une fonction pseudoconvexe continue qui existe dans ©s.

Pour construire @4, considérons ’ensemble Af de points de © défini par

ay + az

%)
< 5

L3 < a,

aq étant un nombre réel, que nous allons déterminer. D’aprés avoir choisi
I; au hasard, choisissons o suffisamment grand pour que A} 9 A;. Comme
Al @ D3, choisissons puis [ suffisamment grand pour que As 3 Af. Dans

cette configuration, considérons une fonction de la forme,

a1+ as
2

U, (P) = camax |§(P) , p3(P)—an]

et choisissons le nombre positif ¢z suffisamment grand, ¥2(P) jouira alors,

des propriétés suivantes :

Uy < Py pour Ay,
Uy > any pour (D3 — Aa),
\Ifz > q)l

au voisinage de la frontiére de Ao, dans As. Posons,

®5(P) = max(Py, ¥s) pour As,
=W, pour (D3 — Aa).

Alors, ®5(P) est une fonction pseudoconvexe continue définie dans D3, telle
que $5 =P, pour Ay, et que $3>as pour (D3—As). Et ainsi de suite.
Nous aurons alors, une suite de fonctions pseudoconvexes continues
®,(P) (p=1,2,...), telle que ®, soit définie dans D,4q et satisfasse aux
conditions &, =®,_; pour A,_1, &, >a, pour (Dp11—A,) dont p>¢>1,
pourvu que p> 1. Cette suite converge dans D, soit ®(P) la limite. ®(P)
est pseudoconvexe et continue dans D, et jouit de la propriété («) pour D,

puisque ®(P)>a, pour D—A, (p=2,3,...).
Nous avons ainsi le résultat voulu :

Lemme 1. FEtant donné un domaine pseudoconvere ® fini sans point
eritique intérieur sur Uespace (x), on peut toujours trouver une fonction

pseudoconvere ®(P) dans D, jouissant des propriétés suivantes :
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1° ®(p) posséde la propriété (Pp)>".
2°  Pour tout nombre réel a, l'ensemble de points de © donné par ®(P) < «

reste a liniérieur complet de 2.

23. Problémes ultérieurs. Nous allons inspecter tout rapidement
le caractere ultérieur du probleme frontiére, quand on admet, ou bien des
points & infini (dans un sens convenable), ou bien des points critiques
non-transcendants, pour points intérieurs d’un domaine.

Pour le premier cas, la fonction auxiliaire u(z) = > |z;|* (i=1,2,...,n)
perd le caractére; ce qui donne naissance a un probleme étrange.

Pour le deuxiéme cas, les rayons de Hartogs cessent de jouir du role; ceci
présente une difficulté qui m’apparait vraiment grande.

Quant aux détails de la figure de ce difficultés, nous nous contentons de

dessiner dans les Mémoires ultérieurs.

Chapitre III. Problemes principaux.

24. Notions générales. Considérons sur ’espace (21, #2,...,2,) un
domaine © (fini sans point critique intérieur); soit P un point quelconque
de @, soit () ses coordonnées. Une fonction f(P) de P est appelée holo-
morphe pour D, si elle est univoque dans ® et encore si elle est une fonction
holomorphe de (%) en tout point de ®. Soit f(P) une fonction holomorphe
(de P) dans ©; on dit que ® est un domaine d’holomorphie de f(P), si cette
fonction posséde toujours des éléments de Taylor différents pour deux points
différents de D, et encore si I’on ne peut la prolonger analytiquement pas-
sant par aucun point frontiére de . D est appelé domaine d’holomorphie,
§’1l existe au moins une fonction pour laquelle © est ainsi.

Le domaine d’holomorphie est pseudoconvexe, grace a Hartogs (1906);
dont la notion d’étre pseudoconvexe est une espéce de converité locale (on
peut la définir localement). Or, en 1926, Julia a proposé un probléme global,
que voici : Tout domaine de normalité est-i1l un domaine d’holomorphie ? Et
en 1931, pour traiter le probléme de Julia3®, H. Cartan a introduit, pour la
premiére fois une espéce de converxité globale (qui ne peut s’exprimer d’une
maniére locale, & priori)3?, dont I'idée essentielle est comme suivante :

Soit ® un domaine (connexe ou non), sur ’espace (z), soit (F) une famille

de fonctions holomorphes dans @; nous appellerons que © est conveze par

37Pour la propriété (P ), voir : No. 18, ainsi que No. 16

381,e probléeme de Julia est résolu, comme nous 'avons dit & I'Introduction de Mémoire
VI, pour les domaines univalents et finis, dont la derniére étape est due & Behnke et a
Stein. Voir: H. Behnke-K. Stein, Konvergente Folgen von Regularitatsbereichen und die
Meromorphiekonvexitat, 1938 (Math. Annalen).

39H. Cartan, Sur les domaines d’existence des fonctions de plusieurs variables com-
plexes, 1931 (Bull, de la Soc. Math. de France).
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rapport a (F), ou simplement, (§F)-convere, sil satisfait aux conditions suiv-
antes :

1°. La famille (3) posséde au moins une fonction fy(P) ayant les
éléments de Taylor différents pour toute paire de points différents dans ©.

2°. Pour tout domaine (connexe ou non) A tel que AE9, il existe deux
domaines (connexes ou non) A, A" tels que ACA’@A” CD, et qu’a tout
point Py de A” — A’ corresponde une fonction f(P) de (F) pour laquelle,
|f(Po)| > max|f(A)] (ot le deuxiéme membre signifie la borne supérieure
de |f(P)] pour A).

Comme cas particulier, si ® est convexe par rapport aux fonctions holo-
morphes dans ®, nous appellerons avec Behnke, que ® est holomorphe-
convere (regular-konvex). Pour cette notion, nous verrons plus tard que la
premieére condition n’est qu’une conséquence nécessaire de la deuxiéme.

Plus généralement, si ® est convexe par rapport a la famille consistant
de toutes les fonctions holomorphes dans un domaine @’ tel que D' D D,
nous appellerons que D est holomorphe-convere par rapport ¢ D’.

En 1932, H. Cartan et Thullen ont trouvé que tout domaine d’holomor-
phie, univalent et fini est holomorphe-convexe®’. (Il en reste de méme pour
le cas d’un nombre borné de feuilles.) C’est un fait vraiment fondamental
pour le cas de domaines univalents, qui donne la raison de distinguer le
domaine d’holomorphie des autres sortes de domaines pseudoconvexes, do-
maines de méromorphie, domaines de normalité, .... Nous avons en effet,
résolu les problémes de Cousin et le probléeme de développement pour les
domaines d’holomorphie univalents et finis, a 1’aide de ce théoreme.

Mais, pour le cas actuel le mode de raisonnement de Cartan—Thullen
(vraiment simple) ne subsiste plus, comme nous ’avons déja remarqué; par
suite, il faut prendre les domaines holomorphe-convexes mémes pour notion

fondamentale, & savoir, d’abord :

& Tout domaine pseudoconvexe (fini sans point critique intérieur) sur

Iespace (x) , est-il holomorphe-convexe 7>

Désormais, nous 'appellerons probléme inverse de Hartogs.

Les autres problémes principaux (depuis le Mémoire I, & nous), les
problemes de Cousin et le probleme de développement restaient libres pen-
dant longtemps, sauf pour les domaines cylindriques univalents*', comme
nous 'avons dit plus haut. Quant aux théoreme de Cauchy, a propos, H.
Poincaré eut généralisé le premier théoreme, mais, le deuxiéme restait sans

progres.

40H. Cartan—P. Thullen, Regularitits- und Konvergenzbereiche (Math. Annalen).
41P. Cousin, 1895, (Acta Mathematica).
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Or, en 1935, Weil a généralisé le deuxiéme théordme de Cauchy?? d’aprés
le résultat de Poincaré, ce qui fait les problémes principaux résolubles,
comme conséquence immeédiate, pour les domaines convexes par rapport
aux fonctions rationnelles, comme dit (et cité) plus haut. Et, nous avons
aussi appliqué I'intégrale-ci de Weil au probléme inverse de Hartogs, dans
le Mémoire VI.

Dans les travaux de Weil, et déja dans la notion d’étre (§)—convexe, on
trouve les ensembles fermés de la forme suivante :

Soit ® un domaine (connexe ou non) fini sans point critique transcendant
intérieur sur I’espace (x), soit P un point quelconque de D, et soit A un
ensemble fermé de points sur D tel que © 5 A; nous appellerons A polyédre
analytique, §'il existe une fonction fu(P) holomorphe sur A possédant les
éléments de Taylor différents a toute paire de points rguliers différents de

A, et encore si A peut s’exprimer de la forme suivante,

dont f;(P) représentent des fonctions holomorphes sur ®, et A; expri-
ment des domaines (connexes) fermés univalents et bornés (ou parfois, plus
généralement, des ensembles fermés et bornés) sur le plan®?.

(Cest sur ces polyedres analytiques, que nous avons établi le théoreme
II au Mémoire I, le théoréme I au Mémoire II et le lemme fondamental
au Mémoire VIII. Envisageons la configuration de ces principes pour le cas
actuel.

Supposons, dans la définition ci-dessus, que D ne contienne aucun point
critique intérieur. Comme fy(P) posséde toujours les éléments de Taylor
différents aux différents points de ©, on peut trouver un systéme fini de
fonctions ¢, (P) (k=1,2,...,p), (p<n+l, si 'on veut), tel que les systémes
ordonnés de valeurs (¢1, 2, ... ,¢p) solent différents pour toute paire de
points différents ayant les mémes coordonnées dans ©. On peut représenter

le polyédre A & nouveau, de la forme suivante,
(1) x; € Ay, fj(P)EBj (i:l,?,...,n;j:1,2,...,1/),

dont A;, B; expriment des domaines (connexes) fermés univalents et bornés
sur le plan, et f;(P) représentent des fonctions holomorphes dans ®, qui

contiennent dans leur ensemble les fonctions ¢ (P) (k=1,2,...,p).

42Sur ce sujet, nous sommes & consulter aussi les travaux de S. Bergmann, nous aurons
probablement I’occasion ultérieure d’en parler.

43 Au Mémoire VIII, nous avons posé a Ay, selon H. Cartan, la condition d’étre simple-
ment connexe, mais, désormais, nous I’ometterons, puisqu’elle ne me semble pas naturelle.
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Soit (x) les coordonnées de P. Considérons, en tout point Py de D,

I’élément de variété caractéristique

y; = fi(x) (j=12,...,v)

a lespace (z1,...,%n, Y1,..., Y ), dont f;(x) signifient les déterminations
au voisinage de Py. Lorsque Py décrit @, ’élément de la variété-ci trace
une variété caractéristique, que nous dénotons par X', et représentons par
Iéquation y; = f;(P) (P € ©,j =1,2,...,v). D’aprés la propriété du
systéme (f), entre les points P de D et les points M de coordonnées [z, f(P)]
de X' il y a une correspondance biunivoque.

Considérons dans Iespace (#,y) le domaine cylindrique fermé (A, B),
et dénotons la partie de ¥/ sur (A, B) par X. Le point P de A et le
point M [z, f(P)] de ¥ se correspondent biunivoquement, et spécialement
les points frontiéres se correspondent. Soit P un point quelconque de A
ayant les coordonnées (x), et soit @ un point de A, différent de P, ayant

les mémes coordonnées (x), mais d’ailleurs quelconque. Soit
a(P) =max|f;(P) - f;(@)]  (G=12...,v),

et s0it ag la borne inférieure de «(P) (lorsque P parcourt A); on a ag>0.
Prenant un nombre positif p tel que 3p < «ag, considérons dans ’espace
(z,y) ensemble de points V' tel qu’a tout point (z',y') de V corresponde
au moins un point P’ de A ayant les coordonnées (x') et satisfaisant &
|fi(P')—y;l <p (j =1,2,...,v). Faisons correspondre au point (z',y’)
de V la valeur ¢(P’); la fonction ainsi définie est univoque, puisqu’a (z')
correspond un seul P’; elle est holomorphe. Désormais, nous dénoterons la
fonction-ci par la méme lettre ¢, comme ¢(x, y).

Pour le cas actuel le lemme fondamental se réduit donc, & la forme

sulvante :

Lemme II. Dans celte configuration géométrique, soient A?, B}J (i=

3
1,2,...,n;j=1,2 ... v) des ensembles fermés, tels que AY € le domaine
ouvert A;, B}J @ le domaine ouvert Bj; il correspond alors, une constante
positive K jouissant du role suwwant : Etant donnée une fonction holomor-
phe ©(P) sur ©, au voisinage du polyédre analytique A, dont la borne
supérieure de || pour A est N, on peut toujours trouver une fonction holo-
morphe ®(x,y) au voisinage de (A%, BY), telle que ® = ¢, sur X, et que
|®| < KN sur (A%, BY).

Le présent Chapitre consiste en parties A, B, C. Dans la partie A, nous

traiterons le premier probleme de Cousin et le probléme de développement

49



pour les domaines holomorphe-convexes puisqu’ils sont nécessaires pour
traiter le probléme inverse de Hartogs. Et dans B, nous résoudrons ce
probléeme.

Comme nous avons expliqué au Mémoire VII, nous avons rencontré sur la
voie des présentes recherches, quelques problemes du caractére arithmétique,
a savoir: le probleme (Cs) au Théoréeme IT du Mémoire I, le probléme
(E) au Théoreme I du Mémoire TII, et le probleme (Cy) & Uhypothése de
Weil expliquée au Mémoire V. Nous les avons résolus pour les polycylindres
fermés dans le Mémoire VII, & I’aide de la notion, idéauz holomorphes de
domaines indéterminés**, et d’un théoréme de H. Cartan®.

Dans la partie C, nous traiterons le deuxieme probléme de Cousin et ces
trois probléemes. Pour le probléme (E) on trouvera un exemple contraire.
Pour les autres, on verra qu’ils sont résolubles (affirmativement) pour les

domaines pseudoconvexes (finis et sans point critique intérieur).

A. Développement de fonctions holomorphes, premier

probléme de Cousin.

25. Développement de fonctions holomorphes. Grace a 'idée

du Mémoire I et au lemme II de No. 24, nous aurons le théoréme suivant.

Théoréme I. Soient ©,D’ deur domaines finis sans point critique
intérieur sur lespace (x) tels que © €', dont © n’est pas nécessairement
connere. St D est holomorphe-convere par rapport a D', toute fonction
holomorphe dans © est développable en série de fonctions holomorphes dans

D’ convergente uniformément a l'intérieur complet de D.

Soit en effet, f(P) une fonction holomorphe dans ®. Comme le do-
maine (connexe ou non) ® est holomorphe-convexe par rapport a @', il
peut s’exprimer comme la limite d’une suite croissante de polyédres analy-

tiques A, de la forme,
lz;| <7, |p;(P) <1, PeR (i=12...,n;j=12,...,v),

dont A signifie un domaine (connexe ou non) tel que A, ERCD, r; sont des
constantes positives, et ¢; (P) sont des fonctions holomorphes dans @', telles
que les systémes ordonnées de valeurs (¢1, s, ..., ¢,) soient différentes
pour toute paire de points différents ayant les mémes coordonnées, au voisi-

nage de A,.

440n a déja considéré & la théorie du prolongement analytique 4 une seule variable
complexe, un élément de la forme (£, §).

45H. Cartan, Sur les matrices holomorphes de n variables complexes, 1940 (Journal de
Mathématiques).
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Considérons dans I'espace (#1,...,%n,¥1, ...,y ) le polycylindre fermé:
C e <rm, |yl <1, (=1,2,...,n5=1,2,...v)
et la variété caractéristique X donnée par
yi=¢;(P) (=12..v), PeER

(les coordonnées de P étant (z)). D’apres le lemme I, on peut trouver
une fonction holomorphe F'(z,y) au voisinage de C| telle que F'= f sur X.
En développant F(z,y) en série de Taylor, autour de l'origine et en sub-
stituant y; =¢;(P) (j=1,2,...,v), on obtient un développement de f(P)
au voisinage de A, consistant en termes holomorphes dans ®’, et conver-
gente uniformément au voisinge de A,. D’ou, il s’ensuit immédiatement le

théoreme.

26. Premier probléme de Cousin. Il en est de méme, pour le
premier probléme de Cousin, que nous allons constater. Commencons par

vérifier le lemme suivant :

Considérons sur l’espace () le polyédre analytique A du lemme II et un
hyperplan L passant par A; L partage A en deur parties fermées A1, As,
soit Ag la partie de A sur L. Dans cette configuration géométrique, étant
donnée une fonction holomorphe ¢(P) au voisinage de Ag, on peut trou-
ver deuzx fonctions holomorphes o1(P), ¢2(P) au voisinage de Ay et au

voisinage de As, respectivement, telles que Uon ait identiquement @1 (P)—
pa(P)=p(P).

Supposons pour ’effet, que L soit défini par u = 0, u étant la partie
réelle de 1, pour simplifier I’écriture, et encore que A; soit la partie de A

sur v < 0; Ay est alors, celle de u > 0. A est donné de la forme
x; € A;, fj(P)EBj (i:1,2,...,n;j:1,2,...,1/)

(avec leurs significations indiquées dans le lemme II) . Tragons sur le plan
z1 un cercle de la forme |21| < R contenant A;. Soit L le diamétre vertical.
D’aprés le lemme TI, nous avons alors, une fonction holomorphe ®(z, y) au
voisinage de l'intersection (z1 € L) N (A4, B) telle que ® = ¢ sur ¥/ (y; =
Fi(P), i=1,2,...,v). Considérons l'intégrale de Cousin,

27 [ t—x

1 <I>(t,x2,... ,xna(y))dt

bl

dont ¢ signifie I'unité imaginaire, et 'intégrale est prise de bas en haut.

Grace & Cousin, nous savons bien la propriété (ainsi que le role) de cette
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intégrale. En y substituant y; = f;(P) (j = 1,2,...,r), nous obtenons
évidemment la paire de fonctions, demandée.

Soit ® un domaine sur ’espace (), fini et sans point critique intérieur.
On peut donner un probleme de Cousin dans ©, tout comme aux cas
précédents, que nous ne repéterons pas.

Supposons que 2 soit holomorphe-convere. © est alors, la limite d’une

suite croissante de polyedres analytiques A, de la forme,
lz;| <7, |f(P) <1, PeR (i=1,2,...,n;5=12,...v)

ol (AE@RCD, r; sont des constantes positives et) f;(P) représentent
des fonctions holomorphes dans ® jouissant de la propriété indiquée au
lemme TI. Soit (p) les poles donnés dans ©. D’apres le lemme que nous
venons d’établir, nous pouvons trouver une fonction méromorphe G, (P) au
voisinage de A, admettant (p).

Soit H,(P)=Gpy1—Gp, H, est une fonction holomorphe au voisinage
de A,. Soit ¢, un nombre positif quelconque. D’apres le théoréme I, nous
obtenons une fonction holomorphe K, (P) dans D, telle que |K,—H,|<¢p

sur A,. D’otli, d’apres le raisonnement habituel, il en résulte que :

Théoréme II. Le premier probléme de Cousin est toujours résoluble
pour un domaine holomorphe-converxe, fini et sans point critique intérieur,

sur lespace ().

B. Probléme inverse de Hartogs. — Point de départ.

27. Probléme auxiliaire. Nous allons traiter le probléme inverse de
Hartogs, avec les lemmes I. 11, ainsi que les théoréme I, TI. Suivant I’idée du
Mémoire VI, commencons par demander ce qui jouit du réle de 'intégrale
de Cousin.

Décrivons sur I’espace (z) un domaine borné (sans point critique inté-
rieur) ©. Soit u la partie réelle de 1, soient ayj, as des nombres réels tels
que a3 <0< ay. Désignons la partie de ® sur u<as par D1, celle de a3 <u
par D, et celle de a1 <u < as par 3. Supposons que D1 ef D, existent
effectivement et soient holomorphe-converes. 1l en est alors de méme pour
Ds.

Soient f;(P) (j=1,2,...,v) des fonctions holomorphes dans Ds; con-
sidérons D’ensemble partiel £ de ® comme ce qui suit: Tout point qui
n’appartient pas a @3, appartient & E. Quant a un point P de @3, il

appartient & F, si et seulement §’1l satisfait simultanément aux conditions,
lf;(P) <1 (j=12,...,v).
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Supposons que E ait des composantes connexes s’etendant sur les parties
u < ay et ay < u, a la fois; dont une quelconque sera désignée par A.
Supposons, relativement & A-ci, que le systéme de fonctions (f) satisfasse

auz conditions (C) suivante :

< 1° 1l existe un nombre positif §; tel que, soit 2 la partie de A sur

|u| < 41, on ait

AED.
2° 1l existe un nombre positif d5 et un nombre positif ¢ plus petit que
1, tels que, soit p un quelconque de 1,2, ... v, les points de D3 satisfaisant
a
|/p(P)| > 1—eo

restent en dehors de |u — ay| < d; et de |u — as| < Js.
3° Les systémes ordonnés de valeurs (f1, fa,..., f,) ne coincident pour

aucune paire de points différents de 2 ayant les mémes coordonnées.>

D’apres la deuxiéme condition, A est un domaine. Prenant un nombre
réel pg tel que 1—eg < pg < 1, considérons ’ensemble partiel Ay de A comme
suivant : Tout point de A qui n’appartient pas & ®3 appartient & Ay. Pour
tout point P de A qui fait partie de D3, il appartient a Ag, si et seulement s’il
satisfait simultanément aux conditions |f;(P)|<po (j=1,2,...,v). D’apres
la deuxieme condition, Ag est un ensemble ouvert sur . Désignons la partie
de Ay sur u< 0 par Aj et celle de u > 0 par Aj. Dans ces circonstances.
nous nous proposons le probléme auxiliaire suivant:

<Etant donnée une fonction ¢(P) holomorphe dans 2, trouver une
fonction holomorphe ¢ (P) dans Af et une fonction holomorphe 2 (P) dans

4, de facon qu’elles restent holomorphes sur la partie de Ag sur =0, et

que l’on ait identiquement 1(P)—p2(P)=p(P).>>

28. Cas de domaine holomorphe-convexe. Nous considérons le
probléme; d’abord pour @3, au lieu de ®; nous obtiendrons, d’apres la
méthode exposée & No. 26, une solution (¢1, ¢2); dont c’est Iexpression qui
est en question.

Considérons dans 'espace (z1,22,...,%n, Y1, Y2, ...,y ) la variété car-
actéristique ¥ donnée par y; = f;(P)(j = 1,2,...,v), P étant un point
quelconque de 2 ayant les coordonnées (z). Comme D est borné, prenons
un nombre positif ry suffisamment grand pour que ® soit contenu dans
le polycylindre de centre & l'origine et de rayon ry dans 'espace (z); et

considérons dans ’espace (z,y) un polycylindre :

C ozl <yl <p G=12,...,nk=1,2,...,v),
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dont » > 79, po < p < 1. Considérons sur 2 I’ensemble partiel 2’ donné
par

lul <46, |f(P)<p (k=1,2,...,v),

dont ¢ est un nombre réel < &; (on a nécessairement §; < —ay, az). Comme
A € D, A est un ensemble ouvert tel que A" & 2.

Comme ¢(P) est une fonction holomorphe dans 2, d’aprés le lemme 1T,
on peut construire une fonction ®(x,y) holomorphe dans I'intersection de
C et de |u| < 4§, de fagcon que ® = ¢ sur X. Soit | un segment de I’axe
imaginaire du plan z; contenant l'origine et ayant les extrémités dans la

couronne rg < |#1| < r; considérons 'intégrale de Cousin,

L/d)(l‘ﬁ,xz,... s (Y)

27 ) — 2

U(x,y) = dr,

dont ¢ signifie I'unité imaginaire, et 'intégrale est prise de bas en haut.

Substituant y; = fi(P) dans I’expression de ¥(z,y) on a

_L q)($3ax2a"'axnafl(P)a"'afl/(P)) ’
Y(P) = 27”./l P dzy.

La partie de ¢(P) dans l'intersection Aj N3 représente une fonction holo-
morphe, que nous désignerons par ¢1(P), soit ¢2(P) celle de Af. Ces
fonctions 91 (P), 12(P) restent holomorphe sur la partie de Ay sur =0, et
satisfond & la relation demandée, o1 (P)—12(P)=p(P).

Nous allons modifier cette expression de la solution (41, 2). Tragons
sur le plan y, : (k=1,2,...,v) le cercle T, de centre & l’origine et de rayon

po; grace a Cauchy, nous avons,

’ - N\ / / / v
(2mi) r, Y1 =% Jr, Y2 — Y2 r, v = U

(les intégrations étant faites au sens direct de T'y), pour |z;| < r, |yx| <

po G7=1,2,...,n; k=1,2,...,v); que nous dénoterons pour le moment

par abrégé de la forme suivante,

S(x,y) = Gr) / Hyk—yk( v) (k=1,2,...,v).

En substituant cette expression de ®(z,y) dans I’expression ci-dessus de

¥(P), nous avons, par abrégé

(1) 1/)(P) :/ X(Illay/ap) q)($iax2a"' axnay/)(d$iady/)a

(&), P) = [(2m)" (@) —en) (= Fu(P)) - (= S (P))T



(est ’expression voulue de la solution du probléme pour ©3.

29. Cas général. Dans I’expression (1), I'ensemble cylindrique de
points (I, (T))*¢ dans I'espace (z,y') est la limite d'une suite décroissante
de domaines holomorphe-convexes le contenant; soit V' un domaine de la
suite. Construisons une fonction méromorphe x1(#4, ', P) dans (V,©1) qui
posséde les mémes poles que x(z},y’, P) dans (V,D3) et est ailleurs holo-
morphe, ce qui est possible pourvu que V soit choisi suffisamment voisin de
({, f), puisque ceci est un premier probléme de Cousin, d’aprés la deuxieme
des conditions (C'), et que (V,D1) est holomorphe-convexe (théoréme II).

Comme la fonction (x —x1) est holomorphe dans (V,D3) et que (V,D3)
est holomorphe-convexe par rapport & (V, D7), on peut la développer en
série de fonctions holomorphes dans (V,®;), convergente uniformément
dans I'intérieur complet de (V,D3) (théoréme I). Pour un nombre positif
donné e, on peut donc, construire une fonction Fy(z},y’, P) holomorphe
dans (V,D1) telle que |(x—x1)—F1| < ¢ pour (V,2), dont V signifie un

nouveau voisinage de (I, (T')) & I'intérieur complet de 1’ancien. Posons
[(1(l‘/1,y/,P) =X—X1—- Fla

K est une fonction holomorphe dans (V,@3) telle que |K1| <& pour (V,21).
Construisons tout pareillement Ky(#),y’, P) pour ©3. Modifions, par
ces fonctions, I'intégrale (1) comme suivante :

(2) ]1(P):/( )[X(xll,y/,P)—Kl(xll,y/,P)]q)(xll,xQ,...,xn,y/)(dxll,dy/),
LT

I,(P) :/ [X(xll, y' P)—KQ(xll, y' P)]q)(xll, T2, ... ,Tn, y/)(dasll7 dy/).
(L)

Voyons [, (P); comme x— K1 =x1+ F1, pour tout point déterminé (7, ')
sur ({,T'), la fonction (xy— K1) est méromorphe dans D1, elle est holomorphe
pour P € Aj; I1(P) représente donc, une fonction holomorphe pour Af.

Pareillement, I2(P) est holomorphe pour Af.

Les fonctions analytiques I, (P), I2(P) restent holomorphes en tout points
de Ag sur v = 0, puisque la fonction ¢(P) donnée par (1) possede la méme
propriété et que Ki, Ky sont holomorphes. De la propriété de ¢(P), il
s’ensuit que

() L(P)—=1(P) =

e(P) — / [Kl(x/l, y' Py — [(2(1:/1, y' P)]q)(xll, T2, ... ,Tn, y/)(dxlldy/).
(L)

Posons
K(z),y,P)= Ki(z},v, P) — Ka(z!, ¥, P),

46(1,(?)) signifie I’ensemble de points @1 € [,y; € (FJ) (G=1,2,...,v), (F) étant le
cercle fermé dont la circonférence est I';.
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et envisageons I'identité (3) : ¢(P) est holomorphe pour 2. K est holomor-
phe pour (V,D3) et ®(x,y) est holomorphe pour C'N (Ju] < J); le deuxieme
membre repésente donc, une fonction holomorphe pour 2L, il en est donc, de

meéme pour le premier membre. Posons
po =11 (P) — I2(P);

c’est la premiére approximation de ¢(P). Nous avons ainsi vu que la fonc-
tion donnée p(P) et sa premiére approrimation py(P) sont holomorphe
dans un seul et le méme domaine (connexe ou non) . C’est I'idée fonda-
mental.

Evaluons la différence ¢’ = ¢ — ¢g. On a
¢ = / K -® (dz),dy).
(LI)

Supposons que ¢ soit bornée dans 2, ceci ne perd pas de généralité; soit
M la borne supérieure de || pour 2. D’aprés le lemme 11, on peut trouver
une fonction holomorphe ®(z,y) dans C' N (Ju| <) telle que |P|<NM, N
étant une constante indépendante de ¢. Quant & K, on a K = K1— K5, dont

|K1|<e, |Ka|<e pour (I, (T), ). On a donc,

l¢'(P)] < 26 NN1 M, Ny =2r(2mpo)”

pour 2. Choisissons donc, € tel que 2e N N < A, A étant un nombre positif
plus petit que 1; nous avons alors, |¢'(P)|<AM.

Si I’on repart de ¢'(P) au lieu de ¢(P), on atteindra tout pareillement
& la premiére approximation de ¢'(P), soit ¢ (P), holomorphe dans A et
telle que, soit ©” = ¢’ — ¢}, |¢"| < A2M pour 2. @) (P) est donnée par la
différence, I1(P)—TI,(P), dont

I{(P):/( )[X(xll,y',P)—Kl(xll,y/,P)]q)/(xll,xz,... T, Y ) (d2h, dY),
Ir

Ié(P):/( )[X(xllay/aP)_[(Z(xllay/aP)]q)/(xllax%'" axnay/)(dxllady/)a
Lr

dont @’ représente une fonction holomorphe dans C N (|u] < &) telle que
|®'| < ANM. En répétant ce procédé une infinité de fois, on obtient une

solution démandée. Ainsi :

Le probléme auziliaire (de No. 27) est toujours résoluble.
Résolution du probléme.

30. L’idée du Mémoire IT et Lemme I. Rappelons I'idée du Mémoire

II. Soit © un domaine sur I’espace (z), soit I un ensemble de points de ©.
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Nous appellerons que E est extérieurement holomorphe-convexe par rapport
a®,si B €D, et encore si lafermeture®” de E sur © est la limite d'une suite
décroissante des domaines partiels (connexe ou non) de ©, holomorphes-
convexes par rapport 4 ©. Si Ay, A, sont deux domaines partiels (connexe
ou non) de @, holomorphe-convexes par rapport & ©, 'intersection AjNA4
posséde la méme propriété. Soit E un ensemble de points tel que £ @ D,
solent Iy, Fy deux ensembles de points de © contenant E, fermés compacts
et extérieurement holomorphe-convexes par rapport a @; alors, d’apres ce
qui préceéde, il en est de méme pour Fy N Fy. Soit F, (p = 1,2,...) une suite
décroissante des ensembles de points de © jouissant de la méme propriété,
il en est alors, de méme pour la limite.

Soit ® un domaine holomorphe-conveze sur I'espace (), soit F un en-
semble de point tel que F @ 2. Il existe alors, un ensemble F' de points
de © contenant F, fermé compact et extérieurement holomorphe-convexe
par rapport a ®. Soit H l'intersection de tous les F'; H est évidemment
un ensemble de points de © contenant E, fermé et compact sur ®; nous
appellerons H, (H)—fermeture de E par rapport ¢ ©. < H est I'intersection
d’un nombre dénonbrable des ensembles F' convenables. >

Rappelons pour Deffet, le mode de raisonnement du théoréme I, et nous
trouvons immédiatement que : Soit Dy un domaine (connexe ou non) tel que
Dy € D, toute fonction holomorphe f(P) dans Dy peut s’exprimer d’une
série de polynomes par rapport 4 un nombre fini de fonctions déterminées,
holomorphes dans ®, convergente uniformément dans ®g; dont on peut
limiter les parties réelles et imaginaires des coefficients des polynomes dans
les nombres rationnels. De la, il s’ensuit immédiatement le résultat ci-
dessus.

Grace a ce résultat et a ce qui précede, on trouve facilement que :

La (H)-fermeture de E par rapport & © est extérieurement holomorphe-

conveze par rapport a ©.

Concernant les surfaces caractéristiques, les (I )—fermetures jouissent de

la propriété suivante :

Soit ® un domaine holomorphe-conveze sur lespace (&), soit E un en-
semble de points tel que EED, et soit H la (H)-fermeture de E par rapport
a®. Soit oy un morceau de surface caractéristique dépendant du paramétre
t sur Uintervalle 0 <t <1, donné de la forme f(P,t)=0, PeV, dont V est
un domaine tel que VED, et f(P,t) est une fonction holomorphe de (P,t)

au voisinage de (V,[0,1]), qui ne s’annule pas identiquement®®. Alors, H et

47Le plus petit ensemble fermé sur D contenant E.
48 Par rapport & P, pour tout t déterminé.
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la famille {oy} ne peuvent pas s’associer de la maniére suivante:

1°  La distance sur ® entre H et la frontiére de tout oy surpasse une con-
stante positive.

2°  La distance entre I et tout oy surpasse une constante positive.

3° oy passe par un point de H, et o1 se situe a une distance positive de

H.

Supposons par absurde, que la famille {o}} existe effectivement. Nous
voulons construire une fonction méromorphe G(P,t) au voisinage de (H,
[0,1]), admettant les poles [f(P,¢)]~. D’aprés la premiére condition, c’est
un premier probléme de Cousin; H est extérieurement holomorphe-convexe
par rapport a ®; par suite, d’apres le théoréme 11, ceci est possible.

Soit « la derniére des valeurs de ¢ telles que oy passe par H, quand on
fait a ¢ tracer I'intervalle fermé [0, 1] de 0 & 1; d’aprés la troisiéme condition,
a existe certainement. Soit M un des points de H par lesquels o, passe.
Comme (M, ) est un pole (n’est pas point d’indétermination) de G(P, 1),
lorsque t tend vers « sur I'intervalle ouvert (e, 1), le module de G(M, 1)
augmente indéfiniment, tandis que, d’aprés la deuxiéme condition, G(P, 1)
reste holomorphe, quand P se situe au voisinage de E, par suite, si 'on
choisit # suffisamment voisin de o sur (o, 1), on a max |G(E, 5)| <|G(M, §)|,
dont le premier membre signifie la borne supérieure de |G(P, 5)| sur E.

Comme G(P, 3) est holomorphe au voisinage de H, d’aprés le théoreme
I, on peut développer G(P,3) en série de fonctions holomorphes dans ©,
convergente uniformément sur /. On peut donc, trouver une fonction ®(P)
holomorphe dans © et satisfaisant & max |®(F)| < |®(M)]; ce qui contredit
que H est le minimum. Donc, la famille {o;} ne peut pas exister.

En appliquant ce principe a la configuration du lemme I, nous aurons :

Soit © un domaine pseudoconvere sur Uespace (x) , soit (P) une fone-

tion pseudoconvere dans ® jouissant des propriétés suivantes :

1° ©(P) posséde la propriété (Py).
2°  Soit D, lensemble de points de © donné par ¢(P) < a (a étant un

nombre réel quelconque), alors ©, € D.

Dans cette configuration, si, pour un nombre réel déterminé 3, Dg est
holomorphe-conveze, tout ©, tel que o < 3 est holomorphe-convexe par
rapport ¢ Dg. De plus, st © méme est holomorphe-convere, tout D, est

holomorphe-conveze par rapport ¢ .

49Ta premiére condition de ©(P) n'est pas nécessaire (dont la démonstration est
immédiate).

58



I1 suffit, pour Deffet, de vérifier la deuxiéme partie. Supposons que ®
soit holomorphe-convexe. Soit A, ’ensemble de points de ® donné par
¢(P) <a. Comme A, @D, il existe alors, la (H)-fermeture de A, par
rapport a ®, que nous désignerons par H. Supposons, par absurde, que
H # A,. Soit maxe(H) = 3, alors, > «. Soit Py un point de H on
w=/0. Rappelons le mode de raisonnnement du théoréme que les fonctions
pseudoconvexes ayant la propriété (Py) jouissent de la propriété principale
(No. 16); et nous pouvons facilement réaliser dans un voisinage de Py, la
configuration que nous venons d’affirmer d’étre absurde. 1l faut donc, que
H=A,. Comme ceci subsiste pour tout «, ®, est holomorphe-convexe par

rapport & D5,

31. Résolution du probléme. Revenons au probléeme auxiliaire.
Remarquons que : < Pour A-la, le premier probleme de Cousin donné dans

A est toujours résoluble.>>>

En effet, comme @3 est holomorphe-convexe par rapport a ©; et que
Fi(P)(i=1,2,...,v) sont des fonctions holomorphes dans Ds; grace au
théoréeme I, on peut développer chaque f;(P) en série de fonctions holo-
morphes dans ) convergente uniformément & 'intérieur complet de D3s; la
partie de A sur u < as est donc, holomorphe-convexe, de méme pour celle
de a; < u. Supposons qu’un premier probléme de Cousin soit donné pour
A. D’aprés le théoreme 11, ce probleme est résoluble pour la partie de A
sur u<ap ou sur a; <u. Comme tout probleme auxiliaire est résoluble, le
premier probleme de Cousin donné est résoluble pour A.

Considérons comment on peut faire un Ay. Supposons sur ’espace
(z) un domaine D tel que les parties D1, D soient holomorphe-converes.
Comme tout domaine holomorphe-convexe, étant la limite d’une suite crois-
sante de domaines pseudoconvexes, est pseudocovexe, D1 et D, par suite,
D est pseudoconvexe. On peut donc, appliquer le lemme I & ©, & savoir :
Tl existe une fonction pseudoconvexe ¢(P) dans © ayant la propriété (P;)
et telle que, pour tout nombre réel «, ’ensemble ©,, de points de © donné
par ¢(P) <« satisfasse & D, €D. Dénotons la partie de D, sur u<az par
D! et celle de a; <u par D; alors :

[a'S)
< D!, est holomorphe-convexe par rapport & ©; et pareillement pour
D>
En effet, en prenant des nombres réels o', al tels que o' < o, @) < aa,

considérons I’ensemble F' de points de ©; donné par ¢(P) < o/, u < df

50Par le méme ordre d’idée, on peut vérifier simplement le théoréme I du Mémoire IT
pour le présent cas, sans appeler au Mémoire VIII.
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(supposons que F' D O). Comme F @D et que D est holomorphe-convexe,
on peut considérer la (H)-fermeture H de F par rapport & ©;. D’aprés le
mode de raisonnement exposé au numéro précédent, nous reconnaissons
immédiatement que F'= H. Donc, D’ est holomorphe-convexe par rapport
a D4. Tout pareillement, D7 est holomorphe-convexe par rapport 4 Ds.

Comme il en est ainsi pour @, et que D, est borné, nous allons con-
struire Ag dans @,. Pour cela, il s’agit de trouver le systeme de fonctions
holomorphes f;(P) (j=1,2,...,v) dans I'intersection ®,, N D7, satisfaisant
aux conditions (C') (No. 27). Envisageons ces conditions. Soient (51), (S2)
deux systémes finis de fonctions holomorphes dans @/, N®”; supposons que
(S1) satisfasse aux premiére et deuxiéme conditions et que (S2) satisfasse
aux troisieme et deuxiéme conditions, nous trouvons alors, que la somme
(S1) U (S2) remplie ces trois conditions. Il suffit donc, de les construire
séparément.

Commengons par construire le systéme (Sz). Comme D, est holomorphe-
convexe, on peut trouver un systéme fini (S) de fonctions holomorphes dans
D, satisfaisant & la troisieme condition pour D,. Pour faire & (S) satisfaire
a la deuxieme condition, pour @, 1l suffit de multiplier toutes les fonctions
de (S) par un nombre suffisamment petit.

Quant & (S1), soit Py un point quelconque de ’ensemble, ¢(P) =a, u=0.
On peut tracer une surface caractéristique oy passant par Py et restant dans
la partie ¢(P) > a, excepté & Py, au voisinage de Py. Soit f(P)=0 ’équation
de oy, f(P) étant une fonction holomorphe. Soit # un nombre réel plus
grand que «; nous voulons construire une fonction méromorphe G(P) dans
la partie de D g sur u < a, admettant les poles [f(P)]~!. Comme cette partie
de ®g est holomorphe-convexe, si I'on choisit 3 suffisamment voisin de «,
ceci est possible d’apres le théoréeme II. Nous prenons, a nouveau, comme

as, un nombre réel un peu plus petit que I’ancien; alors, la fonction G(P)

/

!, méromorphe au voisinage de @ ; sur la frontiére

est holomorphe pour ®

/

', €lle admet un seul pole & Py. Comme Py est

de I’ensemble de points ®
un point quelconque sur ’ensemble, en vertu du lemme de Borel, on peut
facilement trouver un systéme (S1). En rappelant le mode de raisonnement

que nous venons de faire, nous trouvons que :

< Solent a, @’ deux nombres réels tels que o’ < «, mais d’ailleurs quel-

conques. On peut faire un Ay de D, de fagon que Ay 3 D,/ >

Ceci subsiste sous ’hypotheése que D1 et D5 soient holomorphe-convexes.

Dans la méme condition, nous allons montrer que :

& D, est holomorphe-convexe. >
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Vérifions d’abord la premiére condition qu’il existe une fonction fy(P)
dans ©, admettant les éléments de Taylor différents a toute paire de points
différents de ©,. Soint Py, P> une paire de points différents de D, ayant les
memes coordonnées, mais d’ailleurs quelconques. Nous voulons de constru-
ire une fonction holomorphe f(P) dans D, telle que f(Py)# f(P2). Nous
allons y appliquer la méthode de H. Cartan®'. Soient (z°) les coordonnées
communes de P, et de Ps; le point (zg) se situe dans une au moins des
portions u < as, a1 < u, soit dans u < ag, pour fixer 'idée. Comme D1
est holomorphe-convexe, on peut trouver une fonction holomorphe (P)
dans ©; telle que ¥ (Py) #(P2). D’aprés ce que nous venons de voir, on
peut trouver une fonction méromorphe G(P) dans ©, admettant les poles
Y(P)(x1 — 29)~1. Posons f(P)=(z1 — 2%)G(P); la fonction f(P) est alors,
holomorphe dans D, et elle prend la valeur ¢(P) sur x1 —z9 =0; elle est
donc, une des fonctions voulues. Par la, on peut facilement construire la
fonction fo(P) demandée.

Passons & la deuxiéme condition, que 'on puisse trouver, pour tout
domaine (connexe ou non) A tel que A @ D, deux domaines (connexes ou
non) A’; A” satisfaisant & A C A’ € A" C D, de fagon qu’a tout point Py
de A" — A’ corresponde une fonction holomorphe f(P) dans ©,, satisfaisant
a |f(Po)] > max|f(A)]. Or, pour tout point Py de © tel que ¢(Py) = o,
on peut trouver une fonction G(P) holomorphe dans @, méromorphe au
voisinage de D, et sur ¢p(P) = «, elle admet un seul pole (différent de point
d’indétermination) au point Py. D’on il s’ensuit immédiatement que D,
satisfait & la deuxiéme condition (ol on peut prendre toujours A” = D,,).

Soit ensuite, ® un domaine pseudoconvere sur 'espace (x). Dans la

configuration du lemme II, nous allons montrer que :

(a) < Si tout D, est holomorphe-convexe, © est aussi holomorphe-

convexe. >

En effet, alors, d’apres ce que nous avons vu a la fin du numéro précédent,
si o < 3, ®, est holomorphe-convexe par rapport & ©g. Par suite, d’apres
le théoréme I, toute fonction holomorphe dans ©, est développable en série
de fonctions holomorphes dans ® g, convergente uniformément a 'intérieur
complet de ®,. Soit ap, (p =1,2,...) une suite de nombres positifs tels
que ap < apt1, s'augmentent indéfiniment (dont nous choisissons oy suff-
isamment grand pour que D, D O). Soit f(P) une fonction holomorphe
dans ®,,, soit £ un nombre positif donné; nous voulons construire < une
fonction holomophe F(P) dans ©, de fagon que l'on ait |f(P) — F(P)| < ¢

51Un mode d’application du premier probléme de Cousin. Voir la Note & la page 249
du Mémoire 1.
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pour Dq,. > Soit ¢, (p=1,2,...) une suite de nombres positifs tel que Xe,,
converge vers un nombre <¢. D’aprés ce qui précéde, on peut trouver une
fonction holomorphe fi(P) dans D, telle que |f(P)—f1(P)|<e1 pour Dg,.
Nous construisons ensuite, une fonction holomorphe f2(P) pour D, telle
que |f1(P)—f2(P)| < e2 pour D, et ainsi de suite. Nous aurons alors, la
suite fo(P), f3(P),..., fp(P),... qui converge uniformément a l'intérieur
de ©; par suite, la limite F(P) est une fonction holomorphe dans D©; et
pour Dg,, on a |f(P)—F(P)|<e.

Cela étant, examinons la premiére condition pour que @ soit holomorphe-
convexe. Soit Pj, P> une paire de points différents de © ayant les mémes
coordonnées, mais d’ailleurs quelconques. Si 'on prend «a; suffisamment
grand, ®,, contient ces points. Comme D,, est holomorphe-convexe, on
peut trouver une fonction holomorphe dans @, telle que f(P1) # f(P2).
Choisissons ¢ tel que |f(P1)— f(P2)| > 2¢. Soit F(P) la fonction indiquée
ci-dessus, correspondant & ces f,e. F'(P) est holomorphe dans © et F'(Py) #
F(P3). On peut donc, construire une fonction holomorphe dans ©, admet-
tant les éléments de Taylor différents pour toute paires de points différents
de ©.

Examinons la deuxiéme condition. Soit A un domaine tel que A @
D, mais d’ailleurs quelconque. Pour «a; suffisamment grand, on a A &
Dy, Comme D,, est holomorphe-convexe par rapport & D,,, 1l existe
deux domaines (connexes ou non) A, A" tels que A C A’ @ A" C D,,,
et qu’a tout point Py de A” — A’ corresponde une fonction holomorphe
f(P) dans D, satisfaisant & |(FPp)| > max|f(A)|. En choisissant £ tel que
|f(Po)| —max|f(A)] > 2¢, construisons la fonction F(P); F(P) est alors,
holomorphe dans © et telle que |F(Py)| > max |F(A)|. Les deux conditions

étant ainsi remplies, © est holomorphe-convexe.
En combinant ces deux résultats intermédiaires, nous avons :

(8) < Soit © un domaine tel que D et D3 soient holomorphe-convexes;
D Dest aussi.>

Soit maintenant, © un domaine pseudoconvexe sur ’espace (z) . Soit
Py un point quelconque sur la frontiére de I’ensemble ©,,. D’apres le raison-
nement du théoréme 4 No. 16, que toute fonction ayant la propriété (Pp)
jouit de la propriété principale, on trouve immédiatement que I'intersection
de ®, et d’un voisinage polycylindrique suffisamment petit de centre P, est
holomorphe-convexe. Par suite, d’aprés (5), D, est holomorphe-convexe;

donc, d’apres («), © I’est aussi; que nous formulons :

Théoréme II1I.  Tout domaine pseudoconvexre sans point critique inté-
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rieur sur lespace (x) est holomorphe-convere.

D’ou 1l s’ensuit immédiatement que, dans la définition de domaines
holomorphe-converxes, ou de polyédre analytiques, la premiére condition n’est

que la conséquence de la deuriéme.

32. Domaines pseudoconvexes et domaines d’holomorphie.
Corollaire. Tout domaine pseudoconvexe fini sans point critique inté-

rieur sur lespace (x) est un domaine d’holomorphie.

Soit en effet, ® un domaine pseudoconvexe sur I'espace (z) . D’apres
le théoreme III, © est holomorphe-convexe; il existe donc, une fonction
holomorphe Fi(z) dans © ayant les éléments de Taylor différents & tout paire
de points différents de ®. Supposons qu’il y ait une fonction holomorphe
Fy(z) dans © telle que I’on ne puisse la prolonger analytiquement en passant
par aucun point frontiere de ©; et considérons F'(P)= Fy(P)+cF3(P), ¢
étant une constante. On trouve que, si I'on choisit ¢ convenablement, F
conserve le caractére de Fy et celui de Fy (pour cela, il suffit d’éviter un
nombre dénombrable de valeurs au plus). Il nous suffit donc, de construire
une fonction Fa(P).

Comme le domaine © est holomorphe-convexe, il est la limite d’une suite
de polyedre analytiques A, (p=1,2,...) tel que A, @ Ap4q. Chaque A,

sera donné de la forme,

(P <L, Pe®  (G=12...v),

ot f;(P) sont des fonctions holomorphes dans © (dépendant de p), R, est
un domaine partiel (connexe ou non) de @ tel que R, 3 A, (et v dépend
de p).

Concernant les points frontieres du domaine ®, nous pouvons choisir

une suite de points @, (p=1,2,...) de ® comme ce quit suit :

1° Qp € (%p - Ap)~

2°  Tout point frontiere de ® s’exprime d’une suite partielle convenable de

Qp (p=1,2,...).

Soit ¢, (p =1,2,...) une suite de nombres positifs telle que la somme
> e, soit convergente. A tout @), correspond une des fonctions f;(P) telle
que, si nous la dénotons & nouveau par ¢,(P), soit ¢,(Qp) = ap, on ait
lap| > 1, |op(P)| <1 pour A,. Posons ¥ (P)=[p,(P)—ap]. Soit o, la
surface caractéristique sur ® donnée par ¢, (P)=a,; (o, passe par Qp. ¥p
est alors, une fonction holomorphe dans ® admettant les zéros d’ordre p sur

. 9
op; elle ne s’annule pas sur A,.
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En vertu du théoréme I, on peut trouver une fonction holomorphe y, (P)
dans @, telle que I’on ait pour A,,
p

Xp(P)‘ <15

1
‘WP) - |vp(P)]

Posons
Fy(P)=[lwn(P) - xp(P)=1]  (p=1,2,...).
Ce produit infini converge absolument et uniformément & 'intérieur complet
de ®, puisque
[Up(P) - xp(P) = 1| < &p

pour A,. La limite F»(P) est donc, une fonction holomorphe dans ®, dont
les zéros sont donnés par la somme des zéros de facteur (¢, - xp). Par suite,
F5(P) admet les zéros d’ordre p au moins sur la surface caractéristique o,
qui passe par ()p, p étant quelconque. Donc, nous ne pouvons prolonger

F5(P) en passant par aucun point frontiére de ®. © est donc, un domaine

d’holomorphie.

C. Autres problémes.

33. Deuxiéme probléme de Cousin. Pour le deuxiéme probléme
de Cousin, le cas du Mémoire actuel est le dernier ou il subsiste conservant
la forme originale et la généralité, en effet; si 'on introduit les points a
I'infini, 1l est & priori évident que la solution holomorphe n’existe plus, en
général; s1 'on admet les points critiques non-transcendants intérieurs, des
zéros distribués sur une surface caractéristique sur un domaine n’est pas,
meme localement, I’ensemble de zéros d’une seule fonction holomorphe, en
général, comme nous 'avons déja remarqué dans le Mémoire précédent. Le
probléme inverse de Hartogs étant résolu, il nous suffit de traiter ce probleme
pour les domaines holomorphe-convexes.

Nous avons traité ce probléeme au Mémoire I1I, pour les domaines d’holo-
morphie univalents et finis; ot en un mot, nous avons étendu le probléme
meme au champs de fonctions continues pour acquérir une notion auxiliaire,
avec laquelle, nous avons exprimé la conclusion, & savoir; s’il existe une
solution non-analytique, les solutions analytiques existent aussi. C’est ce
résultat-ci que nous allons étendre.

Répétons brievement les notions générales pour le cas actuel. Soit © un
domaine (fini sans point critique intérieur) sur ’espace (21, #2, ... , ), soit
P un point quelconque de ©. Soient fi(P), f2(P) deux fonctions contin-

ues®? sur D; nous appellerons que fi et fo sont équivalentes (fi ~ f2) pour

5236us le mot, fonction continue, nous sous-entendrons toujours d’étre univoque.
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D, ¢’il existe une fonction continue non-nulle A(P) telle que 'on ait iden-
tiquement f1 (P)=f2(P)-A(P) dans ©. Quand fi ~ f5 pour D, si I'ensemble
de zéros n’admet pas de point intérieur, A(P) est unique; mais, si non, A(P)
n’est pas déterminée, d’ou il s’ensuit des phénomenes étranges. Nous omet-
terons donce, ce cas-ci (ol une fonction continue s’annule identiquement au
voisinage d’un point), toujours dans la suivante.

Etant donnés, pour un point quelconque Py de ®, un voisinage poly-
cylindrique v autour de Py et une fonction continue f(P) définie dans -,
de facon que, pour toute paire de v contigus, les fonctions correspondantes
soient équivalentes dans 'intersection (condition d’équivalence), trouver une
fonction continue, F'(P) dans D telle que 'on ait toujours, F'(P)~ f(P) dans
y. Cest le deuzriéme probléme de Cousin généralisé. Si la fonction F(P)
existe, nous appelons que F(P) prend les zéros (3) donnés dans ©, dont (3)
g’exprime du systéme {(f,6)} (remplissant la condition d’équivalence).

Pour distinguer le probléme propre de Cousin du probleme généralisé,
nous employons les termes, zéros analytiques, solutions analytiques, et par
fois, pour le but contraire, les termes contraires, zéros continus, solutions
non-analytiques,- - - . Lorsque des zéros analytiques (3) sont donnés dans un
domaine D, il se présente les deux problémes, & la fois.

Etant donnés des (3) dans un domaine D, nous appelons que (3) sont bal-
ayables, s’1l correspond, & tout point Py de ©, un voisinage polycylindrique
v de centre Py et une fonction continue f(P,t) définie pour Pe~, 0<¢<1,

satisfalsant aux trois conditions suivantes :

1° f(P,0) posstde les zéros (3), f(P,1) ne s’annule pas.

2°  f(P,t) ne s’annule identiquement & aucune portion & (2n + 1) dimen-
sions réelles.

3°  Soient (f1,71), (f2,72) deux quelconques de {(f,7)}, soit 6 = 1 N y2;
s10D0, fi(P,t)~ fo( P,1) pour (P€d, 0<t<1).

Etant donnés des zéros (3) dans un domaine @, s’ existe une fone-
tion continue F(P) dans © admettant les zéros (3), (3) sont nécessairement

balayable pour ®. Pour affirmer, 1l suffit de considérer,
J(Pt) = (1= )F(P) +1.

Si des zéros (3) donnés dans © sont balayables, nous pouvons choisir un
systeéme {(f(P,t),v)} tel que I'on ait toujours f(P,1) =1 identiquement;
encore si (3) sont analytiques, nous pouvons le choisir encore que f(P,0)
soit toujours holomorphe.

Relativement & cette notion, soit A(P) une fonction continue non-nulle

dans un domaine ©, nous appelons que A(P) satisfait & la condition («)
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pour D, 8’il existe une fonction continue non-nulle A(P,t) pour (D,[0,1])
telle que A(P,0) = A(P), A(P,1) = 1 pour tout P de ©. Nous aurons le
lemme suivant :

Pour que toute détermination de log A(P) soit uniforme dans ©, il faut
et il suffit que A(P) satisfasse & la condition («) pour ©.

Quant & la démonstration puisqu’il n’y a rien & modifier, nous la répéterons
pas.

Nous sommes en train d’étendre la conclusion du Mémoire 111 au cas
actuel. Or, dans ces circonstances, il sera le plus favorable d’employer la
méhode du Mémoire I1. Etandrons pour cela le théoréme 1 (du Mémoire IT):

Considérons dans Uespace () un polycylindre fermé C' : || <r; (i = 1,
2,...,n) et une variété caractéristique T définie au voisinage de C'; soit Xg
la partie de 2 sur C'. Alors, ¥ est extérieurement holomorphe-convexe par
rapport a Uespace (x) (autrement dit, par rapport aux polynémes).

Considérons pour Peffet, I'idéal géométrique (J) de domaines indétermi-
nés attaché a 3, défini dans un certain voisinage de C'. Grace au théoréme
de H. Cartan, (J) posséde les pseudobases locales (voir Mémoire VIII). Par
suite, d’apres le théoréme 3 du Mémoire VI, (J) posséde les pseudobases

au voisinage de C'. D’ol, il en résulte le lemme ci-dessus.

Théoréme IV. FEtant donnés des zéros analytiques (3) dans un do-
maine pseudoconvere ® fini sans point critique intérieur sur l’espace (x), s’il

existe une solution non-analytique, les solutions analytiques le sont ausst.

En effet, alors, (3) étant balayables, il existe un systeme {(f(P,1),7)}
satisfaisant aux conditions indiquées relativement & (3); dont, nous sup-
poserons que toute f(P,0) soit holomorphe et que toute f(P,1) soit la
constante 1.

Le domaine ® peut s’exprime de la limite d’une suite de polyedres an-
alytiques A, (p=1,2,...) telle que A, @A, ;1. Chaque A, est représenté

au sens habituel, de la forme
lz;| <7, |g;(P)| <1, PeR (i=1,...,n,j=1,...,v)

(9;(P) étant holomorphes dans ©). Considérons la configuration de lemme
IT relativement au polyédre A,-ci; nous avons C, X, V & l'espace (1, ..., 2n,
Y1,...,4) (No. 24.). Nous avons vu que, étant donnée une fonction holo-
morphe ¢(P) dans A,, on peut la regarder comme étre définie dans V.
Par la méme méthode, on peut regarder les zéros balayables (3) ainsi que
le systeme correspondant {(f(P,%),7)} comme étre donnés dans V; dont
V est holomorphe-convexe par rapport a ’espace (z,y), d’aprés le lemme

ci-dessus, pourvu que V soit suffisamment voisin de ¥. Par suite, d’apres
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ce que nous avons vu dans le Mémoire IIT (No. 8), nous obtenons une so-
lution spéciale, jouissant de la propriété indiquée. En substituant y; =
g;(P)(i=1,2,...,v) dans cette solution, nous aurons une solution spéciale
pour A,_q (p>1).

Nous avons ainsi, pour tout A,, une fonction Fy(P,t), elle est continue
pour [P€A,, 0<t <1] et telle que F,(P,0) soit une fonction holomorphe
dans A, et que F,(P, 1) =1 identiquement et encore que F,(P,t)~ f(P,1)
pour [P€ v, 0 <t<1]. De lail en résulte le théoréme, dont le mode de
raisonnement étant littéralement méme qu’au Mémoire TIT (No. 9), nous
I’omettons.

En appliquant le méme mode de raisonnement au probléme généralisé,

on peut obtenir plus facilement le critére suivant :

Pour que le deuziéme probléme de Cousin généralisé soit résoluble, il

faut et il suffit que les zéros donnés soient balayables.

34. Problémes (Cq), (Cz), (E), solutions incomplétes. Suivant
le plan du Mémoire VII, nous allons appliquer la méhode de Mémoire 1 aux
problémes (Cy), (Cs) et (E).

Commengons par le probléme (Cy1) généralisé dans le Chapitre 1.

(a) «Etant donné une équation fonctionnelle

(1) o= AjF;  (i=12...,p;i=1,2,...,9)

au voisinage d’un polyedre analytique A, dont ®;, F;; représentent les fonc-
tions holomorphes déterminées, et A; signifient les fonctions inconnues. Si
cette équation admet une solution locale partout au voisinage de A, elle
admet une solution (globale) pour un voisinage de A.>>

Supposons pour l'effet, que A soit donné au sens habituel de la forme,
le)| < i, |g;(P)| <1, PER (i=1,2,...,n;j=1,2,...,0);
et considérons, dans 'espace (z,y), le polycylindre fermé :
C x| <, ly;l <1

et la variété caractéristique X donnée par y; = f;(P), P € R. Dans cette
configuration, d’aprés le lemme II, on peut trouver des fonctions holomor-
phes Gyi(z,y), r(e,y) (k=1,2,...,p;{=1,2,...,q) au voisinage de C'
telles que 'on ait sur X, Gy = Fy, U, =P, Soit (Jo) I'idéal géométrique
(de domaine indéterminés) attaché & ¥ et défini dans un voisinage de C, et

soit (Hy, Ha, ..., H)) une pseudobase de (Jy) pour un voisinage de C.
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Considérons I’équation fonctionnelle

(2) \IfiZZAjGij‘i‘ZBika
(i=1,....p;i=1,....¢:k=1,...,X)

au voisinage de C'; A;, By, étant des fonctions inconnues. Comme I’équation
(1) admet une solution locale en tout point d’un voisinage de A, il en est
de méme pour ’équation (2) au voisinage de C'. Par suite. d’aprés ce
que nous avons vu a No. 4, on peut trouver des fonctions holomorphes
A;, Bjy auvoisinage de C, satisfaisant & I’équation (2). D’oll, en substituant

y=g(P)(=1,2,...,v),il s’ensuit le résultat voulu.

Quant au probléme (Cq) :
(8) <Soit A un polyedre analytique sur 'espace (), soit F1(P), F2(P),
., Fu(P) un systéme de fonctions holomorphes au voisinage de A. Etant
donnés pour tout point Py au voisinage de A, un voisinage polycylin-
drique v de centre Py et une fonction holomorphe ¢(P) définie dans v,
de facon que, pour toute paire (y1,72) des voisinages polycylindriques, les
fonctions correspondantes 1, @2 satisfassent & ¢1 = @2 mod (F) en tout
point de l'intersection v N ~=2, on peut toujours trouver une fonction holo-
morphe ®(P) telle que ®(P)=(P) mod (F) en tout point de v, v étant
quelconque. >

En effet, dans la méme configuration, soit Gi(z,y) (1=1,2,..., 1) des
fonctions holomorphes au voisinage de C' telles que G; = F; sur . Con-
sidérons un probleme (Cs) au voisinage de C' comme ce qui suit: Nous
allons attacher une fonction v (z,y) & tout point (x° y°) au voisinage de
C. Si (2% y°) est un point de X, prenons pour ¥ une fonction qui prend
la valeur ¢ sur X. Si non, prenons ¥ hasard. Dans ces circonstances, trou-
ver une fonction holomorphe ¥(x,y) au voisinage de C telle que ¥ = ¢
mod (G, H) & tout point (x° y%), (H) signifiant la méme pseudobase. Ceci
est évidemment un probleme (Cs), donc, d’aprés le théoreme 2 de VII,
U(x,y) existe. Posons ®(P)=U(x,g(P)); ®(P) est alors, la fonction de-

mandée.

Soit ensuite, © un domaine sur I’espace (z). Considérons une couple or-
donnée (f,d), dont § signifie un domaine partiel (connexe ou non) de © et
f exprime une fonction holomorphe définie dans d. Sur ces (f,d), nous pou-
vons définir tout pareillement qu’au Mémoire VII, les idéauz (holomorphes
de domaines indéterminés) sur ©, les pseudobases (finies) d’un idéal,- - -;

que nous ne répéterons pas. Pour le probléme (E), nous verrons :
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Théoréme V. FEtant donné, sur un domaine pseudoconveze D, fini et
sans point critique intérieur sur Uespace (x), un idéal holomorphe (J) de
domaines indéterminés admettant une pseudobase fini en tout point de DO,
on peut trouver une pseudobase finie de (J) pour tout domaine donné Dq

tel que Dy € D.

Considérons pour effet, la configuration usuelle du lemme II, sous les
mémes notations qu’aux propositions («), (4), en supposant que Dy = A
puisque D est pseudoconvexe).

Soit V un voisinage suffisamment voisin de C'. Soit (¢, ¢') une couple or-
donnée, dont §’ signifie un domaine (connexe ou non) univalent dans I’espace
(z,y) et ¢ exprime une fonction holomorphe définie dans §’. Considérons
I’ensemble (J) de (¢, d’) tel que l'on ait &' C V et que, soit [z, g(P)] un
point quelconque de ¥ dans ¢', la fonction @[z, g(P)] = f(P) appartienne
localement & (7). (J) forme évidemment un idéal, sans point lacunaire dans
V.

Soit Py un point quelconque au voisinage de A, soit [f1(P), f2(P), ...,
fu(P)] une pseudobase de (J) en Py. Soit (°) les coordonnées de Py, soit
My le point sur X ayant les coordonnées [z°, g(P)]. Soient ¢;(z,y) (i =
1,2,..., ) une fonction holomorphe en My telle que ¢; = f; sur 3. Alors,
(¢1,...,¢u, Hi,..., Hy) donne évidemment une pseudobase de (.J) en My
((H) signifie la pseudobase indiquée). En tout point de V', qui n’appartient
pas a X, (J) posséde (1) pour pseudobase. Donc, d’apres le théoreme 3 de
VII, (J) posséde une pseudobase (finie) pour un voisinage de C. D’on, en

substituant y; =g¢;(P) (j=1,2,...,v), il s’ensuit le théoréme.

35. Résolution compléte des problémes de congruence. 1l s’agit
de résoudre les problémes pour les domaines pseudoconvexes meémes. Pour

les problémes (Cy), (Ca), ceci est possible, comme nous allons exposer.

Théoréme VI. FEtant donnée, dans un domaine pseudoconvezre D, fini

et sans point eritique intérieur sur lespace (x) , une équation fonctionnelle

(1) Q= AjFy; (=12, =12.4)

dont ®;, F;; représentent les fonctions holomorphes déterminées, et A; sig-
nifient les fonctions inconnues. St cette équation admet une solution locale

partout dans O, elle admet une solution pour ©.

En effet, © peut s’exprimer de la limite d’une suite de polyédres analy-
tiques A, (p=1,2,...), telle que A, @ A,;1 dont chaque A, est exprimé

par des fonctions holomorphes dans ®. D’apres le résultat intermédiaire
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(@), 1l existe une solution (Ap1, Aps, ..., Apy) pour un voisinage de A,. De
la, nous allons construire une autre solution (A;,) comme ce qui suit :
Quant a (A}), posons A}, =Ay; (i=1,2,...,4).
Pour construire (A%), posons B; = Ag; —Af; (i=1,2, ..., 1) le systeme

(B) satisfait, au voisinage de Ay, & I’équation fonctionnelle linéaire suivante:
(2) BlFi1+BzFi2+"'+Bu’Fiu’:0 (i:l,?,...,/,tl)

Soit (J1) Pensemble de (Bj,d) tel qu’a tout (Bji,d) corresponde une
solution de ’équation (2) de la forme (By, Bs,...,By/) pour 6. (J1) est
un idéal et, d’apres le théoreme 4 de VII, admet une pseudobase en tout
point au voisinage de A;. Par suite, d’aprés le théoreme V, (J1) admet
une pseudobase pour un voisinage de A;. De la, comme [’équation (2)
est quelconque, il s’ensuit immédiatement que I’équation (2) posséde une
solution formulaire pour un voisinage de Aj, que nous pouvons toujours

mettre a la forme

Bi=> Cilly (i=1,...455=1,...,\).

Soient encore B; = Aq; — Ay, (1 =1,2,...,4'). D’aprés le résultat («),
correspondant & ce systéme de fonctions (B), on peut trouver un systéme de
fonctions holomorphes (C') au voisinage de A; tel que I’on ait identiquement,
B; =% C;IL;;. Soit ¢, (p=1,2,...) une suite de nombres positifs telle que
la somme 3" ¢, soit convergente. D’apres le théoréme I, on peut trouver des
fonctions holomorphes C%(P) dans D telles que ’on ait sur Ay,

J
‘Bi — ZC‘; Hij < €1.

Posons
b= A - (Y Cimy);
AL, sont holomorphes au voisinage de A, le systéme (A%) satisfait & I’équation
(1), et A4, — Al < ep sur Aq.
Pareillement, nous construisons (A%), et ainsi de suite. Les suites de
fonctions Aj,; (p =1,2,...) convergent uniformément a I'intérieur complet
de ©; soit A; (i=1,2,..., ') leurs limites; A; sont holomorphes dans © et

satisfont & I’équation (1).

Théoréme VII. Soit © un domaine pseudoconvexe fini sans point
critique intérieur sur Uespace (z), soit F1(P), Fo(P), ..., F,(P) un systéme
de fonction holomorphe dans ©. Etant donnés, pour tout pownt Py de D,
un voisinage polycylindrique v de centre Py et une fonction holomorphe

o(P) définie dans v, de fagcon que, pour toute paire (y1,72) des voisinages
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polycylindriques, les fonctions correspondantes 1, =2 satisfassent a o1 =ps
mod (F') en tout point de intersection v1 N2, on peut toujours trouver une
fonction holomorphe ®(P) dans D telle que l'on ait $(P) = ¢(P) mod (F)
dans tout ~.

En effet, continuant de regarder ® comme limite de la suite A, (p =
1,2,...), d’aprés le résultat intermédiaire (3), on a une solution ®,(P)
pour un certain voisinage de A, (puisque, d’aprés le théoreme VI, les deux
termes suivants signifient la méme: ® = ¢ en tout point de v, ®=¢ dans
¥). Soit e, (p=1,2,...) une suite de nombres positifs telle que la somme soit
convergente; nous allons construire une nouvelle suite de solutions <I>;, (p=
1,2,...) successivement. D’abord, ®)(P)=®,(P).

Pour p = 2, soit ¥ (P) = ®5(P) — P} (P); ¥, est une fonction holomor-

phe au voisinage de A1, telle que
W, = A+ Al + -+ A F,,

Ay (1= 1,2,...,p) étant des fonctions holomorphes au voisinage de A,
d’aprés le théoréme VI. D’apres le théoréme I, on peut trouver des fonctions
holomorphes A1, (P) (i =1,2,...,u) dans D telles que 'on ait sur Ay,

‘Z ALF =S AGF,

< é€7.

Posons
P5(P) = @3 — ZAlu'Fi,
', (P) est aussi une solution au voisinage de Ay, et [®, — ®f| < & sur A;.
Pareillement, nous aurons une suite de fonctions @, (p =1,2,...), telle
que chaque @}, (P) soit une solution au voisinage de Ay, et que [®),; —®; | <
gp sur A,. Cette suite converge uniformément & I'intérieur complet de D.

La limite ®(P) est donc, une fonction holomorphe dans D, et elle satisfait
identiquement & ®(P)=¢(P) mod (F) dans tout ~.

36. Probléme (F) et exemple contraire. Quant au probleme (E),
il n’est pas nécessairement résoluble pour les domaines pseudoconvexes (finis
et sans point critique intérieur sur I’espace (z)), dont I'exemple effective est

trouvé déja pour les idéauxr géométriques de domaines indéterminés.

Exemple. Dans Iespace (1, %2, 41, y2), en prenant un entier positif v

tel que v > 3, considérons les quatre fonctions suivantes,
v v—1 v v _ _ o v=2 v
Fi=yl —z{7", Fa=ys—x5z1, Fs=yrya—z122, Fa=a| "Fay,
dénotons la variété caractéristique définie par Fy; = Fy = F5 = Fy = 0 par

Y., et dénotons ['idéal géoméitrique de domaines indéterminés attaché a X
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et défini dans P’espace (21, 22, y1, y2) par (Jp). Nous allons montrer que le
nombre d’éléments de toute pseudobase de l'idéal (3y) en origine est > v—1.

Supposons par absurde, que I'idéal (Jg) ait une pseudobase

[®1(z,y), Pa(z,y), ..., Dz, y)]

en origine, dont p = v—2. Considérons, sur ’espace (z1,x2), la surface

1/

. R . . . v
de Riemann (& 2 dimensions complexes) de la fonction ¢ = #;'”, que nous

dénotons par . Soit P un point quelconque de R, soit (#1,x2) les coor-

/

données de P, et soit ¢ la valeur de x} Y3 P. Soit S la variété caractéristique
donnée par Fy = Fy=F3=0, soit M un point quelconque de S; quelles sont
les coordonnées de M 7

Comme F; =0, on a d’abord, y; = x(ly_l)/y =t""1. De F, =0, on a
1/v

ensuite, yo = x2x]" = exot, dont ¢ est un nombre tel que ¢ = 1, mais
d’ailleurs quelconque. Or, comme F3 =0, il faut que z12s =y1ys =czt" =
£x129, c’est-d-dire que ¢ = 1. Donc, M est donné par (1, 22,11 zat).
Relions le point P(z1, x2,t) de R et le point M-ci de S; cette correspondance
est biunivoque.

Soit (Jy) I'image sur R, de la trace de I'idéal (Jy) sur S; précisément-
dit, soit (Jp) = {(f,0)}, soit &’ I'image sur R, de la trace de § sur S, soit
Jlxy, o, 771 2at) = @(t,29) = @(P), et soit (Jo) = {(¢,d")}; quel est le
caractére de I’ensemble (Jg) ?

Soit §' un domaine partiel (connexe ou non) quelconque de R, et soit
©(P) une fonction holomorphe définie dans ¢'; admettant la propriété (H)
par rapport & S°3, mais d’ailleurs quelconque; considérons l’ensemble de
couples ordonnées (p,d’), et le dénotons par (Dg). Supposons qu’un en-

semble partiel (J) de (Dg) satisfasse aux deux conditions suivantes :

1° Si(p, 0" €(T), (a,8")€(Ds), on a nécessairement ap € (J) pour §'N4”.
2°  Si (¢1,01) € (J), (p2,02) €(T), on a nécessairement @142 € (J) pour
d1 N o).

Nous appellerons alors, (J) idedl sur Og).

(Jo) est alors, un idéal sur (Dg). De plus, comme Fy=z""?4z4=0n"a
pas de facteur multiple, (Jy) est un idéal géométrique attaché & Fy =0 et
défini sur toute surface de Riemann R (la définition étant la méme).

Le point de R sur lorigine est unique, que nous dénoterons par Fy. Une

pseudobase de (Jy) en Py est donnée par

@i(xl,xz,t”_l,xzt) =pi(t,za) =i(P) (i=1,2,...,p).

53 & ¢ admet la propriété (H) par rapport a S > veut dire que € ¢ est localement
I'image sur R de la trace sur S d’une fonction holomorphe dans 'espace (z1, z2, y1,¥2). >
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Considérons les fonctions holomorphes sur R comme suivantes :
filtas) = Pyt =t = (@24 2a) ™1 (i=1,2,...,p+1).
Toute f; jouit de la propriété (H) par rapport & S. En effet, sur S,
P 4 ah) = e 4 g8 (a=1,2,..,p).

De plus, ces fonctions f;(t, z2) s’annule identiquement sur Fy = 0; elles

appartient donc, & (Jy) pour 9; par suite, on a au voisinage de Py,
fi=cipr+enps+ - Feipp, (1=12,...,p+1),

ol ¢; (j=1,2,...,p) représentent des fonctions holomorphes de (¢, 1) au
voisinage de (0, 0) jouissant de la propriété (H) par rapport a S.
Considérons une fonction holomorphe f(P) au voisinage de Py possédant
la propriété (H) par rapport & S; soit f(P) = f(t,z2); il existe alors, une
fonction holomorphe F (1, %2, y1,y2) au voisinage de l'origine de I’espace
(z1, 79, Y1,Y2), telle que 'on ait identiquement F' (2, xo, t¥ 71, xat) = f(t, 22).
Par suite, en développant f(¢,x2) en série de Taylor autour de 'origine et

en posant xo = 0, on a nécessairement
f(ta 0) =ap+ al/—ltl/_1 + al/ty + -

(ap,ap—1,ay, ... étant des constantes).
Les fonctions ¢;(t, z2) doivent s’annuler sur Fy = 0; comme Fy = 0 n’a

pas de facteur multiple, elles sont de la forme,
@i(t,x2) = ($l£_2 + %) hi(t, x2),
hi(t, z2) étant holomorphes. On a donc, au voisinage de t = 0,

@it 0) =Y "2 ( Ay + Ajot + Ajst? +- -+ Ajpy1t?)+ By 720t 4
= (1) + By "2t 4

(ot A;; (j=1,2,...,p+1) et B sont des constantes).

Posons

cij(t,0) = Yij 4 Siju—1t” ™" 4 8ijut” + -
(i=1,...,p+Lj=1,...,p)

Puisque v—1=p+1, et que

fi(t’ 0) = $lf_2ti_1 = Cil(t’ 0)301(t’ 0) + Ciﬂ(t’ O)QDP(t’ 0)
(i:l,?,...,p—l—l),
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on a nécessairement
2T =y 0 (1) F yiata(t) - YipU(t).

En comparant les coefficients de J:ll’_zt]_l, on a

Yir A + iz Az 4+ Vip Ay = €ij
(i=1,...,p+Lji=1...,p4+1)
dont
Eijzl si i:j, EijZO si Z;ﬁj
Avec les variables complexes indépendantes 21, 22, ..., z, considérons

Li(2) = Apizn + Agozo + -+ Arpz, (K=1,2,...,p);

on a alors, yy411L1 + Yop12L2 + -+ -+ Yot41pL, = 0 identiquement, dont un
au moins de y,41% (k=1,2,..., p) n’est pas nul, puisque Y411 4141+ -+
Yo+1pAppr1 = 1; L1, La, ..., L, sont ainsi, linéairement dépendants. D'un

autre coté, comme
PyilLl +722L2++72pr:ZZ (i:1a2a"'ap)a

Li,La,..., L, sont nécessairement, linéairement indépendants. Ce sont
contradictoires; donc, le nombre d’éléments de toute pseudobase de (Jp) en
origine doit étre > v — 1.

Considérons maintenant, dans I’espace (21, €2, y1, Y2, ys), la variété car-

actéristique T, donnée par
y3:bl/a Fi(xlaxZaylayZ):O (i:1a2a3a4)a

oll v est un entier positif tel que v > 3, b, est une constante, et F;(z1, x2, y1,
ya, ) signifient les fonctions que nous venons d’envisager. Pour 'idéal géo-
métrique attaché & T, et définie dans un domaine contenant le point (0, .. . |
0,b,), le nombre d’éléments d’une pseudobase locale en ce point est toujours
>v—1.

Tragons dans ’espace (#1, 2, Y1, Y2, y3) le polycylindre :
Colel <1, |yl <1 (=127=123),

prenons la suite b, =1 — 27" (v = 3,4,...), considérons dans C la variété
caractéristique T'= Tz + T4+ - - -, et considérons {’idéal géométrique (J1) de
domaines indéterminés attaché a T et défini dans C'. D’aprés ce que nous
venons de voir, il est clair que (J1) ne posséde aucune pseudobase finie pour
C.

(Le 12 octobre, 1953.)
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