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Introduction. 1. C'est le neuvi�eme d'une succession de M�emoires1,

dont le premier a �et�e publi�e en 1936. Nous allons d'abord jeter un coup

d'oeil sur le terrain o�u nous demeurons.

La th�eorie g�en�erale du prolongement analytique �a une seule variable est

semblable �a la plaine campagne; l�a, on n'a pu trouver, malgr�e les nom-

breux e�orts2, aucun fait en dehors des pr�evisions de la logique formelle.

Au contraire, le cas de plusieurs variables nous apparâ�t comme un pays

montagneux, tr�es escarp�e.

En 1902, Fabry a remarqu�e que les rayons de convergence d'une s�erie

double ne sont pas arbitraires; d'o�u nous avons �et�e conduits en 1906 par

Hartogs au fait tout fondamental et vraiment curieux que tout domaine

d'holomorphie est pseudoconvexe.

D�esormais, un probl�eme d�ecouvert �a nouveau donnait naissance �a un

autre sur ce terrain jusqu'�a 1932, dont la con�guration d'accumulation

de diÆcult�es, ainsi que le courant d'id�ees, est dessin�ee d'une fa�con tr�es

prononc�ee dans l'Ouvrage suivant :

Behnke{Thullen, Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Ver�an-

derlichen, 1934, o�u les probl�emes principaux sont les suivants : probl�eme

inverse de Hartogs, premier et deuxi�eme probl�emes de Cousin, probl�eme de

d�eveloppement3.
1Les M�emoires pr�ec�edents sont : I Domaines convexes par rapport aux fonctions ra-

tionnelles, 1936, II Domaines d'holomorphie, 1937, III Deuxi�eme probl�eme de Cousin,
1939 (Journal of Science of the HiroshimaUniversity). IV Domaines d'holomorphie et do-
maines rationnellement convexes, 1941, V L'int�egrale de Cauchy, 1941 (Japanese Journal
of Mathematics). VI Domaines pseudoconvexes, 1942 (Tôhoku Mathematical Journal).
VII Sur quelques notions arithm�etiques, 1950 (Bulletin de la Soci�et�e Math�ematique de
France). VIII Lemme fondamental, 1951 (Journal of Mathematical Society of Japan).
(Rappelons la voie que nous avons suivie).

2Voir, par exemple, des beaux M�emoires de Denjoy (C. R., Paris).
3Voir pages 54, 68, 79 de l'Ouvrage. C'est vraiment grâce �a cet Ouvrage que nous

avons pu commencer nos recherches.
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En 1935, Weil a fait un premier pas �a la direction inverse, c'est-�a-dire,

�a la direction de r�esoudre des probl�emes, grâce auquel les trois derniers des

probl�emes ci-dessus sont devenus r�esolubles pour les domaines convexes par

rapport aux fonctions rationnelles4.

C'est justement �a ce temps et pour ces probl�emes, que nous avons com-

menc�e nos recherches. Pour obtenir l'image vivante sur la transition de

probl�emes depuis 1934, il y a des M�emoires de Behnke{Stein que voici :

Analytische Funktionen mehrerer Ver�anderlichen zu vorgegebenen Null{

und Polstellen
�achen, 19375. Die Konvexit�at in der Funktionentheorie

mehrerer komplexer Ver�anderlichen, 19406. Die Singularit�aten der ana-

lytischen Funktionen mehrerer Ver�anderlichen, 1952 7.

2. Dans le pr�esent M�emoire, nous traiterons les probl�emes indiqu�es

plus haut, ainsi que les probl�emes arithm�etiques introduits au M�emoire

VII, pour les domaines pseudoconvexes �nis sans point critique int�erieur;

dont la partie essentielle n'est pas di��erente de ce que nous avons expos�e en

japonais en 19438.

On verra dans le M�emoire suivant que quand on admet les points cri-

tiques int�erieurs, on rencontre �a un probl�eme qui m'apparâ�t extrêmement

diÆcile (voir No. 23). C'est pour pr�eparer des m�ethodes et pour �eclaircir la

�gure de la diÆcult�e, que nous avons d�ecid�e �a publier le pr�esent M�emoire,

s�epar�ement9.

Ce M�emoire consiste en trois chapitres. Dans le Chapitre I, nous ad-

joidrons un compl�ement quantitatif au lemme expos�e au M�emoire VIII.

Dans le Chapitre II, nous pr�eparerons le deuxi�eme lemme. Et dans le

Chapitre III, nous traiterons les probl�emes ci-dessus, en nous servant de

ces lemmes. (Pr�ecis�ement, voir Nos. 1, 7, 24.)

Chapitre I. Compl�ement du lemme.

1. Probl�eme. Nous voulons r�esoudre le probl�eme inverse de Har-

togs sans faire appel �a l'int�egrale de Weil10; ce qui donne naissance �a un

4Avant lui, ces probl�emes n'�etaient r�esolubles que dans les domaines cylindriques.
Voir : A, Weil, Sur les s�eries de polynômes de deux variables complexes, 1932 (C. R.,

Paris). A. Weil, L'int�egrale de Cauchy et les fonctions de plusieurs variables, 1935 (Math.
Annalen).

5(Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vereinigung). Voir aussi : H. Cartan,
Note sur le premier probl�eme de Cousin, 1938 (C. R., Paris).

6(Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg, VIII).
7(Nieuw Archief voor Wiskunde, Amsterdam).
8Voir la Note �a l'Introduction de M�emoire VIII. Dans ce manuscrit-ci on trouve d�ej�a

les probl�emes (C1) (C2) (expricitement) et (E) (implicitement).
9cit�e plus haut.

10Voir : M�emoire VI et B. Chapitre III.
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probl�eme, concernant le lemme �etabli au M�emoire pr�ec�edent, comme ce qui

suit :

�Dans le lemme du M�emoire VIII, on trouve qu'�a toute fonction holo-

morphe u sur (R) au voisinage de �0 correspond une fonction holomorphe

F (x; y) au voisinage de (A0; B0) telle que F = uu0 sur � et que F � 0

mod (�) globalement. Soit maintenant,

F = A1�1 + A2�2 + � � �+ A���

identiquement,Ai (i = 1; 2; : : : ; �) �etant des fonctions holomorphes au voisi-

nage de (A0; B0); supposons que

juj < M pour V0

o�u V0 est un domaine (connexe ou non) tel que �0 b V0 � (R), etM est un

nombre positif; et nous demanderons si l'on peut trouver Ai (i = 1; 2; : : : ; �)

dans la borne

jAij < KM;

K �etant une constante positive ind�ependante de u.�
Nous allons le r�esoudre successivement, en inspectant les relations quan-

titatives des th�eor�emes, qui composent le lemme.

2. Th�eor�eme du reste. Commen�cons par le th�eor�eme du reste, for-

mul�e au No. 5 du M�emoire VII (dans la suivante, nous supprimerons le mot

�M�emoire�), comme suivante :

�Consid�erons dans l'espace (x1; x2; : : : ; xn; y) un domaine de la forme

[D; (C)], o�u D est un domaine univalent (�ni) de l'espace (x), et (C) un

cercle du plan y; et consid�erons dans [D; (C)] une fonction holomorphe

F (x; y) telle que, pour tout point (x0) de D, l'�equation F (x0; y) = 0 ait �

racines dans (C), � �etant un entier �ni ind�ependant de (x0). Alors, toute

fonction f(x; y) holomorphe dans [D; (C)] peut se mettre sous la forme

f(x; y) = f0(x; y) + '(x; y)F (x; y);

o�u f0 et ' sont holomorphes dans [D; (C)], f0 �etant un polynôme en y, de

degr�e au plus �egal �a � � 1 (identiquement nul si � = 0); en outre une telle

d�ecomposition est unique.�
Ce th�eor�eme, dû �a W. R�uckert11, a �et�e examin�e d'une mani�ere quanti-

tative par H. Cartan12, dont nous formulons le r�esultat seul :
11Math. Annalen, 1933.
12H. Cartan, Id�eaux de fonctions analytiques de n variables complexes, 1944. (Annales

de l'Ecole Normale, pages 192-194).
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Soit (C0) un cercle concentrique �a (C) et contenu dans (C); supposons

que toutes les � racines de F (x0; y) = 0 restent dans (C0); (x0) �etant un

point quelconque de D. Alors, si jf j admet la borne sup�erieure M pour [D;

(C)], on a

jf0j < KM; j'j < KM

pour [D; (C0)], K �etant une constante positive ind�ependante de f .

3. Probl�eme (C1) local. I1 s'agit d'inspecter quantitativement le

probl�eme (C1). Consid�erons-le d'abord, pour probl�eme local; et nous allons

montrer que :

�Aux fonctions holomorphes F1; F2; : : : ; Fp dans un polycylindre (C);

jxij<R (i=1; 2; : : : ; n) �a l'espace (x)13, il correspond une constante positive

r plus petite que R et une constante positiveK qui jouissent du rôle suivant:

Etant donn�ee une fonction holomorphe f(x) dans (C) telle que f � 0

mod (F ) en tout point de (C) et que jf j< M pour (C) (M �etant un nombre

positif); on peut trouver des fonctions holomorphes Aj(x) (j = 1; 2; : : : ; p)

dans le polycylindre (
); jxij<r (i=1; 2; : : : ; n) dans la borne

jAj(x)j < KM

pour (
), de fa�con que l'on ait identiquement

f = A1F1 +A2F2 + � � �+ApFp:�

G�en�eralisons pour l'e�et, le probl�eme (C1) comme ce qui suit :

�Etant donn�e un syst�eme des �equations fonctionnelles simultan�ees,

(a) fi = Ai1Fi1 + Ai2Fi2 + � � �+AipFip (i = 1; 2; : : : ; q);

dont fi; Fij (j = 1; 2; : : : ; p) expriment les fonctions holomorphes donn�ees

dans un domaine D sur l'espace (x), et Aij repr�esentent les fonctions incon-

nues, avec un certain nombre d'identit�es de la forme

Aij = Akl (i 6= k)

(i; k=1; : : : ; q; j; l=1; : : : ; p), tel que ce syst�eme d'�equations ait une solu-

tion (A) en tout point de D14, trouver une solution pour D:�
13Sous le mot �polycylindre� �a l'espace (x), nous entendons un ensemble de points

de la forme jxi�x0i j<ri (i=1;2; : : : ; n), ((x0) �etant un point d�etermin�e et ri des nombres
positifs).

14Remarquons que, dans l'�equation (a) (avec les identit�es), même si fi � 0 mod
(Fi1 ; Fi2; : : : ; Fip) en tout point de D, on n'a pas n�ecessairement de solution locale; voir,
par exemple, x1 = A11x1 + A12x2; x2 = A21x1 + A22x2, avec A12 = A22.
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Arrangeons la forme de l'�equation fonctionnelle. Soit, par exemple,

f1 = A11F11 + A12F12; f2 = A21F21 +A22F22; avec A12 = A21:

Posons

�11 = F11; �12 = F12; �13 = 0;

�21 = 0; �22 = F21; �23 = F22;

l'�equation fonctionnelle donn�ee se met alors, sous la forme

f1 = B1�11 +B2�12 +B3�13;

f2 = B1�21 +B2�22 +B3�23:

En appliquant cette m�ethode d'arrangement �a l'�equation fonctionnelle de

la forme (a) (avec les identit�es donn�ees), nous pouvons toujorus la mettre

sous la forme

fi = B1�i1 +B2�i2 + � � �+ Br�ir (i = 1; 2; : : : ; q);

o�u (�i1;�i2; : : : ;�ir) est �egale �a (Fi1; Fi2; : : : ; Fip; 0; : : : ; 0) �a ordre pr�es 15.

Nous allons l�egitimer la proposition pour le probl�eme ainsi g�en�eralis�e.

Comme la proposition est �evidemment vrai pour (0; q), il suÆt de la justi�er

pour (n; q+1) et (n+1; 1), en supposant qu'elle soit vraie pour tout (n0; q0)

tel que n�n0>0; q�q0>0. Commen�cons par celui pour (n; q+1).

Consid�erons �a l'espace (x1; x2; : : : ; xn) les �equations fonctionnelles si-

multan�ees,

(1) fi = A1Fi1 + A2Fi2 + � � �+ApFip (i = 1; 2; : : : ; q + 1);

dont fi; Fij (j = 1; 2; : : : ; p) sont les fonctions holomorphes donn�ees dans

le polycylindre (C); jxkj < R (k = 1; 2; : : : ; n) et Aj signi�ent les fonc-

tions inconnues; nous supposons que l'�equation (1) ait des solutions en tout

point de (C), et nous sommes �a trouver une solution pour le polycylindre

(
); jxkj<r (k=1; 2; : : : ; n) dans la borne jAj(x)j<KM o�u r (<R),K sont

des constantes positives ind�ependantes de fi,et M est la borne sup�erieure

de jfi(x)j pour (C), sous l'hypoth�ese indiqu�ee.
La proposition �etant vraie pour (n; 1), d'apr�es l'hypoth�ese, pour l'�equation

fonctionnelle,

(2) f1 = A1F11 + A2F12 + � � �+ApF1p;

15Par cette m�ethode d'arrangement seule, H. Cartan a beaucoup contract�e notre
d�emonstration que le probl�eme (K) est toujours r�esoluble (VII, No. 6). Voir : H. Cartan,
Id�eaux et modules de fonctions analytiques de plusieurs variables, 1950, (Bulletin de la
Soci�et�e Math�ematique de France).
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il existe des constantes positives R1 (< R); K1 ind�ependantes de f1 telles

que l'on puisse trouver des fonctions holomorphes A0
i (x) (i = 1; 2; : : : ; p)

pour le polycylindre (C1); jxkj<R1 (k=1; 2; : : : ; n) dans la borne

jA0
i j < K1M;

de fa�con qu'elles satisfassent identiquement �a (2). Posons

Bi = Ai �A0
i (i = 1; 2; : : : ; p);

l'�equation (2) devient alors, �a

(3) B1F11 +B2F12 + � � �+ BpF1p = 0:

L'�equation fonctionnelle (3) admet une solution formulaire dans tout

polycylindre � tel que � b (C) (Th�eor�emes 4 et 3 de VII), de la forme

suivante :

Bi =
X

Cij�ij (i = 1; : : : ; p ; j = 1; : : : ; r0);

avec quelques identit�es de la forme Cij = Ckl (i 6= k; i; k = 1; : : : ; p; j; l =

1; : : : ; r0). En appliquant la même m�ethode d'arrangement, nous obtenons

une solution formulaire de la forme,

Bi =
X

Ci�ij (i = 1; : : : ; p ; j = 1; : : : ; r):

En substituant cette solution, ainsi que Bi=Ai�A0
i , dans

(4) fi =
X

AkFik (i = 2; : : : ; q+ 1; k = 1; : : : ; p);

on a l'�equation fonctionnelle de la forme

(5) 'i =
X

Cj�ij (i = 2; : : : ; q + 1; j = 1; : : : ; r);

dont 'i = fi�
P
A0
kFik (k = 1; 2; : : : ; p) et �ij sont des fonctions holomor-

phes d�etermin�ees dans (C1), ind�ependantes de (f). Cela �etant �evidemment

le cas (n; q), il existe une solution de (5) jouissant de la propri�et�e demand�ee;

il en est donc, de même pour l'�equation donn�ee (1).

Consid�erons ensuite, �a l'espace (x1; x2; : : : ; xn; y), le polycylindre (C);

jxij<R; jyj<R (i = 1; 2; : : : ; n) et l'�equation fonctionnelle

(6) f = A1F1 + A2F2 + � � �+ ApFp;

dont f et Fj (j = 1; 2; : : : ; p) repr�esentent les fonctions holomorphes donn�ees

dans (C), telles que f � 0 mod (F ) en tout point de (C), et Aj expri-

ment les fonctions inconnues; nous allons justi�er la proposition pour cette
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�equation sous l'hypoth�se indiqu�ee. Nous supposons que l'une au moins des

Fj ne soit pas nulle identiquement (si non, il n'y a pas de probl�eme); soit

F1(x; y) 6=0 identiquement, pour �xer l'id�ee. Grâce �a Weierstrass, nous pou-

vons regarder F1(x; y) pour être un polynôme de y tel que le coeÆcient de

la plus haute puissance de y soit 1 (en changeant (x; y) et R). Choisissons

trois nombres positifs �; �0; �00 tels que � < R; �00 < �0 < R, de fa�con que,

pour tout (x0) dans le polycylindre �; jxij < � (i = 1; 2; : : : ; n), l'�equation

F1(x0; y) = 0 ait le même nombre de racines dans le cercle (C00); jyj< �00,

et n'ait pas de racines sur �00�jyj<�0. Soit � le nombre de racines. Nous

pouvons toujours supposer que F1 soit de degr�e � par rapport �a y, en nous

pla�cant toujours dans [�; (C0)], (C0) repr�esentant le cercle jyj < �0.

La fonction f(x; y) se met alors, d'apr�es le th�eor�eme du reste, sous la

forme f = f0+'F1, o�u f0 et ' expriment des fonctions holomorphes dans

[�; (C0)], et sp�ecialement f0 est un polynôme de y de degr�e ��1 au plus

(identiquement nul si � = 0), et de plus, si jf j < M pour [�; (C0)], on

a jf0j < KM; j'j < KM pour [�; (C00)], K �etant une constante positive

ind�ependante de f . Nous pouvons donc supposer que la fonction f de

l'�equation (6) soit un polonôme de y de degr�e au plus �egal �a ��1 (supposons
dans la suivante que � > 0, puisque, si non, il n'y a pas de probl�eme).

Pareillement nous pouvons supposer que, les fonctions Fk (k = 2; 3; : : : ; p)

de l'�equation (6) soient des polynômes de degr�e au plus �egal �a ��1.
Nous consid�erons l'�equation (6) pour [�; (C00)] dans ces conditions. Soit

Aj(x; y) (j = 1; 2; : : : ; p) une solution de (6); nous l'appellerons, pour le

moment, solution sp�eciale, si toutes les fonctions Aj sont des polynômes de

y de degr�e ��1 au plus. Le degr�e de A1(x; y) d'une solution sp�eciale est

n�ecessairement � � 2 au plus (si � = 1; A1 = 0).

Soit (x0) un point quelconque de �. L'�equation (6) poss�ede une solu-

tion locale pour (x0; y0), y0 �etant un point quelconque de (C0); par suite,

d'apr�es le th�eor�eme 1 de VII, l'�equation (6) poss�ede une solution pour un

certain voisinage de [(x0); (C00)]. De l�a, grâce aux conditions pos�ees sur

l'�equation (6), sp�ecialement �a celle de F1, il s'ensuit que, pour tout point

(x0) de �, l'�equation (6) poss�ede une solution sp�eciale locale (en appliquant

le th�eor�eme du reste �a la solution pr�ec�edente).

Posons

f ='1y
��1+'2y

��2+� � �+'�;

F1=y
�+�1y

��1+�2y
��2+� � �+��; A1=B2y

��2+� � �+B�;

Fi=�i1y
��1+�i2y

��2+� � �+�i�; Ai=Bi1y
��1+Bi2y

��2+� � �+Bi�;
(i = 2; 3; : : : ; p); alors, pour que (A) soit une solution sp�eciale de l'�equation
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(6), il faut et il suÆt que (B) satisfasse aux �equations fonctionnelles simul-

tan�ees suivantes :

(7) 0=B2+
X

Bi1�i1; 0=(B2�1+B3)+
X

(Bi1�i2+Bi2�i1); : : : ;

'� = B��� +
X

Bi��i�; (i = 2; 3; : : : ; p)

d�e�nies dans �. Les �equations (7) poss�edent une solution locale en tout

point de �, puisque l'�equation (6) poss�ede une solution sp�eciale locale pour

tout point de �. Donc, ceci est le cas (n; q); par suite d'apr�es l'hypoth�ese,

il existe une solution en origine, satisfaisant �a la condition d�emand�ee. Il en

est donc, de même pour l'�equation (6).

La proposition en question est donc vrai. Disant un mot, nous avons vu

que le probl�eme (C1) g�en�eral poss�ede toujours la solution locale satisfaisant

�a la condition quantitative.

4. Probl�eme (C1) global. Il s'agit maintenant d'inspecter le probl�eme

(C1) de la mani�ere quantitative et globale. Pour cela, il faut continuer de

le traiter en forme g�en�erale.

Rappelons la con�guration g�eom�etrique de No. 4 de VII :

�Prenons un cercle ferm�e (Ci) dans chaque plan xi (i = 1; : : : ; n) et

soit (C) le polycylindre ferm�e ayant pour composantes les (Ci). D�esignons

par E0 n'import quel point de (C).

Dans xn, s�eparons les parties r�eelle et imaginaire, xn =X+iY et con-

sid�erons une droite de la forme xi = x0i (i = 1; : : : ; n�1); Y = Y 0, les x0i
�etant des valeurs complexes et Y 0 une valeur r�eelle. Soit E1 l'intersection

de cette droite et du polycylindre ferm�e (C) : E1 est un segment qui peut

être r�eduit �a un point.

Consid�erons de mêmeE2; E3; : : : ; la dimension r�eelle augmentant chaque

fois d'une unit�e, on terminera par E2n. E2, par exemple, est un ensemble

cylindrique ferm�e dont la composante dans le plan xi (i=1; 2; : : : ; n�1) est
un point de (Ci), et la composante dans le plan xn est (Cn), et E2n d�esigne

le polycylindre (C):�
Nous venons de voir que le probl�eme (C1) (g�en�eral et quantitatif) est

r�esoluble au voisinage de E0; passons donc, au cas de E1 :

�Consid�erons un quelconque des ensembles E1, et d�esignons cet en-

semble par la même lettre E1; et nous pouvons supposer que c'est un vrai

segment.

La composante de E1 suivant l'espace (x1; : : : ; xn�1) est un point que

nous d�esignons par Q, et sa composante suivant le plan xn est un seg-

ment que nous d�esignons par l; l est horizontal, son extr�emit�e gauche sera
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d�esign�e par m0, son extr�emit�e droite par mq , en introduisant q�1 points

m1; : : : ;mq�1 sur le segment, de gauche �a droite. Soit li le segment ferm�e

[mi�1;mi] (i = 1; : : : ; q). Soit, dans l'espace (x),Mi l'ensemble cylindrique

(Q;mi), et Li l'ensemble cylindrique (Q; li). Notons

L1 [ L3 [ L5 [ � � � = �1; L2 [ L4 [ L6 [ � � � = �2:

Alors,

� = �1 [�2; �0 = �1 \�2 =M1 [M2 [ � � � [Mq�1:�

Consid�erons maintenant, dans un polycylindre (C0) concentrique �a (C)

et contenant (C), l'�equation fonctionnelle,

(1) fi = A1Fi1 + A2Fi2 + � � �+ ApFip (i = 1; 2; : : : ; p0);

en supposant qu'elle ait une solution en tout point de (C0), (notations ayant

les signi�cations usuelles). Comme ce probl�eme (C1) est r�esoluble (de la

mani�ere quantitative) en tout point de E1, en prenant les segments lh (h =

1; 2; : : : ; q) suÆsamment petits, nous pouvons le r�esoudre au voisinage de

chaque lh; pr�ecis�ement, on peut tracer sur le plan xn un cercle �h autour

du milieu de lh, contenant lh, et �a l'espace (x1; : : : ; xn�1) un polycylindre

(�) de centre Q, d'une mani�ere ind�ependante de fi, de fa�con que, dans le

polycylindre (�; �h), il y ait des fonctions holomorphes Aj (j=1; 2; : : : ; p)

satisfaisant aux identit�es (1) et aux conditions

jAjj < K1M

dans (�; �h), dont K1 est une constante positive ind�ependante de fi, et M ,

la borne sup�erieure de jfij pour (C0).

Soit �h \ �h+1 = 
h (h < q); consid�erons,

(�; �1) [ (�; �3) [ : : : = V1; (�; �2) [ (�; �4) [ : : : = V2;

et notons, Aj =A0

j pour V1; Aj =A00

j pour V2; A
0

j�A00

j =Bj ; nous avons

alors, identiquement sur V0 = V1 \ V2 = (�; 
1) [ (�; 
2) [ � � � [ (�; 
q�1),

(2) B1Fi1 + B2Fi2 + � � �+BpFip = 0 (i = 1; 2; : : : ; p0):

Pour l'�equation fonctionnelle (2), nous avons la solution formulaire,

(3) Bj =
X

Ck�jk (j = 1; : : : ; p ; k = 1; : : : ; p00)

pour un polycylindre (C00) concentrique �a (C) et tel que (C)b (C00)b (C0)

(Th�eor�eme 4 et 3 de VII ; �jk �etant des fonctions holomorphes). Supposons

que V0 � (C00).
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Soient encore, Bj =A0

j�A00

j , alors l'expression (3) donne un probl�eme

(C1) dans V0, puisque Bj sont des fonctions holomorphes dans V0 telles

que cette �equation ait une solution (C) en tout point de V0. Tra�cons, sur

le plan xn autour du point mh (h = 1; 2; : : : ; q� 1), un cercle Æh, et �a

l'espace (x1; x2; : : : ; xn�1) un polycylindre (�0) de centre Q, de fa�con que

Æh b 
h; (�0)b (�) et que, pour toutes fonctions holomorphes Bj ayant la

propri�et�e indiqu�ee et satisfaisant �a jBj j<M dans V0, on puisse trouver des

fonctions holomorphes Cj satisfaisant aux identit�es (3) et aux conditions

jCkj < K2M

pour le polycylindre ferm�e (�0; Æh); K2 �etant une constante positive ind�epen-

dant de Bj (et naturellement de M ).

Consid�erons l'int�egrale de Cousin suivante16:

Ik(x) =
1

2�i

X
h

Z
dh

Ck(x1; : : : ; xn�1; t)

t � xn dt (h = 1; 2; : : : ; q� 1);

o�u dh exprime le diam�etre vertical de Æh, sur lequel l'int�egration est faite de

bas en haut (et i, l'unit�e imaginaire).

Soit r un nombre positif plus petit que la moiti�e de la longueur de tout

dh; soit � l'ensemble des points sur le plan xn tels que les distances au

segment l soient plus petites que r; partageons � par les diam�etres dh de la

mani�ere suivante; soit �1 la partie de � qui se situe �a gauche de d1, soit �2

celle entre d1 et d2 et ainsi de suite. Soient

�1 = �1 [ �3 [ �5 [ : : : ; �2 = �2 [ �4 [ �6 [ : : : :

Dans cette con�guration g�eom�etrique, l'int�egrale Ik(x) donne une fonc-

tion holomorphe dans chacun des domaines (connexes ou non) (�0; �g) (g =

1; 2), que nous d�enotons par '(g)k (x); elles restent holomorphes en tout point

de [(�0); (dh \ �)] (h = 1; 2; : : : ; q�1), de fa�con que l'on ait identiquement

'
(1)
k (x)� '

(2)
k (x) = Ck(x);

et encore on a �evidemment

j'(1)k (x)j < K3M; j'(2)k (x)j < K3M;

o�u K3 exprime une constante positive et M repr�esente la borne sup�erieure

de jBjj pour V0.
Posons maintenant,

 
(g)
i (x) = A

(g)
1 Fi1 + A

(g)
2 Fi2 + � � �+A(g)

p Fip (i = 1; 2; : : : ; p0);
16Nous venons d'appeler int�egrale de Cousin toute int�egrale de la forme ayant la pro-

pri�et�e et jouissant du rôle (Voir: Cousin, Acta Math., 1895).
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�
X
j

"X
k

'
(g)
k �jk

#
Fij = a

(g)
1 Fi1 + a

(g)
2 Fi2 + � � �+ a(g)p Fip

(j = 1; : : : ; p ; k = 1; : : : ; p00)

pour chaque (�; �g) respectivement (g = 1; 2; A(1)
j = A0

j; A
(2)
j = A00

j ).

On trouve alors,  
(g)
i = fi; a

(1)
i = a

(2)
i identiquement, par suite

fi = a1Fi1 + a2Fi2 + � � �+ apFip (i = 1; 2; : : : ; p0)

identiquement pour (�0; �), et encore que

jajj < K4M (j = 1; 2; : : : ; p);

dont K4 repr�esente une constante positive ind�ependante de fi et M signi�e

le même nombre que ci-dessus. Soit r0 le plus petit des nombres, r et les

rayons de (�0).

Nous avons ainsi vu que, �etant donn�e un probl�eme (C1) g�en�eral dans

le polycylindre (C 0), on puisse trouver les constantes positives K4 et r0,

ind�ependantes de (f), jouissant des rôles indiqu�es; en autre mot, le probl�eme

(C1) g�en�eral et quantitatif est toujours r�esoluble pour E1. En r�ep�etant le

même mode de raisonnement, on arrive au r�esultat suivant :

�Etant donn�ees des fonctions holomorphes Fi1; Fi2; : : : Fip et fi dans un

polycylindre (C) �a l'espace (x) telles que l'�equation fonctionnelle,

fi = A1Fi1 +A2Fi2 + � � �+ ApFip (i = 1; 2; : : : ; p0)

ait une solution (A) en tout point de (C), et un polycylindre (C0) con-

centrique �a (C) tel que (C0) b (C), on peut toujours trouver une con-

stante positive K ind�ependante de fi, de fa�con que, M �etant la borne

sup�erieure de jfij pour (C), on puisse choisir des fonctions holomorphes

Aj (j = 1; 2; : : : ; p) dans (C0) satisfaisant �a l'�equation fonctionnelle et �a la

condition jAjj < KM .

5. Probl�eme (C2) Entre les probl�emes (C1) et (C2), il y a la relation

que nous avons vue au No. 1 de VII; par suite, du r�esultat ci-dessus, il

s'ensuit imm�ediatement le r�esultat suivant :

Tra�cons, �a l'espace (x), deux polycylindres (C); (C0) concentriques, avec

les rayons Ri; R0
i ; (i = 1; 2; : : : ; n) dont Ri > R0

i , respectivement. Soit

r un nombre positif tel que r < Ri�R0
i , soit (x0) un point quelconque

de (C0) d�ecrivons le polycylindre (
) de centre (x0) et de rayon r. Soit

Fj(x) (j = 1; 2; : : : ; p) un syst�eme de fonctions holomorphes dans (C).

Dans ces circonstances, il existe une constante positive K jouissant du rôle

11



suivant : Etant donn�ee une fonction holomorphe '(x) dans (
) telle que

j'j < M; M �etant un nombre positif ind�ependant de (
), et que, pour toute

paire de (
); ((
1); (
2)), les fonctions correspondantes '1; '2 satisfassent �a

'1�'2 mod (F ) en tout point de (
1)\ (
2); on peut trouver une fonction

holomorphe �(x) dans (C0) telle que j�j<KM et que ��' mod (F ) en

tout point de de (
).

Nous avons trait�e les probl�emes (C1); (C2) dans les polycylindres, mais

les r�esultats subsistent pour les domaines univalent cylindriques, pour l'aÆr-

mer, il suÆt d'appliquer le proc�ed�e usuel, passage �a l'espace sup�erieur.

6. Fonction (W), compl�ement du lemme. Nous allons exam-

iner les fonctions (W ) d'une mani�ere quantitative. Rappelons No. 7 de

VIII. Consid�erons sur l'espace (x1; x2; : : : ; xn) un domaine (connexe ou

non) D, qui peut admettre des points critiques non-transcendants comme

points int�erieurs. Soient �1(P ); �2(P ); : : : ; �m(P ) des fonctions holomor-

phes dans D. Supposons que, pour toutes paires de points r�eguliers de

D ayant les mêmes coordonn�ees, les �el�ements analytiques de �1(P ) soient

di��erents. Consid�erons �a l'espace (x1; x2; : : : ; xn; y1; y2; : : : ; ym) la vari�et�e

caract�eristique � donn�ee par

yj = �j(p); p 2 D (j = 1; : : : ;m):

1Æ. Soit � un domaine (connexe ou non) tel que �bD et que � soit la

surface de recouvrement (�Uberlagerungsbereich) de �, � �etant la projection

de � sur l'espace (x) (Grundbereich). � est alors d'un même nombre, � de

feuilles. Soient P1; P2; : : : ; P� les points de � sur le point (x), (x) �etant un

point quelconque de �; formons la fonction

F1(x; y1) =
Y

[y1 � �1(Pi)] (i = 1; 2; : : : ; �):

Grâce �a Weiersirass, on sait que : �toute fonction holomorphe u(P ) sur �

il correspond, d'une mani�ere d�etermin�ee, un polynôme de y1; �(x; y1) dont

les coeÆcients sont des fonctions holomorphes de (x) dans �, de fa�con que

u
@F1
@y1

= � sur F1 = 0: � En inspectant le mode de raisonnement17, nous

trouvons imm�ediatement que :

Pour tout domaine (connexe ou non) A tel que Ab�, il correspond une

constante positive K ind�ependante de u, telle que les coeÆcients de y1 du

polynôme �(x; y1) soient plus petits que KM en modules pour A, M �etant

la borne sup�erieure de juj pour �.
17Voir: W. F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie II1, 1929, Pages 116, 117.
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2Æ. Soit (x0; y0) un point quelconque de la vari�et�e caract�eristique �.

Consid�erons une transformation lin�eaire non-singuli�ere L de la forme

x0i =
X

Ai;k(xk � x0k) +
X

Ai;n+l(yl � y0l );

y0j =
X

An+j;k(xk � x0k) +
X

An+j;n+l(yl � y0l );

(i; k = 1; : : : ; n; j; l = 1; : : : ;m):

Nous avons construit la fonction u
@F1
@y1

dans l'espace (x; y) par rapport

�a �; d'apr�es la même m�ethode, nous voulons construire la fonction W (x; y)

dans l'espace (x0; y0) par rapport �a l'image de � au voisinage de l'origine du

nouvel espace; si nous choisissons pour L une transformation convenable,

ceci est possible et de plusW jouit de la même propri�et�e que
@F1
@y1

. A l'�egard

de ces fonctions W , en examinant le mode de raisonnement de l'autre fois,

nous trouvons facilement que :

�On peut choisir n+1 transformations Li (i = 1; 2; : : : ; n+1), telles

que les fonctions correspondantes Wi existent et jouissent de la propri�et�e

indiqu�ee, et que l'ensemble de z�eros communs de ces fonctions soit contenu

dans l'ensembles de points singuliers S0 de � au voisinage de (x0; y0):�
3Æ. Supposons que le point (x0; y0) appartienne �a S0. Soit U (x; y) une

fonction holomorphe au voisinage de (x0; y0), qui s'annule identiquement

sur S0. D'apr�es le �Nullstellensatz� (No. 8 de VIII), nous trouvons alors

que � U� � 0 mod (W1;W2; : : : ;Wn+1) au voisinage de (x0; y0), � �etant

un entier positif.�
4Æ. Consid�erons maintenant, le probl�eme expos�e �a No. 1 (Voir No. 10

de VIII). D'apr�es ce que nous avons vu depuis No. 4 (�a l'aide du lemme de

Borel), nous trouvons facilement que la r�eponse est aÆrmative, pourvu que

l'entier positif � soit choisi suÆsamment grand.

Chapitre II. Domaines pseudoconvexes, deuxi�eme lemme.

7. G�en�eralit�es. Rappelons ce que nous avons expos�e �a l'Introduction

du M�emoire VI. Comme nous avons dit, F. Hartogs a fait en 1906 une

d�ecouverte faisant �epoque de la th�eorie des fonctions analytiques de plusieurs

variables, je pense, �a savoir : Tout domaine d'holomorphie est soumis �a une

restriction tr�es curieuse que nous appelons d'être pseudoconvexe18.

La même restriction a �et�e successivement trouv�ee aux di��erentes places

de la th�eorie, que nous allons rappeler tout rapidement. En 1910, E. E. Levi
18F. Hartogs, Einige Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel bei Funktionen

mehrerer Ver�anderlichen (M�unch. Berichte).
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a montr�e que les domaines de m�eromorphie sont aussi pseudoconvexe19. En

1926, G. Julia a indiqu�e que les domaines de normalit�e pour les familles de

fonctions holomorphes le sont aussi20. En 1931, W. Saxer a adjout�e qu'il en

est de même (dans un sens) pour les familles de fonctions m�eromorphes21.

Et �nalement, en 1934 l'auteur a indiqu�e que les familles de surfaces car-

act�eristiques le sont aussi 22.

Ces th�eor�emes ont �et�e �etudi�es, avec diverses cons�equences d�eductives,

par des d�ecouverteurs et des autres math�ematiciens23, sp�ecialement par

Harlogs et E. E. Levi.

Le pr�esent Chapitre sera partag�e en trois parties A, B, C. Dans A, nous

exposerons abstraitement ce que l'on doit �a Hartogs et �a E. E. Levi.

Dans B, nous �etendrons ce que nous avons expos�e dans le M�emoire VI

sur les fonctions pseudoconvexes. Et dans C, nous traiterons un nouvel

probl�eme, qui est propre pour les domaines multivalents24.

A. Domaines pseudoconvexes.

8. Domaines. Les domaines que nous consid�ererons d�esormais dans

le pr�esent M�emoire sont �nis et sans point critique int�erieur sauf une seule

exception �a No. 24. Nous ometterons donc, d'indiquer ces conditions chaque

fois. Les domaines de pr�ecis�ement cette sorte sont expliqu�ees dans l'Ouvrage

de Behnke{Thullen ce que nous allons faire dans la suivante est seulement

d'y introduire et d'adjoindre quelques termes et notations, utiles dans la

suivante.

Nous consid�erons l'espace de n variablcs complexes x1; x2; : : : ; xn; et sur

cet espace (x); nous consid�erons un point P ; un point est une chose (Ding)

qui poss�ede les coordonn�ees d�etermin�ees (x) : le point (x) �a l'espace (x) est

appel�e la projection du point P (sur l'espace (x)), et est exprim�e par P ;

19E. E. Levi, Studii sui punti singolari essenziali delle funzioni analitiche di due o pi�u
variabili complesse (Annali di Matematica).

20G. Julia, Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables (Acta Math-
ematica).

21W. Saxer, Sur les familles de fonctions m�eromorphes de plusieurs variables (C. R.,
Paris).

22K. Oka, Note sur les familles de fonctions analytiques multiformes etc. (Journal of
Science of the Hiroshima Univ.).

23Voir l'Ouvrage de Behnke-Thullen et les prolongements indiqu�es �a I'Introduction.
(Voir aussi la Note ci-dessus de l'auteur).

24Tout r�ecement, l'auteur a re�cu plusieurs M�emoires de P. Lelong et de F. Norguet sur
le sujet du pr�esent Chapitre, ainsi que sur le probl�eme inverse de Hartogs; mais, main-
tenant, puisque l'auteur se d�evoue �a inspecter sa r�esolution (naturellement subjective)
du probl�eme dit �a l'Introduction, il en parlera (d'une mani�ere objective), �a l'occasion
ult�erieur. A propos, ce probl�eme et celui du lemme expos�e au M�emoire VIII (pour
lequel le M�emoire VII a �et�e �ecrit) �etaient les diÆcult�es essentielles �a l'auteur, depuis
le M�emoire VI (1942) (dont la diÆcult�e essentielle �a l'auteur la d�ecouverte d'employer
l'�equation int�egrale; il l'a poursuivi depuis le M�emoire I (1936). (Voir No. 29).
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nous dirons par fois que P se situe sur P . Soit E l'ensemble des points P ;

l'ensemble des projections P est appel�e la projection de E, et est exprim�e

par E.

Pour les ensembles de points sur l'espace (x), nous emploierons g�en�erale-

ment les termes et les notations de la th�eorie des ensembles abstraits25.

Nous appelons domaine un ensemble de points sur l'espace (x), s'il

poss�ede un syst�eme (S) d'ensembles partiels appel�es voisinages (Umgebun-

gen) qui satisfait �a �Umgebungspostulate�, et encore s'il connexe dans

un sens respectant (S).

Consid�erons un domaine D sur l'espace (x). D poss�ede d'apr�es la

d�e�nition, un syst�eme d�etermin�e (S) de voisinages, nous pouvons donc,

tracer des courbes continues sur D. Soit P1; P2 une paire quelconque de

points sur D; nous d�enotons par d(P1; P2) la borne inf�erieure des longueurs

des courbes recti�ables sur D joignant P1 et P2; d(P1; P2) satisfait �a�Ent-

fernungspostulate�, nous d�e�nirons par ce d(P1; P2) la distance (Entfer-

nung) des points P1; P2 sur le domaine D. En l'introduisant, nous pouvons

employer pour les domaine les termes de �metrische R�aume�.

Nous allons consid�erer des relations de deux domaines sur le même es-

pace (x) : SoientD;D0 deux domaines tels que tout point deD0 appartienne

�a D. Consid�erons la correspondance qui joint un point quelconque de D0 au

même point de D, si cette correspondance est bicontinue, nous appellerons

que D0 est un domaine partiel de D, et le d�enoterons par D0 � D, nous

dirons aussi que D est le prolongement de D0. De plus si D0=D comme

ensembles, nous appellerons que les deux domaines D0; D sont �egaux (ou

identiques), et le d�enoterons par D0 = D.

Soient D1; D2 deux domaines, si l'on peut �etablir une correspondance

biunivoque et bicontinue entres des points de D1 et de D2, de fa�con que

les points correspondants aient la même projection (sur l'espace (x)), nous

dirons que ces deux domaines sont �equivalents, et le d�enoterons par D1 �
D2.

Pour d�e�nir les domaines pseudoconvexes, il faut distinguer clairement

les deux sortes de relations, D1=D2 et D1�D2.

Soient D0; D deux domaines, si l'on peut �etablir une correspondance

entre tous les points de D0 et une partie des points de D, telle qu'�a un

point quelconque de D0 corresponde un point de D de la mani�ere univoque

et continue, et encore que les points correspondants aient la même projection

nous appelons avec Behnke et Thullen que D0 est contenu dans D, en le

d�esignant par D0<D. (Il faut remarquer que ce cas contient le cas D0�D.)

25Voir : F. Hausdor�, Mengenlehre.
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Et ainsi de suite (Voir l'Ouvrage).

Si D0 � D, et encore si l'ensemble des points de D0 est compact sur

le domame D, pr�ecis�ement dit, si de tout suite in�nie des points de D0 on

peut choisir une suite partielle in�nie convergente vers un point de D, nous

appelons que le domaine partiel D0 est �a l'int�erieur complet du domaineD,

et le d�enotons par D0 b D.

Nous venons d'expliquer restrictivement pour les domaines (connexes),

mais il en est de même pour les domaines (connexes ou non), (par d�e�nition).

Soit E un ensemble de points sur l'espace (x), soit D un domaine sur le

même espace; d�esignons par E0 l'ensemble des points deD. Nous entendrons

sous les notations E=D et E �D, les relations E=E0 et E�E0, respec-

tivement. La notation E b D signi�era que l'ensemble de points E soit

contenu dans l'ensemble D, et de plus que E soit compact sur le domaine

D; nous l'appellerons encore que E soit contenu �a l'int�erieur complet de D.

L'intersection d'un ensemble de domaines. Consid�erons, avec

Behnhe et Thullen, un ensemble abstrait M = fm;n; p; : : :g et un en-

semble de domaines fDm;Dn;Dp; : : :g sur l'espace (x), d'o�u, construisons
l'ensemble de points Æ sur le même espace comme ce qui suit : s'il existe un

polycylinder 
0 de centre (x0) tel que tout domaine Dm de l'ensemble ait

un domaine partiel Vm �equivalent �a 
0, en d�esignant le point de Vm sur (x0)

par Pm, nous appellerons Q = fPmg un point de Æ (de coordonn�ees (x0)).

Soit Q = fPmg; Q0 = fP 0

mg une paire quelconque des points de Æ; nous

d�e�nirons que Q = Q0, si et seulement si Pm = P 0

m pour tout m de M .

A l'ensemble de points Æ ainsi d�e�ni sur l'espace (x), attachons le syst�eme

de voisinage (S) comme suivant : Soit Q un point quelconque de Æ, tra�cons

un polycylindre 
 de centre Q et contenu dans 
0; soit (x0) un point quel-

conque de 
, et soit P 0

m le point de Vm sur (x0), consid�erons le point

Q0 = fP 0

mg de Æ; si l'on fait �a (x0) parcourir 
, le point Q0 trace un en-

semble v; v est un ensemble partiel univalent de Æ; nous d�e�nirons que

(S) = fvg. (S) satisfait �a �Umgebungspostulate�. Nous d�enoterons, par

la même lettre Æ, l'ensemble Æ ayant ce syst�eme de voisinage (S); Æ est alors,

un domaine (connexe ou non) sur l'espace (x).

Ce domaine (connexe ou non) Æ jouit �evidemment des propri�et�es suiv-

antes :

1Æ Æ < Dm pour tout m 2M .

2Æ Soit Æ0 un domaine (connexe ou non) sur l'espace (x) ayant la

premi�ere propri�et�e, on a toujours Æ0<Æ.

Il n'y a qu'un seul domaine (connexe ou non) sur l'espace (x) jouissant de

ces deux propri�et�es, �a l'�equivalence pr�es. Nous appellerons Æ intersection de

16



l'ensemble de domaine fDm;Dn;Dp; : : :g en d�enotant Æ�Dm\Dn\Dp\� � � .
(Il en est de même pour l'intersection de domaines connexes ou non.)

Pareillement, d�e�nissons le noyau d'une suite de domaines (connexes ou

non). Mais, pour la convergence d'une suite de domaines, il faut ob�eir �a la

d�e�nition de l'Ouvrage, sans modi�cation.

Points fronti�eres. Pour les points fronti�eres, il n'y a rien �a modi�er,

ni �a adjoindre; mais, pour d�e�nir les domaines pseudoconvexes, nous allons

commencer par �ecouter pour le moment ce que l'Ouvrage en explique.

Soit D un domaine sur l'espace (x). Consid�erons dans D une suite de

points Pi (i = 1; 2; : : :); supposons que cette suite n'admette pas de point

d'accumulation dans D, et encore qu'elle jouisse des propri�et�es suivantes :

1Æ La suite des projections P i (i=1; 2; : : :) converge vers un point (x0).

2Æ Pour tout nombre positif �, on trouve un entier positif m tel que

deux points Pi; Pj dont i�m; j �m, puissent être joints par une courbe

continue passant par D et restant dans le polycylindre 
 de centre (x0) et

de rayon �.

On appelle alors, que R = (P1; P2; : : : ) d�e�nit un point fronti�ere de D,

ayant les coordonn�ees (x0). Soit R0 = (P 0

1; P
0

2; : : : ) un autre point fronti�ere

de D, on dit que R = R0, lorsque R0 poss�ede les mêmes coordonn�ees (x0)

et encore que R et R0 se relient de la mani�ere suivante : Pour tout nom-

bre positif �, on trouve un entier positif m tel que des points Pi; P
0

i dont

i � m puissent être joints par une courbe continue dans 
 \D, 
 �etant le

polycylindre ci-dessus. On appelle voisinage d'un point frontit�ere R tout

domaine partiel univalent de D contenant presque tous des points de la suite

Pi (i = 1; 2; : : :).

Rotations. Nous appellerons d�esormais, rotation de l'espace (x) au-

tour d'un point (�) une transformation lin�eaire de la forme

x0i � �i =
X

aij(xj � �j) (i; j = 1; 2; : : : ; n);

aij �etant des constantes, qui conserve les distances (euclidiennes) mais

d'ailleurs quelconques.

9. Domaines pseudoconvexes. Commen�cons par d�e�nir le th�eor�eme

de la continuit�e. Soit D un domaine sur l'espace (z1; z2; : : : ; zn), dont n�1

(mais, nous expliquerons d'abord pour le cas n > 1), soit M un point

fronti�ere de D; nous appellerons que M satisfait au th�eor�eme de la con-

tinuit�e, si, toute fois que la condition (C) suivante soit remplie, M jouit

de la propri�et�e (P ) ci-dessous. Nous appellerons que D remplit le même

th�eor�eme, s'il en est ainsi pour tout point fronti�ere de D.
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Condition (C). On distingue une des variables z1; z2; : : : ; zn (n �
2), on le d�esigne par y et les autres, par x1; x2; : : : ; xn�1; soient (�; �) les

coordonn�ees de M ; il correspond alors, �a M , un nombre positif �, de fa�con

que, si l'on d�esigne par A l'ensemble des points (x; y) satisfaisant �a xi =

�i (i=1; 2; : : : ; n�1); 0< jy��j<�, il y ait l'ensemble de points A� contenu

dans un seul voisinage de M tel que A�=A.

A tout nombre positif Æ0 tel que Æ0 < �, il correspond alors un nom-

bre positif r tel que, si l'on d�esigne l'ensemble de points jxi��ij < r (i =

1; 2; : : : ; n�1); jy��j= Æ0, par E, il existe un ensemble de points E� con-

tenu dans un seul domaine partiel univalent de D et satisfaisant �a E� =

E; A� \E� � O26.

Propri�et�e (P). Pour le point M , il correspond une paire de nombres

positifs (Æ; Æ0), dont Æ � r (correspondant �a Æ0), de fa�con qu'�a tout point (x0)

du polycylindre jx0i��ij<Æ (i=1; 2; : : : ; n�1) corresponde au moins un point

y0 sur la circonf�erence jy��j= Æ0 satisfaisant �a la condition suivante : Soit

P le point de E� sur (x0; y0), soit l le segment (ferm�e) de droite sur le plan

y joignant les points y0; �, et soit L le segment �a l'espace (x; y) de la forme

((x0); l). Alors, si l'on trace un segment sur D, �a partir du point P et de

mani�ere que la projection soit toujours sur L, on rencontre n�ecessairement

un point fronti�ere de D (sur le point �nal de L ou en chemin).

Le cas n = 1 peut être regard�e comme cas sp�ecial, o�u le domaine D est

ind�ependant de (x1; x2; : : : ; xn�1).

Soit maintenant, D un domaine sur l'espace (x1; x2; : : : ; xn) (n � 1);

nous appellerons que D est pseudoconvexe, si tout point fronti�ere M de

D satisfait au th�eor�eme de la continuit�e et encore si cette propri�et�e de M

admet toute transformation pseudoconforme biunivoque de l'espace (x) au

voisinage de la projection M .

Pour le cas n = 1, tout domaine est pseudoconvexe.

10. Autres d�e�nitions. Nous allons d�e�nir les domaines pseudocon-

vexes en formes di��erentes. Commen�cons par le th�eor�eme de la continuit�e.

Nous appellerons celui du num�ero pr�ec�edent th�eor�eme de la continuit�e (A),

et consid�ererons les th�eor�emes de la continuit�e (B); (C) dans la suivante.

Soit D un domaine sur l'espace (z1; z2; : : : ; zn) dont n > 1, soit M un

point fronti�ere de D. Soit (x1; x2; y1; y2; : : : ; yn�2) un �echange quelconque

de (z1; z2; : : : ; zn), soit (�; �) les coordonn�ees de M . Dans l'espace (x), on

prend un point (a) di��erent de (�) : on trace l'hypersh�ere S de centre (a)

telle que la fronti�ere passe par (�), et une hypersph�ere � de centre (�);

26De l�a, il s'ensuit que tout point de E� sur xi=�i (i=1; 2; : : : ; n�1) appartient �a A�.
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soit � la partie de � ext�erieure �a S, � est un domaine lin�eairement sim-

plement connexe. Soit B = (�; �) �a l'espace (x; y). Dans ces circonstances

g�eom�etriques, s'il n'existe pas d'ensemble de points contenu dans un seul

voisinage de M , tel que sa projection soit B, pour n'importe quels (a); �,

nous appellerons que M satisfait au th�eor�eme de la continuit�e (B). Nous

appellerons D (sur l'espace (z)) par le même mot, s'il en est ainsi pour tout

point fronti�ere de D

Pour le cas n=1, nous pouvons consid�erer que tout domaine satisfasse

au th�eor�eme de la continuit�e (B).

Soit encore D un domaine sur l'espace (z1; z2; : : : ; zn) dont n> 1. Soit

y un de z1; z2; : : : ; zn et soient x1; x2; : : : ; xn�1 les autres. Tra�cons dans

l'espace (x; y) deux domaines des formes suivantes :

jxi � x0i j < r �0 <jy � y0j < � (i = 1; 2; : : : ; n� 1);

jxi � x0i j < r0 (< r); jy � y0j < � (i = 1; 2; : : : ; n� 1);

(o�u (x0; y0) est un point d�etermin�e, et r; r0; �; �0 sont des nombres positifs);

et d�enotons la somme de ces deux domaines par �; � est un domaine

lin�eairement simplement connexe. D�enotons le polycylindre jxi�x0i j < r;

jy�y0j<� (i=1; 2; : : : ; n�1) par C. Dans cette con�guration g�eom�etrique,

le domaine D (sur l'espace (z)) sera appel�e de satisfaire au th�eor�eme de la

continuit�e (C), s'il jouit de la propri�et�e que, toute fois qu'il corresponde un

domaine �� tel que �� ��; ��
bD, il y ait n�ecessairement un domaine

C� tel que C��C; ���C� �D.
Nous pouvons consid�erer que tout domaine sur le plan d'une variable

complexe satifasse au th�eor�eme de la continuit�e (C). Remarquons que le

th�eor�eme de la continuit�e (C) seul est global.

Consid�erons maintenant, un domaineD sur l'espace (x1; x2; : : : ; xn) (n �
1); nous appellerons que D est pseudoconvexe (B), si un point fronti�ere quel-

conque M de D satisfait au th�eor�eme de la continuit�e (B), et encore si cette

propri�et�e de M admet toute transformation pseudoconforme biunivoque de

l'espace (x) au voisinage de M .

Soit encore D un domaine sur l'espace (x1; x2; : : : ; xn) (n� 1), soit M

un point fronti�ere de D; tra�cons un polycylindre 
 autour M avec un rayon

�; soit Æ la composante connexe de la portion de D sur 
, admettant M

pour son point fronti�ere. Dans cette con�guration g�eom�etrique, nous ap-

pellerons que D est pseudoconvexe (C), s'il correspond �a toutM , un nombre

positif �0 tel que, pour tout � � �0, le domaine partiel Æ correspondant sat-

isfasse au th�eor�eme de la continuit�e (C), et encore que ceci admette toute

transformation pseudoconforme biunivoque du polycylindre 
.
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De la d�e�nition, il s'ensuit que tout domaine sur le plan x1 est pseudo-

convexe (B) et (C), �a la fois.

11. Co��ncidence des d�e�nitions. Nous allons montrer que ces trois

sortes de domaines pseudoconvexes signi�ent une seule et la même sorte,

que nous appellerons d�es lors, simplement �domaines pseudoconvexes�.

Comme ceci est �evident sur le plan d'une variable complexe, nous nous

placerons dans la suivante, sur l'espace (x1; x2; : : : ; xn) tel que n>1.

1Æ. Il est facile �a voir que tout domaine pseudoconvexe (C) est pseudo-

convexe (A) (de No. 9).

2Æ. Nous allons montrer que tout domaine pseudoconvexe (A) est pseu-

doconvexe (B). Pour cela il suÆt �evidemment �a veri�er que�tout domaine

pseudoconvexe (A) satisfait au th�eor�eme de la continuit�e (B):�
Soit D un domaine pseudoconvexe (A) sur l'espace (x), soit M un point

fronti�ere de D. D�esignons �a nouveau deux de x1; x2; : : : ; xn par x1; x2 et

des autres, s'ils existent, par y1; y2; : : : ; yn�2. Consid�erons la con�guration

indiqu�ee, et supposons, par absurde, qu'il y ait un ensemble B� sur l'espace

(x; y) contenu dans un seul voisinage de M et dont B� = B.

Transformons l'espace (x) �a l'espace (x0) par des translations et rotations

convenables, et continuons de d�esigner les images de S; �; : : : par les même

lettres, de fa�con que l'image de (a); (�) soient (0; 0); (R; 0), respectivement,

R �etant le rayon de S. Dans l'espace (x0), sur x01 = R, le seul point (R; 0)

est sur S et les autres points sont ext�erieur �a S. De plus, les points (x0)

satisfaisant �a <(x01)>R; <(x01) �etant la partie r�eelle de x01 se situent en de-

hors de S. Dans cette con�guration, l'existence de B� contredit clairement

que le domaine D sur l'espace (x; y) satisfait au th�eor�eme de la continuit�e

(A). Donc, D satisfait n�ecessairement au th�eor�eme de la continuit�e (B).

3Æ. Il ne nous reste qu'�a montrer que tout domaine pseudoconvexe (B)

est pseudoconvexe (C). Pour cela, nous allons constater d'abord que�toute

composante connexe de l'intersection de deux domaines pseudoconvexes (B)

est encore pseudoconvexe (B).�
En e�et, consid�erons sur l'espace (x) deux domaines pseudoconvexes

(B), D1;D2; choisissons arbitrairement une composante connexe D0 de

l'intersection D1 \D2. Soit M un point fronti�ere quelconque de D0; trans-

formons un voisinage du point M dans l'espace (x) par une transformation

pseudoconforme biunivoque, d�esignons les images de (x);M;D0;D1;D2 par

(x0);M 0;D0

0;D
0

1;D
0

2 respectivement (dont D0

0; D
0

1 et D
0

2 ne sont d�e�nis na-

turellement qu'au voisinage de M 0), et supposons, par absurde, l'existence

de l'ensemble de points indiqu�e par rapport �a D0

0 et �a M
0. Comme D0

1;D
0

2
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sont pseudoconvexes (B), de l�a, il s'ensuit imm�ediatement queM 0 serait un

point int�erieur de D0.

D'apr�es ce que nous venons de voir, pour justi�er la proposition en

question, il suÆt �a dire que �tout domaine pseudoconvexe (B) remplie

le th�eor�eme de la continuit�e (C):� Nous allons le v�eri�er, soit D un do-

maine pseudoconvexe (B) sur l'espace (x). D�esignant �a nouveau par (x1;

x2; : : : ; xn�1; y) un �echange de (x1; x2; : : : ; xn), consid�erons la con�gura-

tion g�eom�etrique indiqu�ee, et supposons qu'il y ait un domaine �� tel que

�� ��; ��
bD. Il suÆt de montrer qu'il existe un domaine C� tel que

C��C; ���C��D. Pour simpli�er l'�ecriture, supposons que (x0; y0) soit

(0; 0).

Soit (x0) un point quelconque du polycylindre jxij<r (i=1; 2; : : : ; n�1),
soit y0 un point quelconque de la circonf�erence �0; jyj = �00, dont �

00 =
1

2
(� + �

0), et soit L le segment de droite �a l'espace (x; y) ayant le point

initial (x0; y0) et le point �nal (x0; 0). Soit P le point de �� sur (x0; y0); �a

partir de P , tra�cons continûment un segment dans le domaine D, de fa�con

que sa projection soit toujours sur L; il se pr�esente alors deux cas possibles:

ou bien on rencontre un point fronti�ere M de D (en chemin ou sur le point

�nal de L), ou bien on ne rencontre aucun point fronti�ere; au premier cas,

nous d�enoterons les coordonn�ees de M par (x0; y00).

Si (x0) se situe dans le polycylindre jxij<r0 (i = 1; 2; : : : ; n�1), le point

M n'existe jamais, pour n'importe quel y0. D�esignons ce polycylindre par


0.

Examinons, pour cette propri�et�e, le polycylindre 
1,

jx1j < r; jxjj < r0 (j = 2; 3; : : : ; n� 1):

Supposons qu'il y ait un point (a) dans 
1 tel que, �a (a; b) corresponde

M (a; b0), dont b est un point convenable sur �0 (jyj = �00). Consid�erons

l'expression,

d(x; y) =

 ����Kx1
����
2

+ jyj2
!1=2

o�uK est un nombre positif, et le deuxi�ememembre exprime la d�etermination

non-n�egative. Soit � le cercle �a l'espace (x) donn�e par jx1j<r; xi=ai (i=
2; 3; : : : ; n�1). Soit (x0; y0) un point quelconque sur (�;�0); s'il correspond

�a (x0; y0) le point M (x0; y00), nous ferons correspondre �a (x0; y0) le nombre

d = d(x0; y00), si non, nous ne ferons correspondre rien. Comme pour tout

(x0) de 
0 il ne se pr�esente que le deuxi�eme cas, l'ensemble fdg est born�e;
soit d0 la borne sup�erieure.

Pour K suÆsamment grand et pour r1 tel que 0<r1<r et suÆsamment
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voisin de r, on a

d(a; b0) =

 ����Ka1
����
2

+ jb0j2
!1=2

>

"�
K

r1

�2

+ (�00)2

#1=2
= d1:

Donc pour ce K; d0 > d1. Pour tout point (x0; y0) de (�;�0) satisfaisant

�a r1 < jx1j < r, le nombre correspondant d, même s'il existe, satisfait

n�ecessairement �a d < d1 (< d0). D'o�u, il s'ensuit facilement qu'il existe

un point (�; �) sur (�;�0), auquel correspond un point fronti�ere M0 (�; �
0)

tel que l'on ait e�ectivement d(�; �0)=d0 (�i=ai; i=2; 3; : : : ; n�1).
Transformons l'espace (x) par

X1 =
K

x1
; X2 = x2; : : : ; Xn�1 = xn�1; Y = y ;

soient D0; M 0

0 les images de D; M0 sur l'espace (X), respectivement. Dans

l'espace (X1; Y ), prenons les deux points, (0; 0); Q

�
K

�1
; �0
�
, d�ecrivons

l'hypersph�ere S autour de (0; 0) telle que la fronti�ere passe par Q et une

hypersph�ere � suÆsamment petite de centre Q et d�esignons la partie de �

ext�erieure �a S par �. Soit B l'ensemble de point �a l'espace (X;Y ) donn�e par

(X1; Y )2�; Xi=�i (i=1; 2; : : : ; n�1). On trouve alors sans diÆculte, qu'il

existe un ensemble B� sur l'espace (X;Y ) contenu dans un seul voisinage de

M 0

0 et tel que B
�=B. CommeM 0

0 est un point fronti�ere de D
0 et que D0 est

pseudoconvexe (B) au voisinage deM 0

0 ceci est absurde. Donc, �a tout point

(x0; y0) de l'ensemble (
1;�0), il ne peut correspondre aucun point fronti�ere

de D.

Passons �a 
2; jx1j<r; jx2j<r; jxkj<r0 (k=3; 4; : : : ; n�1) et raisonnons
tout pareillement, et ainsi de suite; et nous trouverons �nalement qu'il existe

un domaine C� tel que C��C; ���C��D. Nous avons ainsi vu que :

Les trois sortes de domaines pseudoconvexes (A); (B); (C) signi�ent une

seule et la même sorte.

Nous appliquerons le terme, pseudoconvexe aussi aux domaines non-

connexes. Nous avons vu, en chemin, que :

L'intersection de deux domaines pseudoconvexes (sur le même espace)

est encore pseudoconvexe.

Tout domaine pseudoconvexe satisfait au th�eor�eme de la continuit�e (C).

12. Noyau d'une suite de domaines pseudoconvexes. Etant

donn�ee sur l'espace (x) une suite de domaines pseudoconvexes, le noyau

(connex ou non), s'il existe, est aussi pseudoconvexe.
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Soit en e�et, D1;D2; : : : ;Dp; : : : la suite de domaines pseudoconvexes

sur l'espace (x1; x2; : : : ; xn); dont nous pouvons supposer que n� 2. Pour

le crit�ere de domaines pseudoconvexes, nous adopterons le th�eor�eme de la

continuit�e (C).

Consid�erons, E1�D1; E2�D1 \D2; : : : ; Ep�D1 \D2 \ � � � \Dp � � � ;
tout �el�ement de la suite est alors pseudoconvexe.

Consid�erons, Æ1 � D1 \ D2 \ � � � \Dp \ � � � . Comme Ep >Ep+1 (p =

1; 2; : : :) et que Ep est pseudoconvexe, d'apr�es le crit�ere adopt�e, on trouve

imm�ediatement que Æ1 est aussi pseudoconvexe.

En posant Æp � Dp \Dp+1 \ � � � , consid�erons la suite Æ1; Æ2; : : : ; Æp; : : : ;
on a alors, Æp<Æp+1. Consid�erons le domaine (connexe ou non) Æ0 jouissant

des deux propri�et�es suivantes :

1Æ Æ0 > Æp (p = 1; 2; : : :).

2Æ Soit Æ un domaine (connexe ou non) jouissant de la premi�ere propri�et�e,

alors, Æ > Æ0.

Par un mode de raisonnement analogue au cas de l'intersection, on peut

constater que Æ0 existe e�ectivement, pourvu qu'un au moins de Æp (p =

1; 2; : : :) existe. Quand Æ0 existe, il est unique, �a l'�equivalence pr�es. C'est

ce Æ0 que l'on appelle le noyau de la suite Dp (p=1; 2; : : :).

Supposons que Æ0 existe. D�enotons, �a nouveau par (x1; x2; : : : ; xn�1; y),

un �echange de (x1; x2; : : : ; xn). D�ecrivons dans l'espace (x; y) un polycylin-

dre C de la forme

jxi � x0i j < r; jy � y0j < � (i = 1; 2; : : : ; n� 1):

Soit � l'ensemble des points de C satisfaisant �a une au moins des deux

conditions,

�0 < jy � y0j < �; jxi � x0i j < r0 (< r) (i = 1; 2; : : : ; n� 1):

Dans cette con�guration, supposons qu'il y ait un domaine �� tel que �� �
�; �� � Æ0.

Or, du mode de raisonnement même, par lequel on a v�eri�er l'existence

de Æ0, il s'ensuit qu'�a tout point P de Æ0, il corresponde un polycylindre


 autour de P et un entier positif m, de fa�con que, soit Pp le point de

Æp correspondant �a P de Æ0 (par la correspondance indiqu�ee implicitement

dans la premi�ere propri�et�e de Æ0) tout Æp, dont p�m, ait un domaine partiel

�equivalent �a 
 et contenant Pp; d�enotons, �a nouveau par m, le plus petit de

tels entiers positifs.

Supposons que ��
b Æ0. D'apr�es ce que nous venons de voir �a l'aide

du lemme de Borel, on trouve alors, qu'il existe un domaine C� tel que
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C��C; ���C�� Æ0. D'o�u, il s'ensuit le même r�esultat, sans l'hypoth�ese.

Le noyau Æ0 de la suite Dp (p = 1; 2; : : :) satisfait ainsi, au th�eor�eme de la

continuit�e (C)

Soit ensuite, 
 un polycylindre quelconque dans l'espace (x); transfor-

mons 
 d'une mani�ere pseudoconforme et biunivoque; le noyau de la suite

des images de 
 \Dp (p = 1; 2; : : :) est l'image de 
 \ Æ0. Comme l'image

de chaque 
 \ Dp est pseudoconvexe, d'apr�es ce que nous venons de voir,

l'image de 
 \ Æ0 satisfait encore au th�eor�eme de la continuit�e (C). Æ0 est

donc pseudoconvexe.

B. Fonctions pseudoconvexes.

13. D�e�nition. Les fonctions (r�eelles) satisfaisant �a la condition dif-

f�erentielle de E. E. Levi n'admettent pas l'addition, c'est-�a-dire, même si

L('1)�0, L('2)�0, on n'a pas n�ecessairement L('1+'2)�0. (Par suite,

on ne peut pas prendre la moyenne arithm�etique, par exemple.) C'est pour

enlever cet inconv�enient que nous avons con�cu les fonctions pseudoconvexes

dans le M�emoire VI. Comme nous ne l'avons fait que pour deux variables

complexes, nous allons l'�etendre.

Consid�erons dans l'espace (x1; x2; : : : ; xn) une vari�et�e caract�eristique L

�a une dimension complexe de la forme,

xi = fi(u) (i = 1; 2; : : : ; n);

dont u signi�e une des variables x1; x2; : : : ; xn et fi(u) repr�esentent des

polynômes de u de degr�e 1 au plus; dans la suivante, nous appellerons L

droite caract�eristique. Soit D un domaine sur l'espace (x) (�ni et sans

point critique int�erieur), soit P un point quelconque de D, et soit (x) les

coordonn�ees de P . Soit '(P ) une fonction r�eelle et univoque de P (qui peut

prendre la valeur �1); nous appellerons '(P ) fonction pseudoconvexe27 de

P dans le domaine D si cette fonction satisfait aux conditions suivanies :

1Æ e'(P ) est �nie et semi{continue sup�erieurement (par rapport �a P ).

2Æ Soit P0 un point quelconque de D, ayant les coordonn�ees (x0), et soit L

une droite caract�eristique passant par P0, mais d'ailleurs quelconque;

la trace de '(P ) est alors une fonction subharmonique par rapport �a

xj au voisinage de x0j , dont xj signi�e une des x1; x2; : : : ; xn qui n'est

pas constante sur L, mais d'ailleurs quelconque.

Pour les fonctions subharmoniques28 comme on saura bien, nous n'exp-

27Plurisousharmonique, d'apr�es P. Lelong.
28ou sousharmonique
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liquerons pas29. Rappelons seulement que nous convenons de compter la

constante �1 comme une des fonctions subharmoniques. Encore, il nous

convient de faire ici une remarque simple sur le crit�ere de cette sorte de

fonction.

Comme on peut critiquer les fonctions subharmoniques, localement, il

suÆt d'acqu�erir un crit�ere local. Soit  (z) une fonction r�eelle et univoque

de la variable complexe z (qui peut prendre la valeur �1) au voisinage d'un

point z0, telle que e (z) soit �nie et semi{continue sup�erieurement; pour que

la fonction soit subharmonique (par rapport �a z au voisinage de z0), il faut

et il suÆt qu'elle satisfasse aux deux conditions suivantes :

1Æ  (z) ne poss�ede pas de maximum relatif au sens strict (c'est-�a-dire, il

n'existe pas de cercle de la forme jz � z0j<� o�u  (z)< (z0); z0 �etant
d�etermin�e).

2Æ Soit u(z) une fonction harmonique de z (c'est-�a-dire, par rapport aux

parties r�eelle et imaginaire de z) pour jzj<+1, mais d'ailleurs quel-

conques, il en reste alors, de même pour  (z)+u(z).

Des propri�et�es de fonctions subharmoniques, il s'ensuit imm�ediatement

les propri�et�es correspondantes de fonctions pseudoconvexes, comme ce quit

suit :

1Æ Etant donn�ees une fonction pseudoconvexe '(x) et une constante pos-

itive c; c'(x) l'est aussi.

2Æ Si '1(x); '2(x) sont des fonctions pseudoconvexes, '1(x)+'2(x) l'est

aussi.

3Æ Dans la même condition, la borne sup�erieure, max['1(x); '2(x)] l'est

aussi.

4Æ �Etant donn�ee, dans un domaine D sur l'espace (x), une suite de fonc-

tions pseudoconvexes '1(P ); '2(P ); : : : ; 'p(P ); : : : ; telle que la suite

e'p(P ) converge vers e'(P ); si la convergence est uniforme �a l'int�erieur

complet de D, ou bien si la suite est d�ecroissante, la limite '(P ) est

aussi pseudoconvexe dans D.

5Æ Toute fonction croissante et convexe (except�e la constante +1) d'une

fonction pseudoconvexe est encore ainsi.

14. Rayons de Hartogs. Nous sommes maintenant �a r�ecolter des

exemples de fonctions pseudoconvexes. Or, pour le cas actuel, nous rap-

29Voir, par exemple : F. Riesz, Sur les fonctions subharmoniques et leur rapport avec
la th�eorie du potentiel, I, 1926 ; II, 1930 (Acta Mathematica).
T. Rad�o, Remarques sur les fonctions subharmoniques, 1928 (C. R., Paris).
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pelons imm�ediatement �a une conception due �a Hartogs; ce sont les rayons

d'holomorphie.

Nous allons les d�e�nir abstraitement. Soit D un domaine sur l'espace

(x1; x2; : : : ; xn), soit P un point de D, et soit (x0) les coordonn�ees de P .

Autour du point (x0), tra�cons un polycylindre C; jxi � x0i j < ri (i = 1; 2;

: : : ; n), de fa�con qu'il existe un domaine C� satisfaisant aux conditions,

C��C; C��D; P 2C�. Nous d�enoterons la borne sup�erieure de frng par
R(P ) et l'appellerons rayon de Hartogs de domaineD (sur l'espace (x)) par

rapport �a xn. Pareillement, pour les autres xi.

SoitD un domaine pseudoconvexe sur l'espace (x1; x2; : : : ; xn). Le rayon

de Hartogs R(P ) de D par rapport �a xn est une fonction telle que � logR(P )

soit pseudoconvexe.

En e�et pour �eclaircir les images, supposons que D soit born�e. Ceci ne

perd pas de g�en�eralit�e, puisque l'intersection de deux domaines pseudocon-

vexes est encore ainsi, et que la limite d'une suite d�ecroissante de fonctions

pseudoconvexes l'est aussi.

La fonction log1=R(P ) est r�eelle, univoque, born�ee �a l'int�erieur complet

et �evidemment semi-continue sup�erieurement. Pour aÆrmer qu'elle soit

pseudoconvexe, il su�it donc, d'envisager la deuxi�eme condition.

Soit P0 un point quelconque de D ayant les coordonn�ees (x0), que nous

supposons (0) pour simpli�er l'�ecriture, soit L une droite caract�eristique

passant par P0, mais d'ailleurs quelconque; distinguons deux cas, suivant la

position de L par rapport aux axes de coordonn�ees :

Nous nous pla�cons d'abord au cas g�en�eral o�u L s'exprime param�etrique-

ment par l'une convenable des variables x1; x2; : : : ; xn�1, soit x1 pour �xer

l'id�ee, de la forme suivante,

(1) xi = Aix1; (i = 2; 3; : : : ; n);

Ai �etant des constantes. Faisons �a l'espace (x) la transformation,

X1 = x1; Xi = xi �Aix1 (i = 2; 3; : : : ; n);

et continuons de d�esigner les images D; P et L par les mêmes lettres;

l'�equation de L se r�eduit alors �a Xi = 0 (i = 2; 3; : : : ; n). D'un autre côt�e,

soit R0(P ) le rayon de Hartogs de D sur l'espace (X) par rapport �a Xn.

Quand on regarde x1 comme d�etermin�e, la transformationXn = xn�Anx1
repr�esente une translation du plan xn, on a donc,

R0(P ) = R(P ):
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Le premier cas se r�eduit donc, au cas sp�ecial o�u L s'exprime de la forme

suivante :

(2) xi = 0 (i = 2; 3; : : : ; n):

Dans ce cas, la trace de R(P ) sur L est une fonction de la seule variable x1

que nous d�esignons par R(x1); je dis que [R(x1)]�1 ne peut admettre aucun

maximum relatif au sens strict au voisinage de l'origine. Ceci sera �evident,

puisque D satisfait au th�eor�eme de la continuit�e (C).

Soit ensuite, u(x1) une fonction harmonique de x1 pour jx1j <1, mais

d'ailleurs quelconque, et soit f(x1) une fonction enti�ere admettant �u(x1)
comme partie r�eelle : consid�erons la transformation,

Xj = xj; Xn = xne
f(x1) (j = 1; 2; : : : ; n� 1);

elle est biunivoque pour l'espace (x). Continuons de d�esigner les images

de D; L par les mêmes lettres; D reste pseudoconvexe sur l'espace (X); L

s'exprime de la même forme, Xk = 0 (k = 2; 3; : : : ; n). La trace sur L du

rayon de Hartogs de D sur l'espace (X) par rapport �a Xn, est donn�ee par

R(x1)e
�u(x1):

Par suite, la propri�et�e ci-dessus de � logR(x1) est conserv�ee par la fonc-

tion, � logR(x1) + u(x1). Donc, d'apr�es le crit�ere, la trace � logR(x1) est

subharmonique.

Il ne nous reste qu'�a examiner le cas sp�ecial, o�u L s'exprime de la forme,

(3) xi = 0 (i = 1; 2; : : : ; n� 1):

La trace de R(P ) sur L est alors, une fonction de la seule variable xn, que

nous d�enoterons par R(xn).

Sur le plan xn tra�cons le cercle 
 de centre l'origine et de rayon
1

3
R(0).

Soit x0n un point quelconque de 
; le cercle C; jxn�x0nj < R(x0n) contient

le cercle 
 et sur la circonf�erence, il y a au moins un point �n tel que sur

(0; : : : ; 0; �n), il existe un point fronti�ere M de D, que l'on atteint en partant

de P0 et en suivant la ligne bris�ee sur D dont les sommets de la projection

sur l'espace (x) sont (0); (0; : : : ; 0; x0n); (0; : : : ; 0; �n), par ordre. Faisons �a

x0n tracer le cercle 
, et consid�erons l'ensemble f�g. On a �evidemment

� logR(xn) = max(� log jxn � �j);

pour 
, dont la deuxi�eme membre signi�e la borne sup�erieure lorsque �

parcourt l'ensemble indiqu�e. La trace � logR(xn) est donc subharmonique.
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Nous allons modi�er les rayons de Hartogs, un peu, puisqu'il est plus

commode pour nous.

Consid�erons un domaine D sur l'espace (x); soit P un point quelconque

de D. Dans l'espace (x), tra�cons une hypersph�ere S autour du point P

de fa�con qu'il y ait un domaine S� sur l'espace (x) satisfaisant aux S� �
S; S� � D; P 2 S�; soit r le rayon de S; d�esignons la borne sup�erieure

de tous les r par d(P ), et nous l'appellerons distance fronti�ere (euclidienne)

du domaine D.

Soit d(P ) la distance fronti�ere euclidienne d'une domaine pseudoconvexe

D sur l'espace (x); � logd(P ) est pseudoconvexe dans D.

Nous pouvons supposer, pour l'e�et, que D soit born�e. Soit P0 un point

quelconque de D, soit (x0) les coordonn�ees. Soit R(P ) le rayon de Hartogs

de D par rapport �a xn; on a �evidemment

d(P0) � R(P0):

Soit T une rotation quelconque autour du point P0, qui change les coor-

donn�ees de P dans D de (x) �a (X); et soit RT (P ) le rayon de Hartogs de

D sur l'espace (X) par rapport �a Xn; on a

d(P0) � RT (P0):

D'un autre côt�e, soit M un des points fronti�eres de D tels que les dis-

tances (Entfernungen) sur D du point P0 soient les plus courtes, et soit (�)

les coordonn�ees de M ; il est �evident que la distance des points (x0); (�) est

d(P ). On peut trouver une rotation T0 autour de (x0) telle que, soit (�0)

l'image de (�), on ait

�0j = x0j ; �0n = x0n + d(P0) (j = 1; 2; : : : ; n� 1)

on a alors,

d(P0) = RT0(P0):

On a donc,

d(P ) = min[RT (P )]

(dont la deuxi�eme membre signi�e la borne inf�erieure quand T parcourt

l'ensemble indiqu�e). Comme � logRT (P ) est pseudoconvexe, � logd(P )

l'est aussi.

La fonction � log d(P ) jouit des propri�et�es suivantes :

1Æ Elle est continue dans D, except�e le cas o�u D co��ncide �a l'espace (x);

dans ce cas, elle se r�eduit �a la constante �1.
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2Æ Lorsque P tend vers la fronti�ere de D, elle tend vers +1.

15. Condition di��erentielle. Consid�erons une fonction '(x) r�eelle

(biunivoque) continue et admettant les d�eriv�ees partielles continues jusqu'au

deuxi�eme ordre par rapport aux parties r�eelles et imaginaires des variables

xi (i=1; 2; : : : ; n), dans une portion de l'espace (x). Nous allons chercher

la condition pour que '(x) soit pseudoconvexe.

Prenons un point (x0) (dans la portion), et consid�erons (au voisinage de

ce point) une vari�et�e caract�eristique � �a une dimension (complexe) passant

par ce point de la forme

xj = fj(t) (j = 1; 2; : : : ; n);

o�u fj(t) sont des fonctions holomorphes de t au voisinage de l'origine (telles

que fj(0) = x0j). Partageant t; xj en parties r�eelles et imaginaires, posons

t = u+ iv; xj = uj + ivj ;

(i signi�ant l'unit�e imaginaire). Nous d�enoterons comme

'(x) = '(u1; u2; : : :un; v1; v2; : : : ; vn) = '(uj; vj):

Dans ces circonstances, concernant la trace de '(x) sur �,

�(u; v) = '[uj(u; v); vj(u; v)];

calculons

��(u; v) =
@2�

@u2
+
@2�

@v2
;

au voisinage de (x0). En posant

@uj
@u

=
@vj
@v

= �j;
@vj
@u

= �@uj
@v

= �j ;

nous avons

�� =
X
j

X
k

��
@2'

@uj@uk
+

@2'

@vj@vk

�
(�j�k + �j�k)

+

�
@2'

@uj@vk
� @2'

@uk@vj

�
(�j�k � �k�j)

�

(j; k= 1; 2; : : : ; n). Nous d�enoterons le deuxi�eme membre de cette identit�e

par W (';�; �).

Comme, pour que �(t) soit subharmonique, il faut et il suÆt que l'on

ait partout �� � 0, du calcul il en r�esulte que :
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Soit '(x) une fonction r�eelle continue admettant les d�eriv�ees partielles

continues jusqu'au deuxi�eme ordre (par rapport aux parties r�eelles et imag-

inaires des variables complexes). Pour que '(x) soit pseudoconvexe, il faut

et il suÆt que l'on ait partout W (';�; �) � 0.

Encore, du calcul, il s'ensuit imm�ediatement que :

Dans la même condition, ce que '(x) soit pseudoconvexe admet tout

transformation pseudoconforme biunivoque.

16. Propri�et�e principale. Soit'(x1; x2; : : : ; xn; y) une fonction r�eelle

continue au voisinage d'un point (x0; y0) de l'espace (x; y). Partageons

xj ; y (j=1; 2; : : : ; n) en parties r�eelles et imaginaires, posons

xj = uj + i vj ; y = y1 + i y2;

d�esignons comme '(x; y) = '(u; v; y1; y2). Supposons que '(u; v; y1; y2)

admette les d�eriv�ees partielles continues jusqu'au deuxi�eme ordre, et que

W (';�; �) soit partout positive pour tout syst�eme de valeurs r�eelles (�; �)

except�e (0; 0), que nous d�enoterons dans la suivante, simplement (s'il n'y

aura pas de confusion),

W (';�; �) > 0:

Supposons encore,

�
@'

@y1

�2

+

�
@'

@y2

�2

> 0 en (x0; y0):

Dans ces circonstances, proposons-nous de tracer une surface caract�eristique

� passant par (x0; y0) de fa�con qu'elle ne passe que la portion de l'espace,

'(x; y) > '(x0; y0);

au voisinage de (x0; y0), except�e �a ce point même.

Pour simpli�er l'�ecriture, supposons que (x0; y0) soit l'origine, et que

'(x0; y0) soit nulle; et consid�erons une surface caract�eristique � de la forme

y=f(x)=
X
j

ajxj+
X
j

X
k

bjkxjxk; avec bjk=bkj (j; k=1; 2; : : : ; n):

Partageons �j; bjk et f(x) en parties r�eelles et imaginaires comme

aj = �j + i �j ; bjk = 
jk + i Æjk; f(x) = P (u; v) + iQ(u; v)

alors,


jk = 
kj ; Æjk = Ækj:
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En substituant y1=P (u; v); y2=Q(u; v) dans '(x; y)='(u; v; y1; y2), on a

�(x) = �(u; v) = '(u; v; P (u; v); Q(u; v)):

Comme la fonction �(u; v) admet les d�eriv�ees partielles jusqu'au deuxi�eme

ordre, on peut la d�evelopper en origine comme ce qui suit :

�(u; v) =
X
j

�
@�

@uj
uj +

@�

@vj
vj

�

+
1

2

X
j

X
k

�
@2�

@uj@uk
ujuk + 2

@2�

@uj@vk
ujvk +

@2�

@vj@vk
vjvk

�
+ ";

" =
1

2

X
j

X
k

j�jkujuk + 2�jkujvk + �jkvjvkj (j; k = 1; 2; : : : ; n);

dont les d�eriv�ees partielles signi�ent des valeurs �a l'origine (pour le moment,

il en est de même dans la suivante), quant �a �jk; �jk; �jk, on a

�jk =
@2�(�u; �v)

@uj@uk
� @2�(0; 0)

@uj@uk
; 0 < � < 1;

par exemple; puisque les d�eriv�ees partielles sont continues, lorsque (u; v)

tend vers (0; 0), �jk tend vers 0, il en est de même pour �jk; �jk.

Supposons maintenant, que l'on puisse faire �a (�; �; 
; Æ) de l'�equation

de �, satisfaire aux conditions suivantes :

@�

@uj
=
@�

@vj
= 0;

@2�

@uj@uk
=

@2�

@vj@vk
;

@2�

@uj@vk
= � @2�

@uk@vj
(j; k = 1; : : : ; n):

On a alors,

�(u; v) =
1

4

X
j

X
k

��
@2�

@uj@uk
+

@2�

@vj@vk

�
(ujuk + vjvk)

+

�
@2�

@uj@vk
� @2�

@uk@vj

�
(ujvk � ukvj)

�
+ " =

1

4
W (�;u; v) + ":

Or, d'apr�es l'hypoth�ese, on a W (';�; �)>0, par suite, d'apr�es le calcul

du num�ero pr�ec�edent, on a facilement W (�;u; v) > 0. D'apr�es la form de

", on peut donc, choisir un nombre positif �, tel que l'on ait,

�(u; v) > 0 pour jxjj < � (j = 1; 2; : : : ; n);

sauf �a l'origine. Cela veut dire que � reste dans la portion '(x; y)>0, sauf �a

l'origine. Il nous donc, suÆt de choisir un syst�eme de (�; �; 
; Æ) satisfaisant

aux conditions indiqu�ees.
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D'abord, pour la condition,
@�

@uj
=

@�

@vj
= 0, d'apr�es un calcul simple,

on a

@�

@uj
=

@'

@uj
+
@'

@y1
�j +

@'

@y2
�j = 0;

@�

@vj
=
@'

@vj
� @'

@y1
�j +

@'

@y2
�j = 0:

Comme

�
@'

@y1

�2

+

�
@'

@y2

�2

> 0, on peut r�esoudre cette �equation lin�eaire.

Quant �a la deuxi�eme condition, puisque le syst�eme de valeur (�; �) est

d�ej�a d�etermin�e, c'est un syst�eme des �equations alg�ebriques simultan�ees par

rapport �a (
; Æ) seul, dont la forme est donn�ee par

1

2

�
@2�

@uj@uk
� @2�

@vj@vk

�
=

@'

@y1

jk +

@'

@y2
Æjk + c1 = 0;

1

2

�
@2�

@uj@vk
+

@2�

@uk@vj

�
=

@'

@y2

jk � @'

@y1
Æjk + c2 = 0;

pour tout (j; k) tel que (j; k=1; 2; : : : ; n), dont c1; c2 sont ind�ependantes de

(
; Æ). Comme

�
@'

@y1

�2

+

�
@'

@y2

�2

> 0, on peut r�esoudre cette �equation. Nous

avons ainsi trac�e la surface caract�eristique � voulue, que nous formulons :

Etant donn�ee une fonction '(x1; x2; : : : ; xn) r�eelle continue au voisi-

nage d'un point (x0) de l'espace (x), telle que soient uj ; vj la partie r�eelle

et la partie imaginaire de xj (j=1; 2; : : : ; n) et soit '(x)='(u; v); '(u; v)

admette les d�eriv�ees partielles continues jusqu'au deuxi�eme ordre, et que

l'on ait W (';�; �) > 0 et encore que l'une au moins des d�eriv�ees
@'

@uj
(j = 1; 2; : : : ; n) ne soit pas nulle �a (x0); on peut tracer une surface car-

act�eristique � au voisinage de (x0), passant par (x0), de fa�con que � reste

dans la portion de l'espace '(x)>'(x0), except�e �a (x0) même. De plus, si

l'une au moins des d�eriv�ees
@'

@un
;
@'

@vn
n'est pas nulle �a (x0), on peut faire

�a � prendre la forme, xn=f(x1; x2; : : : ; xn�1), f �etant un polynôme de x1;

x2; : : : ; xn�1, de degr�e au plus �egal �a 2.

17. Modi�cation des fonctions pseudoconvexes. Il s'agit de

modi�er les fonctions pseudoconvexes pour faire satisfaire aux conditions

du th�eor�eme ci-dessus.

Commen�cons par le probl�eme d'�elever le degr�e de continuit�e. Ce probl�eme

est d�ej�a r�esolu pour les fonctions subharmoniques par T. Rad�o30 et F.

Riesz31, dont la m�ethode est applicable �a notre cas, que nous allons ex-

pliquer.
30cit�e plus haut.
311930. cit�e plus haut.
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1Æ. Soit D un domaine sur l'espace (x1; x2; : : : ; xn). Selon l'Ouvrage

de Behnhe-Thullen, consid�erons la distance fronti�ere (Randdistanz) comme

ce qui suit : Soit P un point quelconque de D, soit (x0) ses coordonn�ees.

Tra�cons un polycylindre 
 de centre (x0) et de rayon r0, tel qu'il y ait un

domaine 
� satisfaisant aux conditions, 
� � 
; 
� �D et P 2 
�; 
� sera

appel�e voisinage polycylindrique de domaine D de centre P et de rayon r0;

soit r la borne sup�erieure de tous les r0. On appelle r la distance fronti�ere

de P par rapport �a D. (Nous l'appellerons parfois, pour �eviter la confu-

sion, distance fronti�ere polycylindrique.) On d�enote par D(�) l'ensemble des

points de D tels que la distance fronti�ere soit plus grande que �.

Soit maintenant, '(P ) une fonction r�eelle univoque semi{continue sup�e-

rieurement et born�ee pour D. (Pour le pr�esent M�emoire seul, il nous suÆt

de partir d'une fonction continue.) Soit P un point quelconque de D, soit

P 0 un point d�etermin�e de D1=D
(r); r �etant un nombre positif d�etermin�e

(tel que D(r)�O; tra�cons un voisinage polycylindrique 
 de centre P 0 et de

rayon r, et consid�erons, par l'irt�egrale de Lebesgue, la moyenne arithm�etique

de '(P ) sur 
,

'1(P
0) =

1

V

Z



'(P ) dP; V = (�r2)n:

La fonction '1(P ) est d�e�nie dansD1, elle prend une valeur �nie et d�etermin�ee

pour tout point P de D1. Elle est �evidemment continue. Nous d�enotons,

avec F. Riesz, par

'1(P ) = Ar['(P )]

l'op�eration de construire '1(P ) �a partir de '(P ).

Supposons, dans la suivante que '(P ) soit pseudoconvexe et born�ee pour

D. Nous allons montrer d'abord que '1(P ) est encore pseudoconvexe pour

D1. Supposons pour l'e�et, que D soit un domaine univalent dans l'espace

(x); ceci ne perd pas de g�en�eralit�e. Soit (x0) un point quelconque de D1,

soit L une droite passant par (x0), mais d'ailleurs quelconque. Il suÆt de

montrer que la trace de '1(x) sur L est subharmonique au voisinage de (x0).

Tra�cons une circonf�erence C sur L, autour de (x0) et suÆsamment petit

pour que le cercle soit contenu �a l'int�erieur complet de D1; et consid�erons,

par l'int�egrale de Riemann, la valeur moyenne arithm�etique de '1 sur C,

m =
1

2��

Z
C

'1(x)ds;

� �etant le rayon de C. Il suÆt de dire que m � '1(x0).

Soit C0 la circonf�erence autour de l'origine, telle que l'on peut la trans-

porter sur C par une translation, soit (X) un point quelconque de C0. On
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peut alors, exprimer m de la forme,

m =
1

2��

Z
C0

'(x0 +X) d(X);

l'int�egrale �etant prise au sens de Lebesgue ((X) signi�e ici un point quel-

conque de C0 ayant les coordonn�ees (X)). Soit 
0 le polycylindre dans

l'espace (x) de centre l'origine et de rayon r, soit (X 0) un point quelconque

de 
0; alors,

m =
1

2��V

Z
C0

d(X)

Z

0

'(x0 +X +X0) d(X0);

au sens de Lebesgue. Comme la fonction '(x0 +X +X0) est semi-continue

sup�erieurement, dans l'espace (X;X0), elle est mesurable (B). De plus, elle

est born�ee, par suite, on peut changer l'ordre des int�egrations en vertu de

Lebesgue; on a donc,

m =
1

2��V

Z

0

d(X0)

Z
C0

'(x0 +X +X0) d(X)

� 1

V

Z

0

'(x0 +X0) d(X0) = '1(x
0):

Ensuite si r1�r2�0, on a

Ar1 (') � Ar2 (') � '

pour D(r1); dont la d�emonstration est pareille et imm�ediate.

Soit rp (p = 1; 2; : : :) une suite d�ecroissante de nombres positifs ayant

la limite 0. La suite de fonctions Arp (') est alors, aussi d�ecroissante, par

suite, comme elle est born�ee, elle est convergente. Soit �(P ) la limite, elle

existe pour D. Comme Ar(') � ', on a �(P ) � '(P ). D'un autre côt�e,

puisque '(P ) est semi-continue sup�erieurement, on a �(P )�'(P ). Donc,
�(P )='(P ). Nous avons ainsi vu que

�la suite de fonctions Arp (') (p=1; 2; : : :) converge en d�ecroissant vers

', dont chaque Arp (') est une fonction pseudoconvexe et continue d�e�nie

dans D(rp):�
2Æ. Consid�erons le cas non-born�e. Soit '(P ) une fonction pseudocon-

vexe dans un domaine D sur l'espace (x), qui n'est pas born�ee �a l'int�erieur

complet de D. Construisons alors, la suite de fonctions

 p(P ) = max['(P );�p ] (p = 1; 2; : : :):

Elle est d�ecroissante et tendant vers '(P ). Comme toute fonction semi-

continue sup�erieurement dansD et born�ee sup�erieurement �a l'int�erieur com-

plet de D, chacune des  p(P ) est born�ee �a l'int�erieur complet de D. Ceci

n'est que le cas pr�ec�edent.
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3Æ. Soit �a nouveau '(P ) une fonction r�eelle continue dans D. Si l'on

d�esigne les parties r�eelles et imaginaires de xi (i = 1; 2; : : : ; n) par ui; vi

respectivement, il est �evident que la fonction '1(P )=Ar(') est continue et

d�e�nie pour D1=D(r) et qu'elle admet les d�eriv�ees partielles continues du

premier ordre par rapport �a (u; v). Et, si '(P ) jouit d�ej�a de ces propri�et�e

pour D, '1(P ) admet �evidemment les d�eriv�ees partielles continue jusqu'au

deuxi�eme ordre par rapport �a (u; v) pour D. Comme '(P ) est continue

dans D, lorsque r tend vers 0, Ar(') tend uniform�ement vers ', �a l'int�erieur

complet de D.

It�erant l'op�eration Ar, nous avons,

'2(P ) = Ar ['1(P )] = A(2)
r ['(P )] ;

'2(P ) est d�e�nie dansD
(r)
1 = D(2r). Pareillement, nous consid�erons '3(P ) =

A
(3)
r ['(P )] pour D3 = D(3r). Si '(x) est une fonction pseudoconvexe dans

D, comme '1(P ) est pseudoconvexe dans D1; '2(P ) est ainsi pour D2, et

par suite, '3(P ) l'est aussi pour D3. Nous avons ainsi acquis le r�esultat

suivant :

�Etant donn�ees une fonction pseudoconvexe '(P ) dans un domaine D

sur l'espace (x1; x2; : : : ; xn) et une suite de nombres positifs rp (p=1; 2; : : :)

tendant en d�ecroissant vers z�ero; on peut construire une suite de fonctions

'p(P ) telle que chaque 'p(P ) soit une fonction pseudoconvexe continue ad-

mettant les d�eriv�ees partielles continues jusqu'au deuxi�eme ordre par rapport

aux parties r�eelles et imaginaires de xi (i= 1; 2; : : : ; n) dans D(rp), et que

la suite tende en d�ecroissant vers '(P ) dans D.

Comme cons�equence imm�ediate, de la remarque de No. 16, il s'ensuit

que :

Toute fonction pseudoconvexe admet toute transformation pseudocon-

forme biunivoque.

18. Deuxi�eme modi�cation. Soit '(P ) une fonction pseudocon-

vexe dans un domaine D sur l'espace (x1; x2; : : : ; xn). D'apr�es ce qui

pr�ec�ede, nous pouvons supposer que '(P ) soit continue et qu'elle admette

les d�eriv�ees partielles continues jusqu'au deuxi�eme ordre par rapport �a

uj ; vj (j = 1; 2; : : : ; n), uj; vj �etant les parties r�eelles et imaginaires de xj,

respectivement. Pour faire �a '(P ) jouir de la propri�et�e principale, il suÆt

donc, de faire satisfaire aux conditions suivantes :

W (';�; �) > 0;
X"�

@'

@uj

�2

+

�
@'

@vj

�2
#
> 0 (j = 1; 2; : : : ; n):
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Rappelons que la deuxi�eme condition n'a pas apparu au cas de deux vari-

ables complexes (No. 13, M�emoire VI).

1Æ Consid�erons la premi�ere condition, W (';�; �)> 0. Soit  (P ) une

autre fonction ayant les mêmes propri�et�es que '(P ); on a

W (' +  ;�; �) = W (';�; �) +W ( ;�; �):

Comme' est pseudoconvexe, on aW (';�; �) � 0. Donc, siW ( ;�; �) > 0,

on a n�ecessairement W ('+  ;�; �) > 0. Or, pour

 (P ) =
X

(u2j + v2j ) (j = 1; 2; : : : ; n);

on a

W ( ;�; �) = 4(�2j + �2j ) > 0:

Prenons donc, une suite de nombres positifs "p (p=1; 2; : : :) d�ecroissante et

tendant vers z�ero, et posons

'p(P ) = '(P ) + "p (P );

la suite de fonctiones 'p(P ) est alors, d�ecroissante et tendant uniform�ement

vers '(P ) dans l'int�erieur complet de domaine D, dont chaque 'p ad-

met les d�eriv�ees partielles continues jusqu'au deuxi�eme ordre et remplie

W ('p;�; �) > 0.

2Æ. Maintenant il ne nous reste que la deuxi�eme condition. Envisageons

cette condition, et nous trouvons qu'il faut modi�er le probl�eme même.

Commen�cons par classi�er les fonctions pseudoconvexes.

Soit '(P ) une fonction pseudoconvexe dans un domaine D sur l'espace

(x1; x2; : : : ; xn). Nous appellerons que '(P ) jouit de la propri�et�e (P0) pour

D, si elle est continue et admet les d�eriv�ees partielles continues jusqu'au

deuxi�eme ordre par rapport �a (u; v) dans D, et encore si elle satisfait pour

D aux conditions,

W (';�; �) > 0;
X"�

@'

@uj

�2

+

�
@'

@vj

�2
#
> 0 (j = 1; 2; : : : ; n):

Nous appellerons que '(P ) jouit de la propri�et�e (P1) pour D, si �a tout

point P0 de D correspond un voisinage polycylindique 
 de D autour de P0,

telle que '(P ) soit donn�ee dans 
 par la borne sup�erieure d'un nombre �ni

de fonctions pseudoconvexes ayant la propri�et�e (P0).

Toute fonction pseudoconvexe '(P ) ayant la propri�et�e (P1) dans D, jouit

de la propri�et�e principale pour D, pr�ecis�ement-dit, �etant donn�e un point P0

de D, soit '(P0) = �, on peut toujours tracer une surface caract�eristique
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sur D passant par P0 et restant dans la portion ' > �, except�e �a P0, au

voisinage de P0. Ceci est �evident.

Probl�eme. �Etant donn�ee une fonction pseudoconvexe continue '(P )

dans un domaine D sur l'espace (x1; x2; : : : ; xn), soit D0 un domaine tel

que D0bD et soit " un nombre positif, trouver une fonction pseudoconvexe

�(P ) ayant la propri�et�e (P1), de fa�con que j'(P )��(P )j<", dans D0.�
Pour ce probl�eme, le principe suivant subsiste �evidemment :

�Soient a; b deux nombres r�eels tels que a < b, soit D1 la partie de D

sur u1<b et soit D2 celle de u1>a. Si le probl�eme est r�esoluble pour D1 et

pour D2, il est r�esoluble pour D:�
Il suÆt donc, de r�esoudre le probl�eme, localement.

3Æ. Consid�erons dans l'espace (x1; x2; : : : ; xn) un domaine univalentR

de la forme, ai <ui < bi; ci< vi< di (i= 1; 2; : : : ; n) (ai; bi; ci; di �etant des

nombres r�eels); nous appellerons domaine rectangulaire tout domaine de

cette forme. Soit '(x) une fonction r�eelle continue sur le domaine rectan-

gulaire ferm�e R, soit " un nombre positif; alors, grâce �a Weierstrass, on sait

bien que :

�l'on peut trouver un polynôme �(u; v)=�(x) de (u; v) ayant les coef-

�cients r�eels, de fa�con que j'(x)��(x)j<" sur R:�
Pour appliquer ce th�eor�eme, nous allons faire quelques remarques.

Soit '(x) une fonction r�eelle continue dans un domaineD univalent dans

l'espace (x); consid�erons D1 = D(r),

'1(x) = Ar['(x)] =
1

V

Z



'(x0) d� (V = (�r2)n)

(o�u 
 repr�esente le polycylindre de centre (x) et de rayon r, (x0) exprime un

point quelconque de 
, et d� signi�e l'�el�ement de volume de 
). Supposons

que j'(x)j �M pour D (M �etant un nombre positif). Alors, on a d'abord,

j'1(X)j � M

pour D1. Pour �evaluer
@'1
@u1

tra�cons sur le plan x1 deux cercles de rayon r,

de fa�con que les centres soient situ�es sur une droite horizontale, et soient

�a distance h, suÆsamment petite; on a alors, deux lunaires suÆsamment

�etroites, dont la somme des aires est plus petite que 4rh; on a donc, pour

D1. ����@'1@u1

���� � 4

�r
M:

Il en est de même pour uj; vi (j = 2; 3; : : : ; n; i = 1; 2; : : : ; n). Evaluons

'2 = Ar('1) pour D2 = D(2r). Soient �; � deux quelconques de ui; vi (i=
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1; 2; : : : ; n); comme
@2'2
@�@�

=
@

@�
Ar

�
@'1
@�

�
;

d'apr�es l'in�egalit�e ci-dessus, on a pour D2,����@2'2@�@�

���� �
�

4

�r

�2

M:

Soit �(u; v) = �(x) un polynôme de (u; v), de degr�e � au plus, ayant

les coeÆcients r�eels. Soit 
0 un polycylindre de centre l'origine et de rayon

r, soit (x0) un point quelconque de 
0; '1(x) peut s'exprimer alors, de la

forme

'1(x) =
1

V

Z

0

'(x+ x0)d�:

Comme cas particulier, �1(x)(=Ar[�(x)]) jouit donc, des mêmes propri�et�es

que �(x), et par suite, �2(x) l'est aussi.

Soit '(x) une fonction r�eelle continue admettant les d�eriv�ees partielles

continues jusqu'au deuxi�eme ordre par rapport �a (v; v); consid�erons

W (';�; �) =
X
i

X
j

��
@2'

@ui@uj
+

@2'

@vi@vj

�
(�i�j + �i�j)

+

�
@2'

@ui@vj
� @2'

@uj@vi

�
(�i�j � �j�i)

�

(i; j = 1; 2; : : : ; n). Tra�cons �a l'espace (�; �) une hypersph�ere de centre

l'origine et de rayon 1, soit (�0; �0) un point quelconque sur la fronti�ere,

consid�erons

w('(x)) = minW (';�0; �0):

Pour que W ('(x);�; �)> 0, il faut et il su�it que w('(x))> 0. Soit '(x)

une fonction donn�ee ayant la propri�et�e indiqu�ee pour un domaine univalent

D; pour que W (';�; �)>0 pour D, il est n�ecessaire et suÆsant que la borne

inf�erieure de w(') soit positive pour tout domaine D0 tel que D0 b D. Si

w(') poss�ede la borne inf�erieure w0 pour D, on a �evidemment pour D,

w('1) � w0:

Soit maintenant, R un domaine rectangulaire dans l'espace (x), et soit

'(x) une fonction pseudoconvexe continue admettant les d�eriv�ees partielles

continues jusqu'au deuxi�eme ordre par rapport �a (u; v), telle que W (';�; �)

>0, au voisinage du domaine ferm�e R. Pour tout nombre positif ", on peut

trouver un polynôme �(x)=�(u; v) par rapport �a (u; v) �a coeÆcients r�eels,

de fa�con que l'on ait,

j�(x)� '(x)j < "
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au voisinage de R. Consid�erons �2(x) =A
(2)
r [�(x)] et '2(x) =A

(2)
r ['(x)],

et choisissons " suÆsamment petit et r convenable. D'apr�es ce que nous

venons de voir, en comparant �2 et ' avec '2, nous trouvons facilement

que le polynôme �2(x) poss�ede la même propri�et�e que '(x).

Supposons donc, que, la fonction '(x) donn�ee ci-dessus soit un polynôme

de (u; v) �a coeÆcients r�eels. Il s'agit de la seule condition

X"�
@'

@ui

�2

+

�
@'

@vi

�2
#
> 0 (i = 1; 2; : : : ; n):

Or, dans ces circonstances, nous trouvons facilement que, �etant donn�e un

nombre positif ", on peut trouver un polynôme  (x) de (u; v) ayant les

mêmes propri�et�es que '(x) et telle que j'(x)� (x)j<" au voisinage de R, et
encore que, concernant la derni�ere condition indiqu�ee ci-dessus, l'ensemble

des points o�u toutes les d�eriv�ees du premier ordre de  (x) s'annulent simul-

tan�ement soit isol�e32.

4Æ. Comme nous l'avons remarqu�e plus haut, nous avons vu dans le

M�emoire VI, que la circonstance en question ne fait aucun obstacle pour le

cas n = 2. C'est ce fait que nous allons utiliser. Rappelons la forme pr�ecise

du th�eor�eme :

�Soit '(x1; x2) une fonction r�eelle continue admettant les d�eriv�ees par-

tielles continues jusqu'au deuxi�eme ordre par rapport �a ui; vi (i=1; 2), telle

que W (';�; �)> 0, au voisinage d'un point (x01; x
0
2) dans l'espace (x1; x2).

Si pour (x0), on a

@'

@u1
=

@'

@v1
=

@'

@u2
=

@'

@v2
= 0;

on peut trouver un plan caract�eristique passant par (x0) et restant dans la

portion '(x)>'(x0), except�e �a (x0), au voisinage de ce point.�
Soit (x0) un point d�etermin�e dans l'espace (x1; x2; : : : ; xn), soit '(x) un

polynôme de (u; v) �a coeÆcients r�eels, tel queW (';�; �)>0 au voisinage de

(x0), et encore que l'une au moins des d�eriv�ees partielles du premier ordre

ne soit pas nulle en tout point au voisinage de (x0), except�e �a ce point, o�u

elles s'annulent �a la fois. Supposons, pour simpli�er l'�ecriture, que (x0) soit

l'origine. Posons

�(x1; x2) = '(x1; x2; 0; : : : ; 0):

On aW (�;�; �)>0, puisque w(�)�w(')>0 dans un voisinage de l'origine.

On peut donc, tracer un plan caract�eristique de la forme ax1 = x2 dans

32Il suÆt de consid�erer une modi�cation de la forme  = '+L; L �etant un polynôme
convenable de (u; v), lin�eaire homog�ene.
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l'espace (x1; x2), restant dans la portion �(x1; x2) > �(0; 0), au voisinage

de l'origine, except�e �a l'origine. Nous pouvons supposer, sans perdre la

g�en�eralit�e, que a = 0.

Dans l'espace (x1; x2; : : : ; xn), tra�cons un polycylindre de centre �a l'ori-

gine et de rayon r, suÆsamment petit pour que toutes les circonstances

subsistent dans le polycylindre de centre �a l'origine et de rayon 2r. Prenant

un nombre positif � plus petit que r, posons

'1 = '(x1 + �; x2; : : : ; xn);  = max('; '1):

Comme, pour '(x1; 0; : : : ; 0)=�(x1), on a �(x1)>�(0) pour 0< jx1j<2r,

il est claire que  est une fonction pseudoconvexe ayant la propri�et�e (P1)

dans le polycylindre 
. De plus j � 'j tend vers z�ero avec �. Le probl�eme

pos�e �a (2Æ) est ainsi r�esolu.

C. Probl�eme fronti�ere.

19. Probl�eme fronti�ere. Le but du pr�esent Chapitre est �a r�esoudre

le probl�eme suivant :

Probl�eme fronti�ere. Etant donn�e un domaine pseudoconvexe D sur

l'espace (x1; x2; : : : ; xn), trouver une fonction pseudoconvexe �(P ) dans D

jouissant des propri�et�es suivantes :

1Æ �(p) poss�ede la propri�et�e (P1).

2Æ Pour tout nombre r�eel �, l'ensembleD� des points de D tels que �(P )<

� remplie la condition D� b D.

La signi�cation de ce probl�eme sera bien comprise, si l'on rappelle ce

qui a �et�e expos�e �a �III. probl�eme compl�ementaire� du M�emoire VI.

Or, dans le cas actuel, commeD n'est plus univalent, pour faire D� tou-

jours compact sur D, hors des rayons de Hartogs, il faut chercher une nou-

velle esp�ece de fonctions pseudoconvenxes par rapport �a D. (De la même

raison il s'ensuit que, le th�eor�eme de Cartan{Thullen n'est plus suÆsant

pour traiter des probl�emes donn�es dans les domaines d'holomorphie multi-

valents.) Pr�ecis�ement dit, il se pr�esente �a nouveau le probl�eme suivant:

Probl�eme auxiliaire. �Soit D un domaine sur l'espace (x), soit D0

un domaine dont la distance fronti�ere polycylindrique par rapport �a D n'est

pas nulle; trouver une fonction pseudoconvexe continue �0(P ) dans D0 telle

que, pour tout nombre r�eel �, l'ensemble �� des points de D0 tels que

�0(P )<�, satisfasse au condition ��bD:�
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20. Familles normales de courbes continues. Nous appliquerons,

�a cette occasion, la notion de Montel33 aux courbes continues34. Ceci n'est

pas indispensable, mais utile, pour traiter le probl�eme auxiliaire.

Etant donn�ee une famille (F) de courbes continues dans l'espace (x1; x2;

: : : ; xn), nous appellerons que (F) forme une famille normale, si de toute

suite in�nie de (F); Cj (j = 1; 2; : : :), on peut extraire une suite partielle

in�nie, Cpj (j = 1; 2; : : :), de fa�con que, pour toute courbe Cpj , on puisse

choisir une �equation de la forme

xi = '
(j)
i (t); 0 � t � 1 (i = 1; 2; : : : ; n)

('(j)i (t) �etant des fonctions continues) repr�esentant Cpj et telle que les suites

de fonctions '(j)i (t) (j = 1; 2; : : :) soient convergentes uniform�ement sur

0 � t � 1.

Cette fois-ci, nous nous contenterons de remarquer le crit�ere suivant :

Etant donn�ee une famille (F) de courbes continues r�ecti�ables �a l'espace

(x), si les longueurs totales des courbes de (F) sont born�ees dans leur en-

semble, (F) forme une famille normale35.

Soit en e�ect, C une courbe quelconque de (F) , soit l la longueur totale

de C, et soit s la longueur de l'arc de C du point initial au point quelconque

(x) de C. En prenant t = s=l, posons

xi = 'i(t); 0 � t � 1 (i = 1; 2; : : : ; n):

Pour deux points quelconques t; t0 de l'intervalle ferm�e [0; 1], on a toujours

j'i(t)� 'i(t
0)j � ljt� t0j:

Comme l'ensemble flg est born�e, pour tout i de 1; 2; : : : ; n, la famille f'i(t)g
est �egalement continue sur [0; 1]. Donc, comme on sait bien, elle forme une

famille normale sur [0; 1], (F) forme donc, une famille normale, d'apr�es la

d�e�nition.

21. R�esolution du probl�eme auxiliaire. Dans le probl�eme aux-

iliaire, n�egligeons, pour le moment, la condition demand�ee d'être pseudo-

convexe. Nous trouvons alors, diverses fonctions de la nature voulue �a nos

environs, dont nous allons choisir la suivante :

33Voir: P. Montel, Le�cons sur les familles normales.
34Nous avons d�ej�a appliqu�e cette notion aux surfaces caract�eristiques. Voir No. 7.
35Adjoindre la condition que les distances de l'origine aux courbes de la famille soient

born�ees.
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Soit O un point d�etermin�e de D0, soit P un point quelconque de D0, soit

d(P1; P2) la distance entre P1 et P2 sur le domaine D0 (pr�ecis�ement-dit, la

borne inf�erieure des longueurs des courbes sur D0 reliant P1 et P2), posons

�(P ) = d(O;P );

�(P ) est une fonction r�eelle continue dans D0. Soit � un nombre r�eel

quelconque, et soit �� l'ensemble des points de D0 tels que �(P ) < �.

Comme la distance fronti�ere polycylindrique de D0 par rapport �a D n'est

pas nulle, d'apr�es le crit�ere que nous venons de voir, il est clair que ��bD.

�(P ) est ainsi une des fonctions demand�ees.

Comment peut-on faire alors, une fonction pseudoconvexe de �(P )? Re-

marquons d'abord, que �(P ) jouit de la propri�et�e suivante,

(1) j�(P1)� �(P2)j � d(P1; P2):

Nous allons l'associer la m�ethode de prendre la valeur moyenne (expliqu�ee

�a No. 17).

Consid�erons �1(P )=Ar[�(P )] pour D1=D
(r)
0 . D�enotons un quelconque

de ui; vi (i=1; 2; : : :) par �; d'apr�es (1), nous avons����@�1@�
���� � 4

�

(Voir (3Æ), No. 18). Consid�erons ensuite �2(P )=Ar[�1(P )] pourD2=D
(2r)
0 .

Soit � un quelconque de ui; vi. Comme

����@'1@�
���� � 4

�r
M (M �etant la borne

sup�erieure de ' pour D, (3Æ), No. 18), d'apr�es l'in�egalit�e ci-dessus, on a

���� @2�2@�@�

���� �
"�

4

�

�2
1

r

#
= K:

D'apr�es (1), on a encore j�2(P )� �(P )j � 2
p
n r.

Soit (�0; �0) un point quelconque sur la fronti�ere de la hypersph�ere de

centre l'origine et de rayon 1 dans l'espace (�; �); on a donc,

w(�2) = minW (�2; �
0; �0) >

"
�8n2K = �

�
8n

�

�2
2

r

#
= �K1:

Comme pour �(x)=
P
(u2i+v

2
i ) (i=1; 2; : : : ; n), nous avons

W (�;�0; �0) = 4;

en prenant un nombre positif M , tel que 4M>K1, construisons

�0(P ) = �2(P ) +M�(x):
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�0(P ) est alors, d�e�nie pour D2 et satisfait �a la condition W (�0;�; �)>0.

Il est �evident que �0(P ) conserve la propri�et�e en question.

La fonction �0(P ) ainsi acquise n'existe que dans D2. Mais, pour obtenir

une fonction de cette nature pour D0, il suÆt de partir d'un domaine plus

grand que D0. Le probl�eme auxiliaire est ainsi r�esolu.

22. R�esolution du probl�eme fronti�ere, deuxi�eme lemme. En

compl�etant le probl�eme de No. 18, consid�erons le suivant :

Probl�eme �Soit D un domaine pseudoconvexe36 sur l'espace (x),

soit '(P ) une fonction pseudoconvexe continue dans D, jouissant de la

propri�et�e (�) (pour D) que pour tout nombre r�eel �, l'ensemble de points

de D donn�e par '(P )<� soit contenu �a l'int�erieur complet de D; modi�er

la fonction '(P ) de mani�ere qu'elle jouit de la propri�et�e (P1), en conservant

les propri�et�es pour D.�
Pour r�esoudre ce probl�eme, soit ap (p= 1; 2; : : :) une suite de nombres

positifs telle que ap < ap+1 ayant la limite +1; d�esignons l'ensemble de

points de D d�e�ni par '(P )<ap, par Dp; alors DpbD. Comme le probl�eme

de No. 18 est r�esoluble, �etant donn�e un nombre positif ", on peut trouver

une fonction �p(P ) pseudoconvexe ayant la propri�et�e (P1) et telle que

j'(P )��p(P )j < ";

dans Dp. Choisissons " suÆsamment petit pour que, soit D0

p;q l'ensemble

de points de Dp d�e�ni par �p(P )<aq, on ait, pout q = 2; 3; : : : ; p� 1,

Dq�1 b D0

p;q b Dq+1:

De la suite de fonctions �p(P ) (p = 1; 2; : : :), construisons une suite de

fonctions �0

p(P ), successivement, comme ce qui suit : Posons d'abord,

�0

1 = �6:

La fonction �0

1 existe dansD6, elle est pseudoconvexe et poss�ede la propri�et�e

(P1), et

�0

1 > a4 pour (D6 �D5):

Pour construire �0

2, construisons d'abord 	2 comme suivante :

	2 = c2(�7 � a3)

36Puisque tout domaine D poss�edant une fonction comme '(P ) est n�ecessairement
pseudoconvexe.
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c2 �etant une constante positive. Comme D2 b D0

7;3 b D4, on peut prendre

c2 suÆsamment grande pour que

	2 < �0

1 pour D1;

	2 > �0

1 pour (D6 �D5);

	2 > a5 pour (D7 �D6):

Posons

�0

2 = max(�0

1;	2) pour D6;

= 	2 pour (D7 �D6):

Et ainsi de suite, et nous avons une suite de fonctions �0

p (p=1; 2; : : :),

telle que toute fonction �0

p jouisse de la propri�et�e suivante : �
0

p(P ) est une

fonction pseudoconvexe ayant la propri�et�e (P1) dans Dp+5 et satisfaisant

aux conditions, �0

p = �0

p�1 pour Dp�1 (si p>1), �0

p > ap+3 pour (Dp+5 �
Dp+4). Cette suite converge dansD. Soit �(P ) la limite. � est une fonction

pseudoconvexe ayant la propri�et�e (P1) dans D. Elle jouit de la propri�et�e

(�) pour D, puisque �>ap+3 pour (D�Dp+4) (p=1; 2; : : :).

Le probl�eme-ci �etant ainsi r�esolu, pour r�esondre le probl�eme fronti�ere, il

suÆt de r�esoudre :

Probl�eme. �Etant donn�e un domaine pseudoconvexe D sur l'espace

(x), trouver une fonction pseudoconvexe continue dans D, jouissant de la

propri�et�e (�).�
C'est la forme compl�ete du probl�eme auxiliaire. Nous allons le r�esoudre,

d'apr�es le probl�eme-ci et la fonction d(P ), form�ee en rayons de Hartogs.

Nous ometterons le cas o�u D co��ncide �a l'espace (x), puisqu'alors, �(x)=P jxij2 (i=1; 2; : : : ; n) donne la solution. Consid�erons la distance fronti�ere

euclidienne d(P ) de D; � log d(P ) est une fonction pseudoconvexe continue;

nous d�esignerons cette fonction par Æ(P ), pour simpli�er l'�ecriture. Soit

ap (p=1; 2; : : :) une suite de nombres positifs telle que ap<ap+1, tendant

vers +1; consid�erons l'ensemble Dp de points de D donn�e par Æ(P ) <

ap. Probl�eme auxiliaire �etant r�esoluble, construisons dans Dp, une fonction

pseudoconvexe continue 'p(P ) telle que l'ensemble de points de Dp donn�e

par 'p<� soit contenu dans l'int�erieur complet de D, � �etant un nombre

r�eel quelconque. Choisissons a1 suÆsamment grand pour que D1�O.
Soit O un point d�etermin�e de D1, soit d(P1; P2) la distance entre les

points P1; P2 sur D; posons �(P ) = d(O;P ). Soit lp (p = 1; 2; : : :) une

suite de nombres positifs croissante au sens strict et tendant vers +1, que

nous d�eterminerons successivement dans la suivante. D�esignons par �p,
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l'ensemble de points de Dp d�e�ni par �(P )<lp; alors �pb�p+1, et limite

de �p (p=1; 2; : : :) est D.

Formons de la suite 'p (p = 1; 2; : : :), une suite de fonctions �p(P )

successivement, de la mani�ere suivante : D'abord, �1 = '2; alors, �1 est

une fonction pseudoconvexe continue qui existe dans D2.

Pour construire �2, consid�erons l'ensemble �0

1 de points de D d�e�ni par

Æ <
a1 + a2

2
; '3 < �1;

�1 �etant un nombre r�eel, que nous allons d�eterminer. D'apr�es avoir choisi

l1 au hasard, choisissons �1 suÆsamment grand pour que �0

1c�1. Comme

�0

1 b D2, choisissons puis l2 suÆsamment grand pour que �2 c �0

1. Dans

cette con�guration, consid�erons une fonction de la forme,

	2(P ) = c2max

�
Æ(P )� a1 + a2

2
; '3(P )��1

�
;

et choisissons le nombre positif c2 suÆsamment grand, 	2(P ) jouira alors,

des propri�et�es suivantes :

	2 < �1 pour �1;

	2 > a2 pour (D3 ��2);

	2 > �1

au voisinage de la fronti�ere de �2, dans �2. Posons,

�2(P ) = max(�1;	2) pour �2;

= 	2 pour (D3 ��2):

Alors, �2(P ) est une fonction pseudoconvexe continue d�e�nie dans D3, telle

que �2=�1 pour �1, et que �2>a2 pour (D3��2). Et ainsi de suite.

Nous aurons alors, une suite de fonctions pseudoconvexes continues

�p(P ) (p= 1; 2; : : :), telle que �p soit d�e�nie dans Dp+1 et satisfasse aux

conditions �p=�p�1 pour �p�1, �p>ap pour (Dp+1��p) dont p� q>1,

pourvu que p> 1. Cette suite converge dans D, soit �(P ) la limite. �(P )

est pseudoconvexe et continue dans D, et jouit de la propri�et�e (�) pour D,

puisque �(P )>ap pour D��p (p=2; 3; : : :).

Nous avons ainsi le r�esultat voulu :

Lemme I. �Etant donn�e un domaine pseudoconvexe D �ni sans point

critique int�erieur sur l'espace (x), on peut toujours trouver une fonction

pseudoconvexe �(P ) dans D, jouissant des propri�et�es suivantes :
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1Æ �(p) poss�ede la propri�et�e (P1)
37.

2Æ Pour tout nombre r�eel �, l'ensemble de points de D donn�e par �(P ) < �

reste �a l'ini�erieur complet de D.

23. Probl�emes ult�erieurs. Nous allons inspecter tout rapidement

le caract�ere ult�erieur du probl�eme fronti�ere, quand on admet, ou bien des

points �a l'in�ni (dans un sens convenable), ou bien des points critiques

non-transcendants, pour points int�erieurs d'un domaine.

Pour le premier cas, la fonction auxiliaire �(x) =
P jxij2 (i=1; 2; : : : ; n)

perd le caract�ere; ce qui donne naissance �a un probl�eme �etrange.

Pour le deuxi�eme cas, les rayons de Hartogs cessent de jouir du rôle; ceci

pr�esente une diÆcult�e qui m'apparait vraiment grande.

Quant aux d�etails de la �gure de ce diÆcult�es, nous nous contentons de

dessiner dans les M�emoires ult�erieurs.

Chapitre III. Probl�emes principaux.

24. Notions g�en�erales. Consid�erons sur l'espace (x1; x2; : : : ; xn) un

domaine D (�ni sans point critique int�erieur); soit P un point quelconque

de D, soit (x) ses coordonn�ees. Une fonction f(P ) de P est appel�ee holo-

morphe pour D, si elle est univoque dans D et encore si elle est une fonction

holomorphe de (x) en tout point de D. Soit f(P ) une fonction holomorphe

(de P ) dans D; on dit que D est un domaine d'holomorphie de f(P ), si cette

fonction poss�ede toujours des �el�ements de Taylor di��erents pour deux points

di��erents de D, et encore si l'on ne peut la prolonger analytiquement pas-

sant par aucun point fronti�ere de D. D est appel�e domaine d'holomorphie,

s'il existe au moins une fonction pour laquelle D est ainsi.

Le domaine d'holomorphie est pseudoconvexe, grâce �a Hartogs (1906);

dont la notion d'être pseudoconvexe est une esp�ece de convexit�e locale (on

peut la d�e�nir localement). Or, en 1926, Julia a propos�e un probl�eme global,

que voici : Tout domaine de normalit�e est-il un domaine d'holomorphie ? Et

en 1931, pour traiter le probl�eme de Julia38, H. Cartan a introduit, pour la

premi�ere fois une esp�ece de convexit�e globale (qui ne peut s'exprimer d'une

mani�ere locale, �a priori)39, dont l'id�ee essentielle est comme suivante :

SoitD un domaine (connexe ou non), sur l'espace (x), soit (F) une famille

de fonctions holomorphes dans D; nous appellerons que D est convexe par
37Pour la propri�et�e (P1), voir : No. 18, ainsi que No. 16
38Le probl�eme de Julia est r�esolu, comme nous l'avons dit �a l'Introduction de M�emoire

VI, pour les domaines univalents et �nis, dont la derni�ere �etape est due �a Behnke et �a
Stein. Voir: H. Behnke-K. Stein, Konvergente Folgen von Regularit�atsbereichen und die
Meromorphiekonvexit�at, 1938 (Math. Annalen).

39H. Cartan, Sur les domaines d'existence des fonctions de plusieurs variables com-
plexes, 1931 (Bull, de la Soc. Math. de France).
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rapport �a (F), ou simplement, (F){convexe, s'il satisfait aux conditions suiv-

antes :

1Æ. La famille (F) poss�ede au moins une fonction f0(P ) ayant les

�el�ements de Taylor di��erents pour toute paire de points di��erents dans D.

2Æ. Pour tout domaine (connexe ou non) � tel que �bD, il existe deux

domaines (connexes ou non) �0;�00 tels que ���0
b�00�D, et qu'�a tout

point P0 de �00��0 corresponde une fonction f(P ) de (F) pour laquelle,

jf(P0)j>max jf(�)j (o�u le deuxi�eme membre signi�e la borne sup�erieure

de jf(P )j pour �).
Comme cas particulier, si D est convexe par rapport aux fonctions holo-

morphes dans D, nous appellerons avec Behnke, que D est holomorphe-

convexe (regul�ar-konvex). Pour cette notion, nous verrons plus tard que la

premi�ere condition n'est qu'une cons�equence n�ecessaire de la deuxi�eme.

Plus g�en�eralement, si D est convexe par rapport �a la famille consistant

de toutes les fonctions holomorphes dans un domaine D0 tel que D0 �D,

nous appellerons que D est holomorphe-convexe par rapport �a D0.

En 1932, H. Cartan et Thullen ont trouv�e que tout domaine d'holomor-

phie, univalent et �ni est holomorphe-convexe40. (Il en reste de même pour

le cas d'un nombre born�e de feuilles.) C'est un fait vraiment fondamental

pour le cas de domaines univalents, qui donne la raison de distinguer le

domaine d'holomorphie des autres sortes de domaines pseudoconvexes, do-

maines de m�eromorphie, domaines de normalit�e, : : : . Nous avons en e�et,

r�esolu les probl�emes de Cousin et le probl�eme de d�eveloppement pour les

domaines d'holomorphie univalents et �nis, �a l'aide de ce th�eor�eme.

Mais, pour le cas actuel le mode de raisonnement de Cartan{Thullen

(vraiment simple) ne subsiste plus, comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e; par

suite, il faut prendre les domaines holomorphe-convexes mêmes pour notion

fondamentale, �a savoir, d'abord :

�Tout domaine pseudoconvexe (�ni sans point critique int�erieur) sur

l'espace (x) , est-il holomorphe-convexe ?�
D�esormais, nous l'appellerons probl�eme inverse de Hartogs.

Les autres probl�emes principaux (depuis le M�emoire I, �a nous), les

probl�emes de Cousin et le probl�eme de d�eveloppement restaient libres pen-

dant longtemps, sauf pour les domaines cylindriques univalents41, comme

nous l'avons dit plus haut. Quant aux th�eor�eme de Cauchy, �a propos, H.

Poincar�e eut g�en�eralis�e le premier th�eor�eme, mais, le deuxi�eme restait sans

progr�es.

40H. Cartan{P. Thullen, Regularit�ats- und Konvergenzbereiche (Math. Annalen).
41P. Cousin, 1895, (Acta Mathematica).
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Or, en 1935, Weil a g�en�eralis�e le deuxi�eme th�eor�eme de Cauchy42 d'apr�es

le r�esultat de Poincar�e, ce qui fait les probl�emes principaux r�esolubles,

comme cons�equence imm�ediate, pour les domaines convexes par rapport

aux fonctions rationnelles, comme dit (et cit�e) plus haut. Et, nous avons

aussi appliqu�e l'int�egrale-ci de Weil au probl�eme inverse de Hartogs, dans

le M�emoire VI.

Dans les travaux de Weil, et d�ej�a dans la notion d'être (F){convexe, on

trouve les ensembles ferm�es de la forme suivante :

SoitD un domaine (connexe ou non) �ni sans point critique transcendant

int�erieur sur l'espace (x), soit P un point quelconque de D, et soit � un

ensemble ferm�e de points sur D tel que Dc�; nous appellerons � poly�edre

analytique, s'il existe une fonction f0(P ) holomorphe sur � poss�edant les

�el�ements de Taylor di��erents �a toute paire de points r�guliers di��erents de

�, et encore si � peut s'exprimer de la forme suivante,

fj(P ) 2 Aj (j = 1; 2; : : : ; �);

dont fj(P ) repr�esentent des fonctions holomorphes sur D, et Aj expri-

ment des domaines (connexes) ferm�es univalents et born�es (ou parfois, plus

g�en�eralement, des ensembles ferm�es et born�es) sur le plan43.

C'est sur ces poly�edres analytiques, que nous avons �etabli le th�eor�eme

II au M�emoire I, le th�eor�eme I au M�emoire II et le lemme fondamental

au M�emoire VIII. Envisageons la con�guration de ces principes pour le cas

actuel.

Supposons, dans la d�e�nition ci-dessus, que D ne contienne aucun point

critique int�erieur. Comme f0(P ) poss�ede toujours les �el�ements de Taylor

di��erents aux di��erents points de D, on peut trouver un syst�eme �ni de

fonctions 'k(P ) (k=1; 2; : : : ; p), (p�n+1, si l'on veut), tel que les syst�emes

ordonn�es de valeurs ('1; '2; : : : ; 'p) soient di��erents pour toute paire de

points di��erents ayant les mêmes coordonn�ees dans D. On peut repr�esenter

le poly�edre � �a nouveau, de la forme suivante,

(1) xi 2 Ai; fj(P ) 2 Bj (i = 1; 2; : : : ; n; j = 1; 2; : : : ; �);

dont Ai; Bj expriment des domaines (connexes) ferm�es univalents et born�es

sur le plan, et fj(P ) repr�esentent des fonctions holomorphes dans D, qui

contiennent dans leur ensemble les fonctions 'k(P ) (k=1; 2; : : : ; p).

42Sur ce sujet, nous sommes �a consulter aussi les travaux de S. Bergmann, nous aurons
probablement l'occasion ult�erieure d'en parler.

43Au M�emoire VIII, nous avons pos�e �a Aj , selon H. Cartan, la condition d'être simple-
ment connexe,mais, d�esormais, nous l'ometterons, puisqu'ellene me semble pas naturelle.
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Soit (x) les coordonn�ees de P . Consid�erons, en tout point P0 de D,

l'�el�ement de vari�et�e caract�eristique

yj = fj(x) (j = 1; 2; : : : ; �)

�a l'espace (x1; : : : ; xn; y1; : : : ; y�), dont fj(x) signi�ent les d�eterminations

au voisinage de P0. Lorsque P0 d�ecrit D, l'�el�ement de la vari�et�e-ci trace

une vari�et�e caract�eristique, que nous d�enotons par �0, et repr�esentons par

l'�equation yj = fj(P ) (P 2 D; j = 1; 2; : : : ; �). D'apr�es la propri�et�e du

syst�eme (f), entre les points P deD et les pointsM de coordonn�ees [x; f(P )]

de �0 il y a une correspondance biunivoque.

Consid�erons dans l'espace (x; y) le domaine cylindrique ferm�e (A;B),

et d�enotons la partie de �0 sur (A;B) par �. Le point P de � et le

point M [x; f(P )] de � se correspondent biunivoquement, et sp�ecialement

les points fronti�eres se correspondent. Soit P un point quelconque de �

ayant les coordonn�ees (x), et soit Q un point de �, di��erent de P , ayant

les mêmes coordonn�ees (x), mais d'ailleurs quelconque. Soit

�(P ) = max jfj(P )� fj(Q)j (j = 1; 2; : : : ; �);

et soit �0 la borne inf�erieure de �(P ) (lorsque P parcourt �); on a �0>0.

Prenant un nombre positif � tel que 3� < �0, consid�erons dans l'espace

(x; y) l'ensemble de points V tel qu'�a tout point (x0; y0) de V corresponde

au moins un point P 0 de � ayant les coordonn�ees (x0) et satisfaisant �a

jfj(P 0)�y0j j < � (j = 1; 2; : : : ; �). Faisons correspondre au point (x0; y0)

de V la valeur '(P 0); la fonction ainsi d�e�nie est univoque, puisqu'�a (x0)

correspond un seul P 0; elle est holomorphe. D�esormais, nous d�enoterons la

fonction-ci par la même lettre ', comme '(x; y).

Pour le cas actuel le lemme fondamental se r�eduit donc, �a la forme

suivante :

Lemme II. Dans cette con�guration g�eom�etrique, soient A0
i ; B

0
j (i=

1; 2; : : : ; n; j=1; 2; : : : ; �) des ensembles ferm�es, tels que A0
i b le domaine

ouvert Ai, B
0
j b le domaine ouvert Bj ; il correspond alors, une constante

positive K jouissant du rôle suivant : Etant donn�ee une fonction holomor-

phe '(P ) sur D, au voisinage du poly�edre analytique �, dont la borne

sup�erieure de j'j pour � est N , on peut toujours trouver une fonction holo-

morphe �(x; y) au voisinage de (A0; B0), telle que � = ', sur �, et que

j�j<KN sur (A0; B0).

Le pr�esent Chapitre consiste en parties A, B, C. Dans la partie A, nous

traiterons le premier probl�eme de Cousin et le probl�eme de d�eveloppement
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pour les domaines holomorphe-convexes puisqu'ils sont n�ecessaires pour

traiter le probl�eme inverse de Hartogs. Et dans B, nous r�esoudrons ce

probl�eme.

Commenous avons expliqu�e au M�emoire VII, nous avons rencontr�e sur la

voie des pr�esentes recherches, quelques probl�emes du caract�ere arithm�etique,

�a savoir : le probl�eme (C2) au Th�eor�eme II du M�emoire I, le probl�eme

(E) au Th�eor�eme I du M�emoire II, et le probl�eme (C1) �a l'hypoth�ese de

Weil expliqu�ee au M�emoire V. Nous les avons r�esolus pour les polycylindres

ferm�es dans le M�emoire VII, �a l'aide de la notion, id�eaux holomorphes de

domaines ind�etermin�es44, et d'un th�eor�eme de H. Cartan45.

Dans la partie C, nous traiterons le deuxi�eme probl�eme de Cousin et ces

trois probl�emes. Pour le probl�eme (E) on trouvera un exemple contraire.

Pour les autres, on verra qu'ils sont r�esolubles (aÆrmativement) pour les

domaines pseudoconvexes (�nis et sans point critique int�erieur).

A. D�eveloppement de fonctions holomorphes, premier

probl�eme de Cousin.

25. D�eveloppement de fonctions holomorphes. Grâce �a l'id�ee

du M�emoire I et au lemme II de No. 24, nous aurons le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme I. Soient D;D0 deux domaines �nis sans point critique

int�erieur sur l'espace (x) tels que DbD0, dont D n'est pas n�ecessairement

connexe. Si D est holomorphe-convexe par rapport �a D0, toute fonction

holomorphe dans D est d�eveloppable en s�erie de fonctions holomorphes dans

D0 convergente uniform�ement �a l'int�erieur complet de D.

Soit en e�et, f(P ) une fonction holomorphe dans D. Comme le do-

maine (connexe ou non) D est holomorphe-convexe par rapport �a D0, il

peut s'exprimer comme la limite d'une suite croissante de poly�edres analy-

tiques �p de la forme,

jxij � ri; j'j(P )j � 1; P 2 R (i = 1; 2; : : : ; n; j = 1; 2; : : : ; �);

dont R signi�e un domaine (connexe ou non) tel que �pbR�D, ri sont des
constantes positives, et 'j(P ) sont des fonctions holomorphes dansD0, telles

que les syst�emes ordonn�ees de valeurs ('1; '2; : : : ; '�) soient di��erentes

pour toute paire de points di��erents ayant les mêmes coordonn�ees, au voisi-

nage de �p.

44On a d�ej�a consid�er�e �a la th�eorie du prolongement analytique �a une seule variable
complexe, un �el�ement de la forme (f; Æ).

45H. Cartan, Sur les matrices holomorphes de n variables complexes, 1940 (Journal de
Math�ematiques).
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Consid�erons dans l'espace (x1; : : : ; xn; y1; : : : ; y�) le polycylindre ferm�e:

C : jxij � ri; jyjj � 1; (i = 1; 2; : : : ; n; j = 1; 2; : : : ; �)

et la vari�et�e caract�eristique � donn�ee par

yj = 'j(P ) (j = 1; 2; : : : ; �); P 2 R

(les coordonn�ees de P �etant (x)). D'apr�es le lemme II, on peut trouver

une fonction holomorphe F (x; y) au voisinage de C, telle que F = f sur �.

En d�eveloppant F (x; y) en s�erie de Taylor, autour de l'origine et en sub-

stituant yj ='j(P ) (j=1; 2; : : : ; �), on obtient un d�eveloppement de f(P )

au voisinage de �p consistant en termes holomorphes dans D0, et conver-

gente uniform�ement au voisinge de �p. D'o�u, il s'ensuit imm�ediatement le

th�eor�eme.

26. Premier probl�eme de Cousin. Il en est de même, pour le

premier probl�eme de Cousin, que nous allons constater. Commen�cons par

v�eri�er le lemme suivant :

Consid�erons sur l'espace (x) le poly�edre analytique � du lemme II et un

hyperplan L passant par �; L partage � en deux parties ferm�ees �1;�2,

soit �0 la partie de � sur L. Dans cette con�guration g�eom�etrique, �etant

donn�ee une fonction holomorphe '(P ) au voisinage de �0, on peut trou-

ver deux fonctions holomorphes '1(P ); '2(P ) au voisinage de �1 et au

voisinage de �2, respectivement, telles que l'on ait identiquement '1(P )�
'2(P )='(P ).

Supposons pour l'e�et, que L soit d�e�ni par u = 0; u �etant la partie

r�eelle de x1, pour simpli�er l'�ecriture, et encore que �1 soit la partie de �

sur u � 0; �2 est alors, celle de u � 0. � est donn�e de la forme

xi 2 Ai; fj(P ) 2 Bj (i = 1; 2; : : : ; n; j = 1; 2; : : : ; �)

(avec leurs signi�cations indiqu�ees dans le lemme II) . Tra�cons sur le plan

x1 un cercle de la forme jx1j<R contenant A1. Soit L le diam�etre vertical.

D'apr�es le lemme II, nous avons alors, une fonction holomorphe �(x; y) au

voisinage de l'intersection (x1 2 L) \ (A;B) telle que � = ' sur �0 (yj =

fj(P ); j=1; 2; : : : ; �). Consid�erons l'int�egrale de Cousin,

1

2�i

Z
L

�(t; x2; : : : ; xn; (y))

t� x1
dt;

dont i signi�e l'unit�e imaginaire, et l'int�egrale est prise de bas en haut.

Grâce �a Cousin, nous savons bien la propri�et�e (ainsi que le rôle) de cette
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int�egrale. En y substituant yj = fj(P ) (j = 1; 2; : : : ; �), nous obtenons

�evidemment la paire de fonctions, demand�ee.

Soit D un domaine sur l'espace (x), �ni et sans point critique int�erieur.

On peut donner un probl�eme de Cousin dans D, tout comme aux cas

pr�ec�edents, que nous ne rep�eterons pas.

Supposons que D soit holomorphe-convexe. D est alors, la limite d'une

suite croissante de poly�edres analytiques �p de la forme,

jxij � ri; jfj(P )j � 1; P 2 R (i = 1; 2; : : : ; n; j = 1; 2; : : : ; �)

o�u (� b R � D, ri sont des constantes positives et) fj(P ) repr�esentent

des fonctions holomorphes dans D jouissant de la propri�et�e indiqu�ee au

lemme II. Soit (p) les pôles donn�es dans D. D'apr�es le lemme que nous

venons d'�etablir, nous pouvons trouver une fonction m�eromorphe Gp(P ) au

voisinage de �p admettant (p).

Soit Hp(P )=Gp+1�Gp; Hp est une fonction holomorphe au voisinage

de �p. Soit "p un nombre positif quelconque. D'apr�es le th�eor�eme I, nous

obtenons une fonction holomorphe Kp(P ) dans D, telle que jKp�Hpj<"p
sur �p. D'o�u, d'apr�es le raisonnement habituel, il en r�esulte que :

Th�eor�eme II. Le premier probl�eme de Cousin est toujours r�esoluble

pour un domaine holomorphe-convexe, �ni et sans point critique int�erieur,

sur l'espace (x).

B. Probl�eme inverse de Hartogs. { Point de d�epart.

27. Probl�eme auxiliaire. Nous allons traiter le probl�eme inverse de

Hartogs, avec les lemmes I. II, ainsi que les th�eor�eme I, II. Suivant l'id�ee du

M�emoire VI, commen�cons par demander ce qui jouit du rôle de l'int�egrale

de Cousin.

D�ecrivons sur l'espace (x) un domaine born�e (sans point critique int�e-

rieur) D. Soit u la partie r�eelle de x1, soient a1; a2 des nombres r�eels tels

que a1<0<a2. D�esignons la partie de D sur u<a2 par D1, celle de a1<u

par D2, et celle de a1 <u< a2 par D3. Supposons que D1 et D2 existent

e�ectivement et soient holomorphe-convexes. Il en est alors de même pour

D3.

Soient fj(P ) (j = 1; 2; : : : ; �) des fonctions holomorphes dans D3; con-

sid�erons l'ensemble partiel E de D comme ce qui suit : Tout point qui

n'appartient pas �a D3, appartient �a E. Quant �a un point P de D3, il

appartient �a E, si et seulement s'il satisfait simultan�ement aux conditions,

jfj(P )j < 1 (j = 1; 2; : : : ; �):
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Supposons que E ait des composantes connexes s'etendant sur les parties

u < a1 et a2 < u, �a la fois; dont une quelconque sera d�esign�ee par �.

Supposons, relativement �a �-ci, que le syst�eme de fonctions (f) satisfasse

aux conditions (C) suivante :

� 1Æ Il existe un nombre positif Æ1 tel que, soit A la partie de � sur

juj < Æ1, on ait

A b D:

2Æ Il existe un nombre positif Æ2 et un nombre positif "0 plus petit que

1, tels que, soit p un quelconque de 1; 2; : : : ; �, les points de D3 satisfaisant

�a

jfp(P )j � 1� "0
restent en dehors de ju� a1j < Æ2 et de ju� a2j < Æ2.

3Æ Les syst�emes ordonn�es de valeurs (f1; f2; : : : ; f�) ne co��ncident pour

aucune paire de points di��erents de A ayant les mêmes coordonn�ees.�
D'apr�es la deuxi�eme condition, � est un domaine. Prenant un nombre

r�eel �0 tel que 1�"0<�0<1, consid�erons l'ensemble partiel �0 de � comme

suivant : Tout point de � qui n'appartient pas �a D3 appartient �a �0. Pour

tout point P de � qui fait partie deD3, il appartient �a �0, si et seulement s'il

satisfait simultan�ement aux conditions jfj(P )j<�0 (j=1; 2; : : : ; �). D'apr�es

la deuxi�eme condition, �0 est un ensemble ouvert sur D. D�esignons la partie

de �0 sur u< 0 par �0

0 et celle de u > 0 par �00

0 . Dans ces circonstances.

nous nous proposons le probl�eme auxiliaire suivant:

��Etant donn�ee une fonction '(P ) holomorphe dans A, trouver une

fonction holomorphe'1(P ) dans �0

0 et une fonction holomorphe'2(P ) dans

�00

0 , de fa�con qu'elles restent holomorphes sur la partie de �0 sur u=0, et

que l'on ait identiquement '1(P )�'2(P )='(P ).�

28. Cas de domaine holomorphe-convexe. Nous consid�erons le

probl�eme, d'abord pour D3, au lieu de D; nous obtiendrons, d'apr�es la

m�ethode expos�ee �a No. 26, une solution ('1; '2); dont c'est l'expression qui

est en question.

Consid�erons dans l'espace (x1; x2; : : : ; xn; y1; y2; : : : ; y�) la vari�et�e car-

act�eristique � donn�ee par yj = fj(P ) (j = 1; 2; : : : ; �), P �etant un point

quelconque de A ayant les coordonn�ees (x). Comme D est born�e, prenons

un nombre positif r0 suÆsamment grand pour que D soit contenu dans

le polycylindre de centre �a l'origine et de rayon r0 dans l'espace (x); et

consid�erons dans l'espace (x; y) un polycylindre :

C : jxjj < r; jykj < � (j = 1; 2; : : : ; n; k = 1; 2; : : : ; �);
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dont r > r0; �0 < � < 1. Consid�erons sur A l'ensemble partiel A0 donn�e

par

juj < Æ; jfk(P )j < � (k = 1; 2; : : : ; �);

dont Æ est un nombre r�eel < Æ1 (on a n�ecessairement Æ1 < �a1; a2). Comme

A b D, A0 est un ensemble ouvert tel que A0
b A.

Comme '(P ) est une fonction holomorphe dans A, d'apr�es le lemme II,

on peut construire une fonction �(x; y) holomorphe dans l'intersection de

C et de juj < Æ, de fa�con que � = ' sur �. Soit l un segment de l'axe

imaginaire du plan x1 contenant l'origine et ayant les extr�emit�es dans la

couronne r0< jx1j<r; consid�erons l'int�egrale de Cousin,

	(x; y) =
1

2�i

Z
l

�(x01; x2; : : : ; xn; (y))

x01 � x1
dx01;

dont i signi�e l'unit�e imaginaire, et l'int�egrale est prise de bas en haut.

Substituant yk=fk(P ) dans l'expression de 	(x; y) on a

 (P ) =
1

2�i

Z
l

�(x01; x2; : : : ; xn; f1(P ); : : : ; f�(P ))

x01 � x1
dx01:

La partie de  (P ) dans l'intersection �0

0\D3 repr�esente une fonction holo-

morphe, que nous d�esignerons par  1(P ), soit  2(P ) celle de �00

0 . Ces

fonctions  1(P );  2(P ) restent holomorphe sur la partie de �0 sur u=0, et

satisfond �a la relation demand�ee,  1(P )� 2(P )='(P ).
Nous allons modi�er cette expression de la solution ( 1;  2). Tra�cons

sur le plan yk : (k=1; 2; : : : ; �) le cercle �k de centre �a l'origine et de rayon

�0; grâce �a Cauchy, nous avons,

�(x; y) =
1

(2�i)�

Z
�1

dy01
y01 � y1

Z
�2

dy02
y02 � y2

� � �
Z
��

�(x; y0)

y0� � y�
dy0� ;

(les int�egrations �etant faites au sens direct de �k), pour jxij < r; jykj <
�0 (j = 1; 2; : : : ; n; k = 1; 2; : : : ; �); que nous d�enoterons pour le moment

par abr�eg�e de la forme suivante,

�(x; y) =
1

(2�i)�

Z
(�)

�(x; y0)Q
(y0k � yk)

(dy0) (k = 1; 2; : : : ; �):

En substituant cette expression de �(x; y) dans l'expression ci-dessus de

 (P ), nous avons, par abr�eg�e

(1)  (P ) =

Z
(l;�)

�(x01; y
0; P ) �(x01; x2; : : : ; xn; y

0)(dx01; dy
0);

dont

�(x01; y
0; P ) = [(2�i)�+1(x01�x1)(y01�f1(P )) � � � (y0��f� (P ))]�1:
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C'est l'expression voulue de la solution du probl�eme pour D3.

29. Cas g�en�eral. Dans l'expression (1), l'ensemble cylindrique de

points (l; (�))46 dans l'espace (x01; y
0) est la limite d'une suite d�ecroissante

de domaines holomorphe-convexes le contenant; soit V un domaine de la

suite. Construisons une fonction m�eromorphe �1(x01; y
0; P ) dans (V;D1) qui

poss�ede les mêmes pôles que �(x01; y
0; P ) dans (V;D3) et est ailleurs holo-

morphe, ce qui est possible pourvu que V soit choisi suÆsamment voisin de

(l;�), puisque ceci est un premier probl�eme de Cousin, d'apr�es la deuxi�eme

des conditions (C), et que (V;D1) est holomorphe-convexe (th�eor�eme II).

Comme la fonction (���1) est holomorphe dans (V;D3) et que (V;D3)

est holomorphe-convexe par rapport �a (V;D1), on peut la d�evelopper en

s�erie de fonctions holomorphes dans (V;D1), convergente uniform�ement

dans l'int�erieur complet de (V;D3) (th�eor�eme I). Pour un nombre positif

donn�e ", on peut donc, construire une fonction F1(x
0

1; y
0; P ) holomorphe

dans (V;D1) telle que j(���1)�F1j < " pour (V;A), dont V signi�e un

nouveau voisinage de (l; (�)) �a l'int�erieur complet de l'ancien. Posons

K1(x
0

1; y
0; P ) = �� �1 � F1;

K1 est une fonction holomorphe dans (V;D3) telle que jK1j<" pour (V;A).
Construisons tout pareillement K2(x01; y

0; P ) pour D2. Modi�ons, par
ces fonctions, l'int�egrale (1) comme suivante :

(2) I1(P )=

Z
(l;�)

[�(x0

1; y
0

; P )�K1(x
0

1; y
0

; P )]�(x0

1; x2; : : : ; xn; y
0)(dx0

1; dy
0);

I2(P )=

Z
(l;�)

[�(x0

1; y
0

; P )�K2(x
0

1; y
0

; P )]�(x0

1; x2; : : : ; xn; y
0)(dx0

1; dy
0):

Voyons I1(P ); comme ��K1=�1+F1, pour tout point d�etermin�e (x01; y
0)

sur (l;�), la fonction (��K1) est m�eromorphe dans D1, elle est holomorphe

pour P 2 �0

0; I1(P ) repr�esente donc, une fonction holomorphe pour �0

0.

Pareillement, I2(P ) est holomorphe pour �00

0 .
Les fonctions analytiques I1(P ); I2(P ) restent holomorphes en tout points

de �0 sur u = 0, puisque la fonction  (P ) donn�ee par (1) poss�ede la même
propri�et�e et que K1;K2 sont holomorphes. De la propri�et�e de  (P ), il
s'ensuit que

(3) I1(P )� I2(P ) =

'(P )�

Z
(l;�)

[K1(x
0

1; y
0

; P )�K2(x
0

1; y
0

; P )]�(x0

1; x2; : : : ; xn; y
0)(dx0

1dy
0):

Posons

K(x01; y
0; P ) = K1(x

0

1; y
0; P )�K2(x

0

1; y
0; P );

46(l; (�)) signi�e l'ensemble de points x1 2 l; yj 2 (�j) (j = 1;2; : : : ; �), (�) �etant le
cercle ferm�e dont la circonf�erence est �j.
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et envisageons l'identit�e (3) : '(P ) est holomorphe pour A. K est holomor-

phe pour (V;D3) et �(x; y) est holomorphe pour C \ (juj < Æ); le deuxi�eme

membre rep�esente donc, une fonction holomorphe pour A, il en est donc, de

même pour le premier membre. Posons

'0 = I1(P )� I2(P ) ;

c'est la premi�ere approximation de '(P ). Nous avons ainsi vu que la fonc-

tion donn�ee '(P ) et sa premi�ere approximation '0(P ) sont holomorphe

dans un seul et le même domaine (connexe ou non) A. C'est l'id�ee fonda-

mental.

Evaluons la di��erence '0 = '� '0. On a

'0 =

Z
(l;�)

K �� (dx01; dy
0):

Supposons que ' soit born�ee dans A, ceci ne perd pas de g�en�eralit�e; soit

M la borne sup�erieure de j'j pour A. D'apr�es le lemme II, on peut trouver

une fonction holomorphe �(x; y) dans C \ (juj<Æ) telle que j�j<NM , N

�etant une constante ind�ependante de '. Quant �a K, on a K=K1�K2, dont

jK1j<"; jK2j<" pour (l; (�);A). On a donc,

j'0(P )j < 2"NN1M; N1 = 2r(2��0)
�

pour A. Choisissons donc, " tel que 2"NN1<�, � �etant un nombre positif

plus petit que 1; nous avons alors, j'0(P )j<�M .

Si l'on repart de '0(P ) au lieu de '(P ), on atteindra tout pareillement

�a la premi�ere approximation de '0(P ), soit '00(P ), holomorphe dans A et

telle que, soit '00 = '0�'00; j'00j< �2M pour A. '00(P ) est donn�ee par la

di��erence, I01(P )�I02(P ), dont

I 01(P )=

Z
(l;�)

[�(x01; y
0; P )�K1(x

0

1; y
0; P )]�0(x01; x2; : : : ; xn; y

0)(dx01; dy
0);

I 02(P )=

Z
(l;�)

[�(x01; y
0; P )�K2(x

0

1; y
0; P )]�0(x01; x2; : : : ; xn; y

0)(dx01; dy
0);

dont �0 repr�esente une fonction holomorphe dans C \ (juj < Æ) telle que

j�0j< �NM . En r�ep�etant ce proc�ed�e une in�nit�e de fois, on obtient une

solution d�emand�ee. Ainsi :

Le probl�eme auxiliaire (de No. 27) est toujours r�esoluble.

R�esolution du probl�eme.

30. L'id�ee du M�emoire II et Lemme I. Rappelons l'id�ee du M�emoire

II. Soit D un domaine sur l'espace (x), soit E un ensemble de points de D.
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Nous appellerons que E est ext�erieurement holomorphe-convexe par rapport

�a D, siE b D, et encore si la fermeture47 de E sur D est la limite d'une suite

d�ecroissante des domaines partiels (connexe ou non) de D, holomorphes-

convexes par rapport �a D. Si �1;�2 sont deux domaines partiels (connexe

ou non) de D, holomorphe-convexes par rapport �a D, l'intersection �1\�2

poss�ede la même propri�et�e. Soit E un ensemble de points tel que E b D,

soient F1; F2 deux ensembles de points de D contenant E, ferm�es compacts

et ext�erieurement holomorphe-convexes par rapport �a D; alors, d'apr�es ce

qui pr�ec�ede, il en est de même pour F1\F2. Soit Fp (p = 1; 2; : : :) une suite

d�ecroissante des ensembles de points de D jouissant de la même propri�et�e,

il en est alors, de même pour la limite.

Soit D un domaine holomorphe-convexe sur l'espace (x), soit E un en-

semble de point tel que E b D. Il existe alors, un ensemble F de points

de D contenant E, ferm�e compact et ext�erieurement holomorphe-convexe

par rapport �a D. Soit H l'intersection de tous les F ; H est �evidemment

un ensemble de points de D contenant E, ferm�e et compact sur D; nous

appellerons H; (H){fermeture de E par rapport �a D. � H est l'intersection

d'un nombre d�enonbrable des ensembles F convenables.�
Rappelons pour l'e�et, le mode de raisonnement du th�eor�eme I, et nous

trouvons imm�ediatement que : SoitD0 un domaine (connexe ou non) tel que

D0 b D, toute fonction holomorphe f(P ) dans D0 peut s'exprimer d'une

s�erie de polynômes par rapport �a un nombre �ni de fonctions d�etermin�ees,

holomorphes dans D, convergente uniform�ement dans D0; dont on peut

limiter les parties r�eelles et imaginaires des coeÆcients des polynômes dans

les nombres rationnels. De l�a, il s'ensuit imm�ediatement le r�esultat ci-

dessus.

Grâce �a ce r�esultat et �a ce qui pr�ec�ede, on trouve facilement que :

La (H){fermeture de E par rapport �a D est ext�erieurement holomorphe-

convexe par rapport �a D.

Concernant les surfaces caract�eristiques, les (H){fermetures jouissent de

la propri�et�e suivante :

Soit D un domaine holomorphe-convexe sur l'espace (x), soit E un en-

semble de points tel que EbD, et soit H la (H){fermeture de E par rapport

�a D. Soit �t un morceau de surface caract�eristique d�ependant du param�etre

t sur l'intervalle 0� t�1, donn�e de la forme f(P; t)=0; P 2V , dont V est

un domaine tel que V bD, et f(P; t) est une fonction holomorphe de (P; t)

au voisinage de (V; [0; 1]), qui ne s'annule pas identiquement48. Alors, H et

47Le plus petit ensemble ferm�e sur D contenant E.
48Par rapport �a P , pour tout t d�etermin�e.
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la famille f�tg ne peuvent pas s'associer de la mani�ere suivante:

1Æ La distance sur D entre H et la fronti�ere de tout �t surpasse une con-

stante positive.

2Æ La distance entre E et tout �t surpasse une constante positive.

3Æ �0 passe par un point de H, et �1 se situe �a une distance positive de

H.

Supposons par absurde, que la famille f�tg existe e�ectivement. Nous

voulons construire une fonction m�eromorphe G(P; t) au voisinage de (H;

[0; 1]), admettant les pôles [f(P; t)]�1. D'apr�es la premi�ere condition, c'est

un premier probl�eme de Cousin; H est ext�erieurement holomorphe-convexe

par rapport �a D; par suite, d'apr�es le th�eor�eme II, ceci est possible.

Soit � la derni�ere des valeurs de t telles que �t passe par H, quand on

fait �a t tracer l'intervalle ferm�e [0; 1] de 0 �a 1; d'apr�es la troisi�eme condition,

� existe certainement. Soit M un des points de H par lesquels �� passe.

Comme (M;�) est un pôle (n'est pas point d'ind�etermination) de G(P; t),

lorsque t tend vers � sur l'intervalle ouvert (�; 1), le module de G(M; t)

augmente ind�e�niment, tandis que, d'apr�es la deuxi�eme condition, G(P; t)

reste holomorphe, quand P se situe au voisinage de E, par suite, si l'on

choisit � suÆsamment voisin de � sur (�; 1), on a max jG(E; �)j< jG(M;�)j,
dont le premier membre signi�e la borne sup�erieure de jG(P; �)j sur E.

Comme G(P; �) est holomorphe au voisinage de H, d'apr�es le th�eor�eme

I, on peut d�evelopper G(P; �) en s�erie de fonctions holomorphes dans D,

convergente uniform�ement sur H. On peut donc, trouver une fonction �(P )

holomorphe dans D et satisfaisant �a max j�(E)j < j�(M )j; ce qui contredit
que H est le minimum. Donc, la famille f�tg ne peut pas exister.

En appliquant ce principe �a la con�guration du lemme I, nous aurons :

Soit D un domaine pseudoconvexe sur l'espace (x) , soit '(P ) une fonc-

tion pseudoconvexe dans D jouissant des propri�et�es suivantes :

1Æ '(P ) poss�ede la propri�et�e (P1).

2Æ Soit D� l'ensemble de points de D donn�e par '(P ) < � (� �etant un

nombre r�eel quelconque), alors D� b D.

Dans cette con�guration, si, pour un nombre r�eel d�etermin�e �, D� est

holomorphe-convexe, tout D� tel que � < � est holomorphe-convexe par

rapport �a D�. De plus, si D même est holomorphe-convexe, tout D� est

holomorphe-convexe par rapport �a D49.

49La premi�ere condition de '(P ) n'est pas n�ecessaire (dont la d�emonstration est
imm�ediate).
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I1 suÆt, pour l'e�et, de v�eri�er la deuxi�eme partie. Supposons que D

soit holomorphe-convexe. Soit �� l'ensemble de points de D donn�e par

'(P ) � �. Comme �� b D, il existe alors, la (H){fermeture de �� par

rapport �a D, que nous d�esignerons par H. Supposons, par absurde, que

H 6= ��. Soit max'(H) = �, alors, � > �. Soit P0 un point de H o�u

'=�. Rappelons le mode de raisonnnement du th�eor�eme que les fonctions

pseudoconvexes ayant la propri�et�e (P0) jouissent de la propri�et�e principale

(No. 16); et nous pouvons facilement r�ealiser dans un voisinage de P0, la

con�guration que nous venons d'aÆrmer d'être absurde. Il faut donc, que

H=��. Comme ceci subsiste pour tout �, D� est holomorphe-convexe par

rapport �a D50.

31. R�esolution du probl�eme. Revenons au probl�eme auxiliaire.

Remarquons que : �Pour �{l�a, le premier probl�eme de Cousin donn�e dans

� est toujours r�esoluble.�
En e�et, comme D3 est holomorphe-convexe par rapport �a D1 et que

fj(P ) (j = 1; 2; : : : ; �) sont des fonctions holomorphes dans D3; grâce au

th�eor�eme I, on peut d�evelopper chaque fj(P ) en s�erie de fonctions holo-

morphes dans D1 convergente uniform�ement �a l'int�erieur complet de D3; la

partie de � sur u<a2 est donc, holomorphe-convexe, de même pour celle

de a1 <u. Supposons qu'un premier probl�eme de Cousin soit donn�e pour

�. D'apr�es le th�eor�eme II, ce probl�eme est r�esoluble pour la partie de �

sur u<a2 ou sur a1<u. Comme tout probl�eme auxiliaire est r�esoluble, le

premier probl�eme de Cousin donn�e est r�esoluble pour �.

Consid�erons comment on peut faire un �0. Supposons sur l'espace

(x) un domaine D tel que les parties D1; D2 soient holomorphe-convexes.

Comme tout domaine holomorphe-convexe, �etant la limite d'une suite crois-

sante de domaines pseudoconvexes, est pseudocovexe, D1 et D2, par suite,

D est pseudoconvexe. On peut donc, appliquer le lemme I �a D, �a savoir :

Il existe une fonction pseudoconvexe '(P ) dans D ayant la propri�et�e (P1)

et telle que, pour tout nombre r�eel �, l'ensemble D� de points de D donn�e

par '(P )<� satisfasse �a D�bD. D�enotons la partie de D� sur u<a2 par

D0

�, et celle de a1<u par D00

�; alors :

� D0

� est holomorphe-convexe par rapport �a D1 et pareillement pour

D00

�:�
En e�et, en prenant des nombres r�eels �0; a02 tels que �0 < �; a02 < a2,

consid�erons l'ensemble F de points de D1 donn�e par '(P ) � �0; u � a02

50Par le même ordre d'id�ee, on peut v�eri�er simplement le th�eor�eme I du M�emoire II
pour le pr�esent cas, sans appeler au M�emoire VIII.
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(supposons que F � O). CommeF bD1 et que D1 est holomorphe-convexe,

on peut consid�erer la (H)-fermeture H de F par rapport �a D1. D'apr�es le

mode de raisonnement expos�e au num�ero pr�ec�edent, nous reconnaissons

imm�ediatement que F =H. Donc, D0

� est holomorphe-convexe par rapport

�a D1. Tout pareillement, D00

� est holomorphe-convexe par rapport �a D2.

Comme il en est ainsi pour D� et que D� est born�e, nous allons con-

struire �0 dans D�. Pour cela, il s'agit de trouver le syst�eme de fonctions

holomorphes fj(P ) (j=1; 2; : : : ; �) dans l'intersection D0

� \D00

� satisfaisant

aux conditions (C) (No. 27). Envisageons ces conditions. Soient (S1); (S2)

deux syst�emes �nis de fonctions holomorphes dans D0

�\D00

�; supposons que

(S1) satisfasse aux premi�ere et deuxi�eme conditions et que (S2) satisfasse

aux troisi�eme et deuxi�eme conditions, nous trouvons alors, que la somme

(S1) [ (S2) remplie ces trois conditions. Il suÆt donc, de les construire

s�epar�ement.

Commen�cons par construire le syst�eme (S2). CommeD1 est holomorphe-

convexe, on peut trouver un syst�eme �ni (S) de fonctions holomorphes dans

D1 satisfaisant �a la troisi�eme condition pour D�. Pour faire �a (S) satisfaire

�a la deuxi�eme condition, pour D�, il suÆt de multiplier toutes les fonctions

de (S) par un nombre suÆsamment petit.

Quant �a (S1), soit P0 un point quelconque de l'ensemble, '(P )=�; u=0.

On peut tracer une surface caract�eristique �0 passant par P0 et restant dans

la partie '(P )>�, except�e �a P0, au voisinage de P0. Soit f(P )=0 l'�equation

de �0; f(P ) �etant une fonction holomorphe. Soit � un nombre r�eel plus

grand que �; nous voulons construire une fonction m�eromorphe G(P ) dans

la partie de D� sur u<a2 admettant les pôles [f(P )]�1. Comme cette partie

de D� est holomorphe-convexe, si l'on choisit � suÆsamment voisin de �,

ceci est possible d'apr�es le th�eor�eme II. Nous prenons, �a nouveau, comme

a2, un nombre r�eel un peu plus petit que l'ancien; alors, la fonction G(P )

est holomorphe pour D0

�, m�eromorphe au voisinage de D0

�; sur la fronti�ere

de l'ensemble de points D0

�, elle admet un seul pôle �a P0. Comme P0 est

un point quelconque sur l'ensemble, en vertu du lemme de Borel, on peut

facilement trouver un syst�eme (S1). En rappelant le mode de raisonnement

que nous venons de faire, nous trouvons que :

�Soient �; �0 deux nombres r�eels tels que �0<�, mais d'ailleurs quel-

conques. On peut faire un �0 de D�, de fa�con que �0 c D�0 .�
Ceci subsiste sous l'hypoth�ese que D1 et D2 soient holomorphe-convexes.

Dans la même condition, nous allons montrer que :

� D� est holomorphe-convexe.�
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V�eri�ons d'abord la premi�ere condition qu'il existe une fonction f0(P )

dans D� admettant les �el�ements de Taylor di��erents �a toute paire de points

di��erents de D�. Soint P1; P2 une paire de points di��erents de D� ayant les

mêmes coordonn�ees, mais d'ailleurs quelconques. Nous voulons de constru-

ire une fonction holomorphe f(P ) dans D�, telle que f(P1) 6=f(P2). Nous
allons y appliquer la m�ethode de H. Cartan51. Soient (x0) les coordonn�ees

communes de P1 et de P2; le point (x0) se situe dans une au moins des

portions u < a2; a1 < u, soit dans u < a2, pour �xer l'id�ee. Comme D1

est holomorphe-convexe, on peut trouver une fonction holomorphe  (P )

dans D1 telle que  (P1) 6= (P2). D'apr�es ce que nous venons de voir, on

peut trouver une fonction m�eromorphe G(P ) dans D� admettant les pôles

 (P )(x1 � x01)�1. Posons f(P )=(x1 � x01)G(P ); la fonction f(P ) est alors,
holomorphe dans D�, et elle prend la valeur  (P ) sur x1�x01 = 0; elle est

donc, une des fonctions voulues. Par l�a, on peut facilement construire la

fonction f0(P ) demand�ee.

Passons �a la deuxi�eme condition, que l'on puisse trouver, pour tout

domaine (connexe ou non) � tel que � b D�, deux domaines (connexes ou

non) �0;�00 satisfaisant �a � � �0
b �00 � D�, de fa�con qu'�a tout point P0

de �00��0 corresponde une fonction holomorphe f(P ) dans D� satisfaisant

�a jf(P0)j > max jf(�)j. Or, pour tout point P0 de D tel que '(P0) = �,

on peut trouver une fonction G(P ) holomorphe dans D�, m�eromorphe au

voisinage de D�, et sur '(P ) = �, elle admet un seul pôle (di��erent de point

d'ind�etermination) au point P0. D'o�u il s'ensuit imm�ediatement que D�

satisfait �a la deuxi�eme condition (o�u on peut prendre toujours �00 = D�).

Soit ensuite, D un domaine pseudoconvexe sur l'espace (x). Dans la

con�guration du lemme II, nous allons montrer que :

(�) � Si tout D� est holomorphe-convexe, D est aussi holomorphe-

convexe.�
En e�et, alors, d'apr�es ce que nous avons vu �a la �n du num�ero pr�ec�edent,

si � < �, D� est holomorphe-convexe par rapport �a D�. Par suite, d'apr�es

le th�eor�eme I, toute fonction holomorphe dans D� est d�eveloppable en s�erie

de fonctions holomorphes dans D�, convergente uniform�ement �a l'int�erieur

complet de D�. Soit �p (p = 1; 2; : : :) une suite de nombres positifs tels

que �p < ap+1, s'augmentent ind�e�niment (dont nous choisissons �1 su�-

isamment grand pour que D�1 � O). Soit f(P ) une fonction holomorphe

dans D�2 , soit " un nombre positif donn�e; nous voulons construire �une

fonction holomophe F (P ) dans D, de fa�con que l'on ait jf(P )� F (P )j < "

51Un mode d'application du premier probl�eme de Cousin. Voir la Note �a la page 249
du M�emoire I.
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pour D�1 :� Soit "p (p=1; 2; : : :) une suite de nombres positifs tel que �"p

converge vers un nombre <". D'apr�es ce qui pr�ec�ede, on peut trouver une

fonction holomorphe f1(P ) dans D�3 telle que jf(P )�f1(P )j<"1 pour D�2.

Nous construisons ensuite, une fonction holomorphe f2(P ) pour D�4 telle

que jf1(P )�f2(P )j< "2 pour D�2 et ainsi de suite. Nous aurons alors, la

suite f2(P ); f3(P ); : : : ; fp(P ); : : : qui converge uniform�ement �a l'int�erieur

de D; par suite, la limite F (P ) est une fonction holomorphe dans D; et

pour D�1 , on a jf(P )�F (P )j<".
Cela �etant, examinons la premi�ere condition pour queD soit holomorphe-

convexe. Soit P1; P2 une paire de points di��erents de D ayant les mêmes

coordonn�ees, mais d'ailleurs quelconques. Si l'on prend �1 suÆsamment

grand, D�1 contient ces points. Comme D�2 est holomorphe-convexe, on

peut trouver une fonction holomorphe dans D�2 telle que f(P1) 6= f(P2).

Choisissons " tel que jf(P1)�f(P2)j> 2". Soit F (P ) la fonction indiqu�ee

ci-dessus, correspondant �a ces f; ": F (P ) est holomorphe dans D et F (P1) 6=
F (P2). On peut donc, construire une fonction holomorphe dans D, admet-

tant les �el�ements de Taylor di��erents pour toute paires de points di��erents

de D.

Examinons la deuxi�eme condition. Soit � un domaine tel que � b

D, mais d'ailleurs quelconque. Pour �1 suÆsamment grand, on a � b

D�1 . Comme D�1 est holomorphe-convexe par rapport �a D�2, il existe

deux domaines (connexes ou non) �0;�00, tels que � � �0
b �00 � D�1,

et qu'�a tout point P0 de �00��0, corresponde une fonction holomorphe

f(P ) dans D�2 satisfaisant �a j(P0)j > max jf(�)j. En choisissant " tel que

jf(P0)j�max jf(�)j > 2", construisons la fonction F (P ); F (P ) est alors,

holomorphe dans D et telle que jF (P0)j > max jF (�)j. Les deux conditions
�etant ainsi remplies, D est holomorphe-convexe.

En combinant ces deux r�esultats interm�ediaires, nous avons :

(�) �Soit D un domaine tel que D1 et D2 soient holomorphe-convexes;

D l'est aussi.�
Soit maintenant, D un domaine pseudoconvexe sur l'espace (x) . Soit

P0 un point quelconque sur la fronti�ere de l'ensembleD�. D'apr�es le raison-

nement du th�eor�eme �a No. 16, que toute fonction ayant la propri�et�e (P0)

jouit de la propri�et�e principale, on trouve imm�ediatement que l'intersection

de D� et d'un voisinage polycylindrique suÆsamment petit de centre P0 est

holomorphe-convexe. Par suite, d'apr�es (�); D� est holomorphe-convexe;

donc, d'apr�es (�); D l'est aussi; que nous formulons :

Th�eor�eme III. Tout domaine pseudoconvexe sans point critique int�e-
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rieur sur l'espace (x) est holomorphe-convexe.

D'o�u il s'ensuit imm�ediatement que, dans la d�e�nition de domaines

holomorphe-convexes, ou de poly�edre analytiques, la premi�ere condition n'est

que la cons�equence de la deuxi�eme.

32. Domaines pseudoconvexes et domaines d'holomorphie.

Corollaire. Tout domaine pseudoconvexe �ni sans point critique int�e-

rieur sur l'espace (x) est un domaine d'holomorphie.

Soit en e�et, D un domaine pseudoconvexe sur l'espace (x) . D'apr�es

le th�eor�eme III, D est holomorphe-convexe; il existe donc, une fonction

holomorpheF1(x) dansD ayant les �el�ements de Taylor di��erents �a tout paire

de points di��erents de D. Supposons qu'il y ait une fonction holomorphe

F2(x) dansD telle que l'on ne puisse la prolonger analytiquement en passant

par aucun point fronti�ere de D; et consid�erons F (P ) = F1(P )+cF2(P ); c

�etant une constante. On trouve que, si l'on choisit c convenablement, F

conserve le caract�ere de F1 et celui de F2 (pour cela, il suÆt d'�eviter un

nombre d�enombrable de valeurs au plus). Il nous suÆt donc, de construire

une fonction F2(P ).

Comme le domaineD est holomorphe-convexe, il est la limite d'une suite

de poly�edre analytiques �p (p= 1; 2; : : :) tel que �p b�p+1. Chaque �p

sera donn�e de la forme,

jfj(P )j � 1; P 2 Rp (j = 1; 2; : : : ; �);

o�u fj(P ) sont des fonctions holomorphes dans D (d�ependant de p), Rp est

un domaine partiel (connexe ou non) de D tel que Rp c �p, (et � d�epend

de p).

Concernant les points fronti�eres du domaine D, nous pouvons choisir

une suite de points Qp (p = 1; 2; : : :) de D comme ce quit suit :

1Æ Qp 2 (Rp ��p).

2Æ Tout point fronti�ere de D s'exprime d'une suite partielle convenable de

Qp (p = 1; 2; : : :).

Soit "p (p = 1; 2; : : :) une suite de nombres positifs telle que la sommeP
"p soit convergente. A tout Qp correspond une des fonctions fj(P ) telle

que, si nous la d�enotons �a nouveau par 'p(P ), soit 'p(Qp) = ap, on ait

japj > 1; j'p(P )j � 1 pour �p. Posons  p(P ) = ['p(P )�ap]p. Soit �p la

surface caract�eristique sur D donn�ee par 'p(P )=ap; (�p passe par Qp:  p

est alors, une fonction holomorphe dans D admettant les z�eros d'ordre p sur

�p; elle ne s'annule pas sur �p.
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En vertu du th�eor�eme I, on peut trouver une fonction holomorphe �p(P )

dans D, telle que l'on ait pour �p,���� 1

 p(P )
� �p(P )

���� < "p
j p(P )j :

Posons

F2(P ) =
Y

[ p(P ) � �p(P )� 1] (p = 1; 2; : : :):

Ce produit in�ni converge absolument et uniform�ement �a l'int�erieur complet

de D, puisque

j p(P ) � �p(P )� 1j < "p

pour �p. La limite F2(P ) est donc, une fonction holomorphe dans D, dont

les z�eros sont donn�es par la somme des z�eros de facteur ( p ��p). Par suite,
F2(P ) admet les z�eros d'ordre p au moins sur la surface caract�eristique �p,

qui passe par Qp, p �etant quelconque. Donc, nous ne pouvons prolonger

F2(P ) en passant par aucun point fronti�ere de D. D est donc, un domaine

d'holomorphie.

C. Autres probl�emes.

33. Deuxi�eme probl�eme de Cousin. Pour le deuxi�eme probl�eme

de Cousin, le cas du M�emoire actuel est le dernier o�u il subsiste conservant

la forme originale et la g�en�eralit�e, en e�et; si l'on introduit les points �a

l'in�ni, il est �a priori �evident que la solution holomorphe n'existe plus, en

g�en�eral; si l'on admet les points critiques non-transcendants int�erieurs, des

z�eros distribu�es sur une surface caract�eristique sur un domaine n'est pas,

même localement, l'ensemble de z�eros d'une seule fonction holomorphe, en

g�en�eral, comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e dans le M�emoire pr�ec�edent. Le

probl�eme inverse de Hartogs �etant r�esolu, il nous suÆt de traiter ce probl�eme

pour les domaines holomorphe-convexes.

Nous avons trait�e ce probl�eme au M�emoire III, pour les domaines d'holo-

morphie univalents et �nis; o�u en un mot, nous avons �etendu le probl�eme

même au champs de fonctions continues pour acqu�erir une notion auxiliaire,

avec laquelle, nous avons exprim�e la conclusion, �a savoir; s'il existe une

solution non-analytique, les solutions analytiques existent aussi. C'est ce

r�esultat-ci que nous allons �etendre.

R�ep�etons bri�evement les notions g�en�erales pour le cas actuel. Soit D un

domaine (�ni sans point critique int�erieur) sur l'espace (x1; x2; : : : ; xn), soit

P un point quelconque de D. Soient f1(P ); f2(P ) deux fonctions contin-

ues52 sur D; nous appellerons que f1 et f2 sont �equivalentes (f1�f2) pour
52Sous le mot, fonction continue, nous sous-entendrons toujours d'être univoque.
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D, s'il existe une fonction continue non-nulle �(P ) telle que l'on ait iden-

tiquement f1(P )=f2(P )��(P ) dans D. Quand f1�f2 pour D, si l'ensemble
de z�eros n'admet pas de point int�erieur, �(P ) est unique; mais, si non, �(P )

n'est pas d�etermin�ee, d'o�u il s'ensuit des ph�enom�enes �etranges. Nous omet-

terons donc, ce cas-ci (o�u une fonction continue s'annule identiquement au

voisinage d'un point), toujours dans la suivante.

Etant donn�es, pour un point quelconque P0 de D, un voisinage poly-

cylindrique 
 autour de P0 et une fonction continue f(P ) d�e�nie dans 
,

de fa�con que, pour toute paire de 
 contigus, les fonctions correspondantes

soient �equivalentes dans l'intersection (condition d'�equivalence), trouver une

fonction continue, F (P ) dansD telle que l'on ait toujours, F (P )�f(P ) dans

. C'est le deuxi�eme probl�eme de Cousin g�en�eralis�e. Si la fonction F (P )

existe, nous appelons que F (P ) prend les z�eros (z) donn�es dans D, dont (z)

s'exprime du syst�eme f(f; Æ)g (remplissant la condition d'�equivalence).

Pour distinguer le probl�eme propre de Cousin du probl�eme g�en�eralis�e,

nous employons les termes, z�eros analytiques, solutions analytiques, et par

fois, pour le but contraire, les termes contraires, z�eros continus, solutions

non-analytiques,� � � . Lorsque des z�eros analytiques (z) sont donn�es dans un
domaine D, il se pr�esente les deux probl�emes, �a la fois.

Etant donn�es des (z) dans un domaineD, nous appelons que (z) sont bal-

ayables, s'il correspond, �a tout point P0 de D, un voisinage polycylindrique


 de centre P0 et une fonction continue f(P; t) d�e�nie pour P 2
; 0� t�1,

satisfaisant aux trois conditions suivantes :

1Æ f(P; 0) poss�ede les z�eros (z); f(P; 1) ne s'annule pas.

2Æ f(P; t) ne s'annule identiquement �a aucune portion �a (2n + 1) dimen-

sions r�eelles.

3Æ Soient (f1; 
1); (f2; 
2) deux quelconques de f(f; 
)g, soit Æ = 
1 \ 
2;
si Æ�O; f1(P; t)�f2(P; t) pour (P 2Æ; 0� t�1).

Etant donn�es des z�eros (z) dans un domaine D, s'il existe une fonc-

tion continue F (P ) dans D admettant les z�eros (z), (z) sont n�ecessairement

balayable pour D. Pour l'aÆrmer, il suÆt de consid�erer,

f(P; t) = (1� t)F (P ) + t:

Si des z�eros (z) donn�es dans D sont balayables, nous pouvons choisir un

syst�eme f(f(P; t); 
)g tel que l'on ait toujours f(P; 1) = 1 identiquement;

encore si (z) sont analytiques, nous pouvons le choisir encore que f(P; 0)

soit toujours holomorphe.

Relativement �a cette notion, soit �(P ) une fonction continue non-nulle

dans un domaine D, nous appelons que �(P ) satisfait �a la condition (�)
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pour D, s'il existe une fonction continue non-nulle �(P; t) pour (D; [0; 1])

telle que �(P; 0) = �(P ); �(P; 1) = 1 pour tout P de D. Nous aurons le

lemme suivant :

Pour que toute d�etermination de log�(P ) soit uniforme dans D, il faut

et il suÆt que �(P ) satisfasse �a la condition (�) pour D.

Quant �a la d�emonstration puisqu'il n'y a rien �a modi�er, nous la r�ep�eterons

pas.

Nous sommes en train d'�etendre la conclusion du M�emoire III au cas

actuel. Or, dans ces circonstances, il sera le plus favorable d'employer la

m�ehode du M�emoire II. Etandrons pour cela le th�eor�eme I (du M�emoire II):

Consid�erons dans l'espace (x) un polycylindre ferm�e C : jxij�ri (i = 1;

2; : : : ; n) et une vari�et�e caract�eristique � d�e�nie au voisinage de C; soit �0

la partie de � sur C. Alors, �0 est ext�erieurement holomorphe-convexe par

rapport �a l'espace (x) (autrement dit, par rapport aux polynômes).

Consid�erons pour l'e�et, l'id�eal g�eom�etrique (I) de domaines ind�etermi-

n�es attach�e �a �, d�e�ni dans un certain voisinage de C. Grâce au th�eor�eme

de H. Cartan, (I) poss�ede les pseudobases locales (voir M�emoire VIII). Par

suite, d'apr�es le th�eor�eme 3 du M�emoire Vll, (I) poss�ede les pseudobases

au voisinage de C. D'o�u, il en r�esulte le lemme ci-dessus.

Th�eor�eme IV. Etant donn�es des z�eros analytiques (z) dans un do-

maine pseudoconvexe D �ni sans point critique int�erieur sur l'espacc (x), s'il

existe une solution non-analytique, les solutions analytiques le sont aussi.

En e�et, alors, (z) �etant balayables, il existe un syst�eme f(f(P; t); 
)g
satisfaisant aux conditions indiqu�ees relativement �a (z); dont, nous sup-

poserons que toute f(P; 0) soit holomorphe et que toute f(P; 1) soit la

constante 1.

Le domaine D peut s'exprime de la limite d'une suite de poly�edres an-

alytiques �p (p=1; 2; : : :) telle que �pb�p+1. Chaque �p est repr�esent�e

au sens habituel, de la forme

jxij � ri; jgj(P )j � 1; P 2 R (i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; �)

(gj(P ) �etant holomorphes dans D). Consid�erons la con�guration de lemme

II relativement au poly�edre �p-ci; nous avons C;�; V �a l'espace (x1; : : : ; xn;

y1; : : : ; y�) (No. 24.). Nous avons vu que, �etant donn�ee une fonction holo-

morphe '(P ) dans �p, on peut la regarder comme être d�e�nie dans V .

Par la même m�ethode, on peut regarder les z�eros balayables (z) ainsi que

le syst�eme correspondant f(f(P; t); 
)g comme être donn�es dans V ; dont

V est holomorphe-convexe par rapport �a l'espace (x; y), d'apr�es le lemme

ci-dessus, pourvu que V soit suÆsamment voisin de �. Par suite, d'apr�es
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ce que nous avons vu dans le M�emoire III (No. 8), nous obtenons une so-

lution sp�eciale, jouissant de la propri�et�e indiqu�ee. En substituant yj =

gj(P ) (j=1; 2; : : : ; �) dans cette solution, nous aurons une solution sp�eciale

pour �p�1 (p>1).

Nous avons ainsi, pour tout �p, une fonction Fp(P; t), elle est continue

pour [P 2�p; 0� t � 1] et telle que Fp(P; 0) soit une fonction holomorphe

dans �p et que Fp(P; 1)= 1 identiquement et encore que Fp(P; t)� f(P; t)
pour [P 2 
; 0 � t � 1]. De l�a il en r�esulte le th�eor�eme, dont le mode de

raisonnement �etant litt�eralement même qu'au M�emoire III (No. 9), nous

l'omettons.

En appliquant le même mode de raisonnement au probl�eme g�en�eralis�e,

on peut obtenir plus facilement le crit�ere suivant :

Pour que le deuxi�eme probl�eme de Cousin g�en�eralis�e soit r�esoluble, il

faut et il suÆt que les z�eros donn�es soient balayables.

34. Probl�emes (C1); (C2); (E), solutions incompl�etes. Suivant

le plan du M�emoire VII, nous allons appliquer la m�ehode de M�emoire I aux

probl�emes (C1); (C2) et (E).

Commen�cons par le probl�eme (C1) g�en�eralis�e dans le Chapitre I.

(�) ��Etant donn�e une �equation fonctionnelle

(1) �i =
X

AjFij (i = 1; 2; : : : ; p; j = 1; 2; : : : ; q)

au voisinage d'un poly�edre analytique �, dont �i; Fij repr�esentent les fonc-

tions holomorphes d�etermin�ees, et Aj signi�ent les fonctions inconnues. Si

cette �equation admet une solution locale partout au voisinage de �, elle

admet une solution (globale) pour un voisinage de �.�
Supposons pour l'e�et, que � soit donn�e au sens habituel de la forme,

jxij � ri; jgj(P )j � 1; P 2 R (i = 1; 2; : : : ; n; j = 1; 2; : : : ; �);

et consid�erons, dans l'espace (x; y), le polycylindre ferm�e :

C : jxij � ri; jyjj � 1

et la vari�et�e caract�eristique � donn�ee par yj = fj(P ); P 2R. Dans cette

con�guration, d'apr�es le lemme II, on peut trouver des fonctions holomor-

phes Gkl(x; y); 	k(x; y) (k = 1; 2; : : : ; p; l = 1; 2; : : : ; q) au voisinage de C

telles que l'on ait sur �; Gkl=Fkl; 	k=�k . Soit (I0) l'id�eal g�eom�etrique

(de domaine ind�etermin�es) attach�e �a � et d�e�ni dans un voisinage de C, et

soit (H1;H2; : : : ;H�) une pseudobase de (I0) pour un voisinage de C.
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Consid�erons l'�equation fonctionnelle

(2) 	i =
X

AjGij +
X

BikHk

(i = 1; : : : ; p; j = 1; : : : ; q; k = 1; : : : ; �)

au voisinage deC; Aj; Bik �etant des fonctions inconnues. Comme l'�equation

(1) admet une solution locale en tout point d'un voisinage de �, il en est

de même pour l'�equation (2) au voisinage de C. Par suite. d'apr�es ce

que nous avons vu �a No. 4, on peut trouver des fonctions holomorphes

Aj ; Bik au voisinage de C, satisfaisant �a l'�equation (2). D'o�u, en substituant

yl = gl(P ) (l=1; 2; : : : ; �), il s'ensuit le r�esultat voulu.

Quant au probl�eme (C2) :

(�) �Soit � un poly�edre analytique sur l'espace (x), soit F1(P ); F2(P );

: : : ; F�(P ) un syst�eme de fonctions holomorphes au voisinage de �. Etant

donn�es pour tout point P0 au voisinage de �, un voisinage polycylin-

drique 
 de centre P0 et une fonction holomorphe '(P ) d�e�nie dans 
,

de fa�con que, pour toute paire (
1; 
2) des voisinages polycylindriques, les

fonctions correspondantes '1; '2 satisfassent �a '1 � '2 mod (F ) en tout

point de l'intersection 
1 \ 
2, on peut toujours trouver une fonction holo-

morphe �(P ) telle que �(P )�'(P ) mod (F ) en tout point de 
; 
 �etant

quelconque.�
En e�et, dans la même con�guration, soit Gi(x; y) (i= 1; 2; : : : ; �) des

fonctions holomorphes au voisinage de C telles que Gi = Fi sur �. Con-

sid�erons un probl�eme (C2) au voisinage de C comme ce qui suit : Nous

allons attacher une fonction  (x; y) �a tout point (x0; y0) au voisinage de

C. Si (x0; y0) est un point de �, prenons pour  une fonction qui prend

la valeur ' sur �. Si non, prenons  hasard. Dans ces circonstances, trou-

ver une fonction holomorphe 	(x; y) au voisinage de C telle que 	 �  

mod (G;H) �a tout point (x0; y0); (H) signi�ant la même pseudobase. Ceci

est �evidemment un probl�eme (C2), donc, d'apr�es le th�eor�eme 2 de VII,

	(x; y) existe. Posons �(P ) = 	(x; g(P )); �(P ) est alors, la fonction de-

mand�ee.

Soit ensuite, D un domaine sur l'espace (x). Consid�erons une couple or-

donn�ee (f; Æ), dont Æ signi�e un domaine partiel (connexe ou non) de D et

f exprime une fonction holomorphe d�e�nie dans Æ. Sur ces (f; Æ), nous pou-

vons d�e�nir tout pareillement qu'au M�emoire VII, les id�eaux (holomorphes

de domaines ind�etermin�es) sur D, les pseudobases (�nies) d'un id�eal,� � � ;
que nous ne r�ep�eterons pas. Pour le probl�eme (E), nous verrons :
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Th�eor�eme V. Etant donn�e, sur un domaine pseudoconvexe D, �ni et

sans point critique int�erieur sur l'espace (x), un id�eal holomorphe (I) de

domaines ind�etermin�es admettant une pseudobase �ni en tout point de D,

on peut trouver une pseudobase �nie de (I) pour tout domaine donn�e D0

tel que D0 b D.

Consid�erons pour l'e�et, la con�guration usuelle du lemme II, sous les

mêmes notations qu'aux propositions (�); (�), en supposant que D0 = �

puisque D est pseudoconvexe).

Soit V un voisinage suÆsamment voisin de C. Soit ('; Æ0) une couple or-

donn�ee, dont Æ0 signi�e un domaine (connexe ou non) univalent dans l'espace

(x; y) et ' exprime une fonction holomorphe d�e�nie dans Æ0. Consid�erons

l'ensemble (J) de ('; Æ0) tel que l'on ait Æ0 � V et que, soit [x; g(P )] un

point quelconque de � dans Æ0, la fonction '[x; g(P )] = f(P ) appartienne

localement �a (I): (J) forme �evidemment un id�eal, sans point lacunaire dans

V .

Soit P0 un point quelconque au voisinage de �, soit [f1(P ); f2(P ); : : : ;

f�(P )] une pseudobase de (I) en P0. Soit (x0) les coordonn�ees de P0, soit

M0 le point sur � ayant les coordonn�ees [x0; g(P0)]. Soient 'i(x; y) (i =

1; 2; : : : ; �) une fonction holomorphe en M0 telle que 'i=fi sur �. Alors,

('1; : : : ; '�; H1; : : : ;H�) donne �evidemment une pseudobase de (J) en M0

((H) signi�e la pseudobase indiqu�ee). En tout point de V , qui n'appartient

pas �a �; (J) poss�ede (1) pour pseudobase. Donc, d'apr�es le th�eor�eme 3 de

VII, (J) poss�ede une pseudobase (�nie) pour un voisinage de C. D'o�u, en

substituant yj=gj(P ) (j=1; 2; : : : ; �), il s'ensuit le th�eor�eme.

35. R�esolution compl�ete des probl�emes de congruence. Il s'agit

de r�esoudre les probl�emes pour les domaines pseudoconvexes mêmes. Pour

les probl�emes (C1); (C2), ceci est possible, comme nous allons exposer.

Th�eor�eme VI. Etant donn�ee, dans un domaine pseudoconvexe D, �ni

et sans point critique int�erieur sur l'espace (x) , une �equation fonctionnelle

(1) �i =
X

AjFij (i = 1; 2; : : : ; �; j = 1; 2; : : : ; �0)

dont �i; Fij repr�esentent les fonctions holomorphes d�etermin�ees, et Aj sig-

ni�ent les fonctions inconnues. Si cette �equation admet une solution locale

partout dans D, elle admet une solution pour D.

En e�et, D peut s'exprimer de la limite d'une suite de poly�edres analy-

tiques �p (p= 1; 2; : : :), telle que �p b�p+1 dont chaque �p est exprim�e

par des fonctions holomorphes dans D. D'apr�es le r�esultat interm�ediaire
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(�), il existe une solution (Ap1; Ap2; : : : ; Ap�0) pour un voisinage de �p. De

l�a, nous allons construire une autre solution (A0

p) comme ce qui suit :

Quant �a (A0

1), posons A
0

1i=A1i (i=1; 2; : : : ; �0).

Pour construire (A0

2), posons Bi=A2i�A0

1i (i=1; 2; : : : ; �0) le syst�eme

(B) satisfait, au voisinage de �1, �a l'�equation fonctionnelle lin�eaire suivante:

(2) B1Fi1 +B2Fi2 + � � �+B�0Fi�0 = 0 (i = 1; 2; : : : ; �0)

Soit (I1) l'ensemble de (B1; Æ) tel qu'�a tout (B1; Æ) corresponde une

solution de l'�equation (2) de la forme (B1; B2; : : : ; B�0) pour Æ. (I1) est

un id�eal et, d'apr�es le th�eor�eme 4 de VII, admet une pseudobase en tout

point au voisinage de �1. Par suite, d'apr�es le th�eor�eme V, (I1) admet

une pseudobase pour un voisinage de �1. De l�a, comme l'�equation (2)

est quelconque, il s'ensuit imm�ediatement que l'�equation (2) poss�ede une

solution formulaire pour un voisinage de �1, que nous pouvons toujours

mettre �a la forme

Bi =
X

Cj�ij (i = 1; : : : ; �0; j = 1; : : : ; �):

Soient encore Bi = A2i � A0

1i (i = 1; 2; : : : ; �0). D'apr�es le r�esultat (�),

correspondant �a ce syst�eme de fonctions (B), on peut trouver un syst�eme de

fonctions holomorphes (C) au voisinage de �1 tel que l'on ait identiquement,

Bi=
P
Cj�ij . Soit "p (p=1; 2; : : :) une suite de nombres positifs telle que

la somme
P
"p soit convergente. D'apr�es le th�eor�eme I, on peut trouver des

fonctions holomorphes C0

j(P ) dans D telles que l'on ait sur �1,���Bi �XC0

j �ij

��� < "1:

Posons

A0

2i = A2i �
�X

C0

j �ij

�
;

A0

2i sont holomorphes au voisinage de �2, le syst�eme (A0

2) satisfait �a l'�equation

(1), et jA0

2i � A0

1ij < "1 sur �1.

Pareillement, nous construisons (A0

3), et ainsi de suite. Les suites de

fonctions A0

pi (p = 1; 2; : : :) convergent uniform�ement �a l'int�erieur complet

de D; soit Ai (i=1; 2; : : : ; �0) leurs limites; Ai sont holomorphes dans D et

satisfont �a l'�equation (1).

Th�eor�eme VII. Soit D un domaine pseudoconvexe �ni sans point

critique int�erieur sur l'espace (x), soit F1(P ); F2(P ); : : : ; F�(P ) un syst�eme

de fonction holomorphe dans D. Etant donn�es, pour tout point P0 de D,

un voisinage polycylindrique 
 de centre P0 et une fonction holomorphe

'(P ) d�e�nie dans 
, de fa�con que, pour toute paire (
1; 
2) des voisinages
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polycylindriques, les fonctions correspondantes '1; '2 satisfassent �a '1�'2
mod(F ) en tout point de l'intersection 
1\
2, on peut toujours trouver une

fonction holomorphe �(P ) dans D telle que l'on ait �(P ) � '(P ) mod (F )

dans tout 
.

En e�et, continuant de regarder D comme limite de la suite �p (p =

1; 2; : : :), d'apr�es le r�esultat interm�ediaire (�), on a une solution �p(P )

pour un certain voisinage de �p (puisque, d'apr�es le th�eor�eme VI, les deux

termes suivants signi�ent la même : � � ' en tout point de 
; ��' dans


). Soit "p (p=1; 2; : : :) une suite de nombres positifs telle que la somme soit

convergente; nous allons construire une nouvelle suite de solutions �0

p (p=

1; 2; : : :) successivement. D'abord, �0

1(P )=�1(P ).

Pour p = 2, soit 	1(P ) = �2(P )��0

1(P ); 	1 est une fonction holomor-

phe au voisinage de �1, telle que

	1 = A11F1 +A12F2 + � � �+ A1�F�;

A1i (i = 1; 2; : : : ; �) �etant des fonctions holomorphes au voisinage de �1,

d'apr�es le th�eor�eme VI. D'apr�es le th�eor�eme I, on peut trouver des fonctions

holomorphes A0

1i(P ) (i = 1; 2; : : : ; �) dans D telles que l'on ait sur �1,���XA0

1iFi �
X

A1iFi

��� < "1:

Posons

�0

2(P ) = �2 �
X

A0

1iFi;

�0

2(P ) est aussi une solution au voisinage de �2, et j�0

2 ��0

1j < " sur �1.

Pareillement, nous aurons une suite de fonctions �0

p (p = 1; 2; : : :), telle

que chaque �0

p(P ) soit une solution au voisinage de �p, et que j�0

p+1��0

pj <
"p sur �p. Cette suite converge uniform�ement �a l'int�erieur complet de D.

La limite �(P ) est donc, une fonction holomorphe dans D, et elle satisfait

identiquement �a �(P )�'(P ) mod (F ) dans tout 
.

36. Probl�eme (E) et exemple contraire. Quant au probl�eme (E),

il n'est pas n�ecessairement r�esoluble pour les domaines pseudoconvexes (�nis

et sans point critique int�erieur sur l'espace (x)), dont l'exemple e�ective est

trouv�e d�ej�a pour les id�eaux g�eom�etriques de domaines ind�etermin�es.

Exemple. Dans l'espace (x1; x2; y1; y2), en prenant un entier positif �

tel que � � 3, consid�erons les quatre fonctions suivantes,

F1=y
�
1�x��1

1 ; F2=y
�
2�x�2x1; F3=y1y2�x1x2; F4=x��2

1 +x�2 ;

d�enotons la vari�et�e caract�eristique d�e�nie par F1 = F2 = F3 = F4 = 0 par

�, et d�enotons l'id�eal g�eom�etrique de domaines ind�etermin�es attach�e �a �
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et d�e�ni dans l'espace (x1; x2; y1; y2) par (I0). Nous allons montrer que le

nombre d'�el�ements de toute pseudobase de l'id�eal (I0) en origine est � ��1.
Supposons par absurde, que l'id�eal (I0) ait une pseudobase

[�1(x; y); �2(x; y); : : : ; ��(x; y)]

en origine, dont � = ��2. Consid�erons, sur l'espace (x1; x2), la surface

de Riemann (�a 2 dimensions complexes) de la fonction t = x
1=�
1 , que nous

d�enotons par R. Soit P un point quelconque de R, soit (x1; x2) les coor-

donn�ees de P , et soit t la valeur de x
1=�
1 �a P . Soit S la vari�et�e caract�eristique

donn�ee par F1=F2=F3=0, soit M un point quelconque de S; quelles sont

les coordonn�ees de M ?

Comme F1 = 0, on a d'abord, y1 = x
(��1)=�
1 = t��1. De F2 = 0, on a

ensuite, y2 = x2x
1=�
1 = "x2t, dont " est un nombre tel que "� = 1, mais

d'ailleurs quelconque. Or, comme F3=0, il faut que x1x2=y1y2= "x2t�=

" x1x2, c'est-�a-dire que " = 1. Donc, M est donn�e par (x1; x2; t��1; x2t).

Relions le point P (x1; x2; t) deR et le pointM -ci de S; cette correspondance

est biunivoque.

Soit (J0) l'image sur R, de la trace de l'id�eal (I0) sur S; pr�ecis�ement-

dit, soit (I0) = f(f; Æ)g, soit Æ0 l'image sur R, de la trace de Æ sur S, soit

f(x1; x2; t
��1; x2t) = '(t; x2) = '(P ), et soit (J0) = f('; Æ0)g; quel est le

caract�ere de l'ensemble (J0) ?

Soit Æ0 un domaine partiel (connexe ou non) quelconque de R, et soit

'(P ) une fonction holomorphe d�e�nie dans Æ0; admettant la propri�et�e (H)

par rapport �a S53, mais d'ailleurs quelconque; consid�erons l'ensemble de

couples ordonn�ees ('; Æ0), et le d�enotons par (OS). Supposons qu'un en-

semble partiel (I) de (OS) satisfasse aux deux conditions suivantes :

1Æ Si ('; Æ0)2 (I); (�; Æ00)2 (OS), on a n�ecessairement �'2 (I) pour Æ0\Æ00.
2Æ Si ('1; Æ1)2 (I); ('2; Æ2)2 (I), on a n�ecessairement '1+'2 2 (I) pour

Æ1 \ Æ2).

Nous appellerons alors, (I) ide�al sur OS).

(J0) est alors, un id�eal sur (OS ). De plus, comme F4=x
��2
1 +x�2=0 n'a

pas de facteur multiple, (J0) est un id�eal g�eom�etrique attach�e �a F4= 0 et

d�e�ni sur toute surface de Riemann R (la d�e�nition �etant la même).

Le point de R sur l'origine est unique, que nous d�enoterons par P0. Une

pseudobase de (J0) en P0 est donn�ee par

�i(x1; x2; t
��1; x2t) = 'i(t; x2) = 'i(P ) (i = 1; 2; : : : ; �):

53� ' admet la propri�et�e (H) par rapport �a S � veut dire que � ' est localement
l'image sur R de la trace sur S d'une fonction holomorphe dans l'espace (x1; x2; y1 ; y2):�
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Consid�erons les fonctions holomorphes sur R comme suivantes :

fi(t; x2) = F4 t
i�1 = (x��2

1 + x�2) t
i�1 (i = 1; 2; : : : ; �+ 1):

Toute fi jouit de la propri�et�e (H) par rapport �a S. En e�et, sur S,

t�(x��2
1 + x�2) = y���1 x��1

1 + y�2 x
���
2 (� = 1; 2; : : : ; �):

De plus, ces fonctions fi(t; x2) s'annule identiquement sur F4 = 0; elles

appartient donc, �a (J0) pour R; par suite, on a au voisinage de P0,

fi = ci1'1 + ci2'2 + � � �+ ci�'� (i = 1; 2; : : : ; � + 1);

o�u cij (j=1; 2; : : : ; p) repr�esentent des fonctions holomorphes de (t; x2) au

voisinage de (0; 0) jouissant de la propri�et�e (H) par rapport �a S.

Consid�erons une fonction holomorphe f(P ) au voisinage de P0 poss�edant

la propri�et�e (H) par rapport �a S; soit f(P ) = f(t; x2); il existe alors, une

fonction holomorphe F (x1; x2; y1; y2) au voisinage de l'origine de l'espace

(x1; x2; y1; y2), telle que l'on ait identiquementF (x1; x2; t��1; x2t) = f(t; x2).

Par suite, en d�eveloppant f(t; x2) en s�erie de Taylor autour de l'origine et

en posant x2 = 0, on a n�ecessairement

f(t; 0) = a0 + a��1t
��1 + a�t

� + � � �

(a0; a��1; a�; : : : �etant des constantes).

Les fonctions 'i(t; x2) doivent s'annuler sur F4 = 0; comme F4 = 0 n'a

pas de facteur multiple, elles sont de la forme,

'i(t; x2) = (x��2
1 + x�2)hi(t; x2);

hi(t; x2) �etant holomorphes. On a donc, au voisinage de t = 0,

'i(t; 0)=x
��2
1 (Ai1+Ai2t+Ai3t

2+� � �+Ai�+1t�)+Bx��2
1 t�+1+� � �

= i(t)+Bx
��2
1 t�+1+� � �

(o�u Aij (j=1; 2; : : : ; �+1) et B sont des constantes).

Posons

cij(t; 0) = 
ij + Æij��1t
��1 + Æij�t

� + � � �
(i = 1; : : : ; �+ 1; j = 1; : : : ; �)

Puisque ��1=�+1, et que

fi(t; 0) = x��2
1 ti�1 = ci1(t; 0)'1(t; 0) + � � �+ ci�(t; 0)'�(t; 0)

(i = 1; 2; : : : ; �+ 1);

73



on a n�ecessairement

x��2
1 ti�1 = 
i1 1(t) + 
i2 2(t) + � � �+ 
i� �(t):

En comparant les coeÆcients de x��2
1 tj�1, on a


i1A1j + 
i2A2j + � � �+ 
i�A�j = "ij

(i = 1; : : : ; �+ 1; j = 1; : : : ; �+ 1)

dont

"ij = 1 si i = j; "ij = 0 si i 6= j:

Avec les variables complexes ind�ependantes z1; z2; : : : ; z� consid�erons

Lk(z) = Ak1z1 +Ak2z2 + � � �+Ak�z� (k = 1; 2; : : : ; �);

on a alors, 
�+11L1 + 
�+12L2 + � � �+ 
�+1�L� = 0 identiquement, dont un

au moins de 
�+1k (k=1; 2; : : : ; �) n'est pas nul, puisque 
�+11A1�+1+ � � �+

�+1�A��+1 = 1; L1; L2; : : : ; L� sont ainsi, lin�eairement d�ependants. D'un

autre côt�e, comme


i1L1 + 
i2L2 + � � �+ 
i�L� = zi (i = 1; 2; : : : ; �);

L1; L2; : : : ; L� sont n�ecessairement, lin�eairement ind�ependants. Ce sont

contradictoires; donc, le nombre d'�el�ements de toute pseudobase de (I0) en

origine doit être � � � 1.

Consid�erons maintenant, dans l'espace (x1; x2; y1; y2; y3), la vari�et�e car-

act�eristique T� donn�ee par

y3 = b� ; Fi(x1; x2; y1; y2) = 0 (i = 1; 2; 3; 4);

o�u � est un entier positif tel que � � 3; b� est une constante, et Fi(x1; x2; y1;

y2; ) signi�ent les fonctions que nous venons d'envisager. Pour l'id�eal g�eo-

m�etrique attach�e �a T� et d�e�nie dans un domaine contenant le point (0; : : : ;

0; b�), le nombre d'�el�ements d'une pseudobase locale en ce point est toujours

� � � 1.

Tra�cons dans l'espace (x1; x2; y1; y2; y3) le polycylindre :

C : jxij < 1; jyjj < 1 (i = 1; 2; j = 1; 2; 3);

prenons la suite b� = 1 � 2�� (� = 3; 4; : : :), consid�erons dans C la vari�et�e

caract�eristique T = T3+T4+ � � � , et consid�erons l'id�eal g�eom�etrique (I1) de

domaines ind�etermin�es attach�e �a T et d�e�ni dans C. D'apr�es ce que nous

venons de voir, il est clair que (I1) ne poss�ede aucune pseudobase �nie pour

C.

(Le 12 octobre, 1953.)
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