
Introduction

1. Algebraic function の net

�

� 


�0

�1

�0
1

x-plane

b

a

c

C D
0

D

y-plane

y=R(x)を non-linearの rational functionとし其の degreeを `とする.

R(�1)(y)のすべての critical pts (図の a; b; c)を closed curve C で連ねよ
う．但し C は everywhere smoothであって double pt.をもたないと考え
る．C によって分たれた y-plane の二つの部分を domains D; D0 としよ
う．relation y=R(x)によって Dに correspondする x-planeの domains

は `個 ある. 之を �1;�2; : : : ;�` としよう．之等の domains は何れも
simply connected であって, かつ一葉である. 其の boundary は critical

pts に correspond する pts (図の �; �; 
) を除いて smooth であって,

double pts をもたない. D0 に correspond する domains �0
1;�

0
2; : : : ;�

0

`

についても全く同様である. 之等の domains を Polygons と云ひ critical

ptsに correspond する点を其の vertices と呼ばう.

3. 此の論文の目的・概要.

Algebraic functionを A(z)とする. 今A(i)(z)を以て iが pos. int.であ
るときには其の order iの it�er�eeを, iが negativeであるときには inverse

fn. A(�1)(z) の order (�i) の it�er�ee を, iが 0であるときには z 自身を
表はさう. rational function R(z) についても同様の notation を用ひよ
う. A(i)(z) = R(j)(z) をみたす pair of integers (i; j)が (0; 0) 以外に存
在するとき, 二つの functions は dependent であると云ひ,然らざるとき
independent であると云はう. (ここに A(i)(z)とは A(i)(z)によって示さ
れる fns の any one を意味する)

Algebraic function A(z)と non-linear rational function R(z)とが per-

mutableであって, かつ independent であるときには, 之等の functions

の net について上の MM. Julia et Ritt の theorem と同じ結論が得られ
る. 此處に述べんとする所のものである.
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I. Composition de relations alg�ebriques.

4. D�eg�en�erations des degr�es.

二つの algebraic relations

A1(x) = y; A2(y) = u

を合成したときの有様を明らかにしようと思ふ.

algebraic function を構成する analytic elements を algebraic element

と ordinary element とに区分する. 今 A1(x)から ordinary element y=

E1(x� x0) を取り出し , A2(y)から ordinary element u=E2(y � y0) を
取り出して, 之を composeしよう. 此の爲には E1(0)=y0 であればよい.

か様にして得た �el�ement analytique compos�e を u=E3(x � x0) とする.

之によって de�ne せられた analytic function について考へよう. 先づ明
らかに此の functionは algebraic function である. 之を A3(x)としよう.

次に u=A3(x)の degreesを見よう. 此の爲には original element E3(x�

x0) から出発して analytic continuation を実地に行へばよい. relations

A1(x) = y; A2(y) = u の degrees を夫々(
m1
x ;

n1
y ); (

m2
x ;

n2
y ) としよう. 今

Riemann-surface A1(x) = y 上の一点 (x0; y0) に対して u の k 個の pts

が correspond したとする. 勿論 k 5 n2 である. 此の k は Riemann-

surface 上の有限個の singular pts を除いて一定の数であること analytic

continuation によって明らかである. 勿論其の爲には点 (x0; y0) 自身が
singular pt. であってはならない. 夫故点 x0 に対して u の n1k 個の pts

が correspond する.

此の n1k 個の ptsは点 x0 を最も一般の点と考えても, 尚すべて異なる
とは云へない. 今 Riemann-surface u=A3(x) の pt. (x0; u0) に対して y

の h 個の ptsが応じたとする. 此の h も亦点 (x0; u0)が有限個の特別な

点でない限り一定の数である. 夫故 u=A3(x)の degrees を (
m3
x ;

n3
y )とす

れば

(1) n3 =
n1k

h

となる.

n3<n1n2のとき d�eg�en�eration de degr�eが起ると云はう. 更に k<n2の

爲に起る d�eg�en�erationを de la premi�ere esp�eceと云ひ,
k

n2
を其の index

と云はう. h>1 の爲に起る d�eg�en�erationを de la deuxi�eme esp�ece と云
ひ, hを其の index と云はう.

第一種の次数の低下が起るときには, 上に云った A2(y) の element

E2(y � y0) の撰擇によって結果の函数が異なるのが一般である. 之等
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をすべて Fonction alg�ebrique compos�ee と呼び A2[A1(x)] 或は簡單に
A2 �A1(x)を以て表はさう. 第一種の次数の低下が起らなければ Fonction

compos�eeは unique に定まる．
第一種の次数の低下は analytic continuation によって明らかなるが如

く, A
(�1)
1 (y) の critical pts と A2(y) の critical pts とが同じ位置に来な

い限り決して起らない.

第二種の次数の低下は A1(z) に関する一点の cons�equents imm�ediats

の集りと A2(z) に関する何れかの点の ant�ec�edents imm�ediats の集りと
の間に一点以上の一致があったときにのみ起る.

5. Relation entre les degr�es.

Algebraic relations A
(�1)
2 (u)=y; A

(�1)
1 (y)= xを compose するときの

第一種の次数の低下の index を
g

m1

とすれば, 次の 3つの式が得られる

(勿論 fonction compos�eeが前節の fonction compos�eeの inverse fn.とな
る様にとる)

n3

n1
=

k

h
;

m1

n2
=

g

k
;

m2

m3
=

h

g
;

(2) )
m3

n3
=

m1

n1

m2

n2

6. Relation entre les nombres de points critiques.

Algebraic element が s-valued であるとき, 其の element の order は
sであると云ふ. s� 1を其の algebraic function のすべての algebraic

elements に汎って sum upしたものを其の function の critical pts の数
と云ふ.

前々節の function u=A3(x) を A1(x)=y の Riemann-surface 上に於
て位置の function として考へよう.

正確を期する爲 algebraic relation A1(x)=y の functions uniformisan-

tes x=f(t); y=g(t) を採らう. 但し Riemann-surface x上の任意の点の
まわりと, 之に correspond する tの一点のまわりとは, 常に conformally

に represent せられて居る様なものをとる. 即ち Riemann-surface x上の
ordinary pt. に於ては, 普通の意味に於て conformally に represent せら
れて居るし , s-sheets に汎る critical pts x0 と tの corresponding pt. t0
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との関係は, t-plane の corresponding angleが
1

s
になって居る様なもの

をとる. g(t)についても同様である. か様な fonctions の存在することは
我々のよく知る所である.

然るときは uは tの k-valued functionである. 此のとき fonction u(t)

は tの existence domain内に於て ordinary elementと algebraic elememt

としかもたない. 之等の algebraic elememts の orders から夫々1を引い
たものを Riemann-surface 全体に丁度 correspond する t の domain 全
体に汎って sum upしたものを Riemann-surface A1(x)=y 上に於ける u

の critical pts の数と云はう.

A1(x) の critical pts の数を N1, A3(x) の夫を N3, Riemann-surface

A1(x)=y上に於ける uの critical ptsの数を�, Riemann-surface A3(x)=

u 上に於ける位置の function y の夫を � とすれば

(3) N3 =
kN1 � � + �

h

であることを証明しよう. (此の際もし第一種の次数の低下が起るならば,

上の諸数は同一の system について取らなければならないこと勿論であ
る.)

A1(x) = y の analytic element y = E1(x � x0); A2(y) = u の ana-

lytic element u = E2(y � y0) をとる.但し E1(0) = y0 とする. 之をく
み合せて A3(x) = u の element u = E3(x � x0) を得たとし , E3(0) =

u0 とする. elements E1; E
(�1)
1 ; E2; E

(�1)
2 ; E3; E

(�1)
3 の orders を夫々

t1; s1; t2; s2; t3; s3 とすれば , 前に (1)式を得たときの論法を correspond-

ing pair of pts x0; y0; u0 のまわりの small domain 内に於ける analytic

continuation に関して反覆して

t3 =
t1 t

0
2

v

が得られる. t02; vは之等の corresponding small pairs of domains 内に於
て夫々前の k; hと同様の meaning をもつ数である. 此の式を変形すれば

v(t3 � 1) = t02(t1 � 1)� (v � 1) + (t02 � 1)

となる. 之をすべての algebraic elements の combination に汎って sum

up すれば目的の式が得られる. C.Q. F.D.

ここに注意すべきは s1 と t2 との greatest common divisor を r とす
れば

t02 =
t2

r

なることである.
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II. L'ensemble de points critiques.

7. Conditions.

Rational function を R(z) とし algebraic function を A(z) とする.

R(x)=y; A(y)=uなる compositionに関しては第二種の次数低下は決し
て起らない. 之に反し A(x)=y; R(y)=u なる compositionに関しては第
一種の次数低下は決して起らない. 夫故 R�A(x)は常に只一つの analytic

functionを意味する1. A�R(x)によって表はされる functions 中に R�A(x)

と等しいものがあるとき, 二つの functions A(z); R(z)は permutableで
あると云はう.

以下我々は A(z) と R(z) とが permutable かつ independent で, 更に
R(z)が non-linear であるとの條件のもとに考へよう.

8. Genre de A(z).

A(z) の genreが 0又は 1であることを証明しよう.

R(z) の degree を `とし y=A(x) の degrees を (
m
x;

n
y)としよう．先づ

次の composition

R(x) = y; A(y) = u

を fonction compos�eeが u=R�A(x) となるものに関して見よう. 此のと
きの有様は次の図によって示すのが明らかであらう

x1
x11; x12; � � � ; x1g
x21; x22; � � � ; x2g

xm1; xm2; � � � ; xmg

� � � � � � � � �

y1

y1

y2

ym

u1

u1; u2; � � � ; uk k 5 n

g 5 `
...

u=R�A(x) の degrees を (
m1
x ;

n1
u ) とし , A(�1)(u) の critical pts の数を

2(m+p) とし , A(�1) �R(�1)(u) の夫を 2(m1+p1) とし , Riemann-surface

A(y)=u上に於ける位置の fn. xの critical ptsの数を �とすれば, formula

(3)により

2(m1 + p1) = g � 2(m+ p) + �

or p1 = g � p+
�

2
:

然るに formula (2)から
g

n1
=

`

n
:

1“第一種次数低下が起れば必ずことなった fns が出来る."
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故に我々は若し必要ならば R(z)の代りに其の it�er�eeをとることが出来
るから g>1と考えて一般性を失はない．故に若し

p > 0 ならば p1 > p

である．然るに composition

A(x) = y; R(x) = u

に於て, 第二種の次数の低下の Index を h とすれば Formula (3)から

2

�
n

h
+ p1

�
=

2(n+ p)� �

h
:

ここに � は Riemann-surface u = R �A(x) 上に於ける位置の fn. y の
critical pts の数である.

or p1 =
p

h
�

�

2h

) p1 5 p

此の二つの不等式から p50 をうる2. C.Q. F.D.

(この証明に independency は不必要である).

9. Permutabilit�e.

A(z)は明らかに R(z) の it�er�eesと permutable である.

A(�1)(z)も亦 R(z) と permutable である.

R�A(z)も亦 R(z) と permutable である3.

夫故 A�R(z)の内には必ず R(z) と permutable のものがある.

次に A(z) の it�er�ees の permutabilit�e について見よう. A(z) の order

i の it�er�ee A(i)(z) は一般に数個の analytic functions を表はす. 之を
A1(z); A2(z); : : : ; Aj(z) としよう. 此の内の任意の 1つ A01(z)をとれば

R �A01 = A02 �R

となる. ここに A02 も亦上の functions の 1つであり, かつかかる A02

は unique に定まる. 之を反覆して得らるるすべての fns を其の順に
A01; A02; : : : ; A0r とすれば

R �A0r = A0s �R; s 5 r

2\A が R のある it�er�ee と permutable のときにも同じことが云える"
3尚 A が R(i) と permutable ならば, R�A は R(i) と permutable である.
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である.

) R(r�s+1) �A0s = A0s �R
(r�s+1)

したがって A(i)(z) の内には必ず R(z) のある it�er�eeと permutable な
ものがある.

10. Fonctions r�eduites4.

R(z) と A(z) から fonction compos�ee をつくるとき, どちらの順に対
しても次数の低下が起らなければ, A(z) は R(z) に関して r�eduite であ
ると云ふ. (A(z)が R(z)と permutable ならば , 1つの順の composition

に対して次数の低下が起らなければ , 他の順の夫に対しても起り得ない).

positive integer iを適当に大きくとれば, R(i)�A(z)は必ず R(z) に関して
r�eduiteである. 以下 A(z)は R(z)に関して r�eduiteであると考へよう.

所で A�R � R�Aであるから5

A �R(2) = R �A �R = R(2) �A:

然るに後者 R(2) �Aは unique な function を表す6. 夫故 A�R(2) によっ
て表はされる function は只 1つしかない. 夫故第一種の次数低下は起り
得ない7.

即ち A(z)が R(z)に関して r�eduiteならば, R(z) の any it�er�eeに関し
ても r�eduiteである.

次に A(z)の order i の it�er�eeを考えよう. 今

A(i)(z) = A1(z); A2(z); : : : ; Aj(z)

とする. 之等の functions any one を A01 とすれば

R �A01 = A0s �R(a)

A01 �R = R �A0t(b)

が成立する. ここに A0s; A0tはともに上の fnsのいずれかである. 上の式
に於て A0sが unique に定まることは既に云った. 下の式に於てA0t は一
般に unique とすぐには断定できない. 今 A01 �R = R�A02 をみたす any

one を A02 とし A02 �R = R �A03 をみたす any one を A03 とする. か
様にして相異なる fns A01; A02; : : : を得たとする. 此の process を反覆す
れば遂には同じ fn.が表はれなければならない. 然るに (a)の processが

4permutable とは別である.
5R(i) と permutable としてやって行ける.
6R(x)=y の Riemann-surface は xによって uniformisieren されるから, u は此の面

上で只一つの analytic fn. でなければならない
7
* R(z) が rational だから
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unique であることから,最初に表はれる functionは A01 でなければなら
ない. 之等の process (b)によって作らるる cycle of fns を

A01; A02; : : : A0r

とする. 然るときは, A01; A0r; : : :A02 は process (a)が unique であるか
ら, 順位をも含めて A01 にのみ depend する. 即ち (b) の process も亦
unique である. 之は A01�Rが unique な function を表はすことを意味す
る.それ故 A(i)(z)によって表はさるる fnsはすべて R(z)に関して r�eduite

である8.

更に上の結果は A(i)(z) によって表はされる fns はすべて R のある
it�er�eesと permutable であることを示す.

11. Relation entre des points critiques.

以下我々は若し必要ならば A(x) の代りに R(i) �A(x) (i : pos. int.) を

とることにより y=A(x) の degrees (
m
x;

n
y)に於て m>n と考えよう9.

さて composition R(x) = y; A(�1)(y) = u をみよう. 其の fonctions

compos�ees の内には必ず R(z) のある it�er�eeと permutable であり, 從っ
て genre が 1を越えないものがある. 夫についての composition の有様
を次の図によって示さう

x1
x11; x12; � � � ; x1g
x21; x22; � � � ; x2g

xn1; xn2; � � � ; xng
� � � � � � � � �

y1

y1

y2

yn

u1

u1; u2; � � � ; uk k 5 n

g 5 `
...

之等について Formula (3) N3 =
kN1 � � + �

h
が如何になるかを見よう.

先づ第一の diagramについては

N3 = �

をうる. 夫故
� 5 2k:

然るに, 若し A(�1)(y) の critical pts の内, たとへ 1つでも R(�1)(y) の
critical ptsに重ならないものがあれば

� = g

8全く同様に R(i) に対しても r�eduite である
9A が R のある it�er�ee と permutable とする.
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である. 故に若し
g > 2k

ならば A(�1)(y) の critical pts はすべて R(�1)(y) の critical pts に含ま
れる.

全く同様に第二の diagramから, 若し

k > 2g

ならば , R(�1)(y) のすべての critical ptsは A(�1)(y) の critical ptsに含
まれることが云はれる. 然るに

g

k
=

`

m

である. 故に

`

m
> 2

`

m
<

1

2

なるに從ひ, 或は A(�1)(z) の critical pts がすべて R(�1)(z) の critical

ptsに含まれ, 或は後者が前者に含まれる.

次にこの不等式について見よう. 我々は上の推論に於て R(z) の任意の
it�er�eeを以て R(z) におきかへることが出来る. 此のとき ordreが充分大

ならば
`

m
>2である. 尚此のとき A(z)の critical ptsはすべて R(�1)(z)

の critical ptsに含まれる.

次に A(z)の代りに其の任意の it�er�eeを以てすることが出来る. 此のと

き其の orderさへ充分大ならば m>n なる故
`

m
<
1

2
であること formula

(1)から明らかである.

12. L'ensemble de points critiques.

R(�1)(z)のすべての it�er�eeの critical ptsの ensemble を ER で以て表
はさう. R(�1)(z) の critical pts を �1; �2; : : : ; �r とすれば R(�i)(z) の
critical ptsは

�j ; R(�j); : : : ; R
(i�1)(�j) j = 1; 2; : : : ; r

である. 今 �i; R(�i); R
(2)(�i); : : : を suite (�i)と呼ばふ. 然るときは ER

は suite (�i) i = 1; 2; : : : ; r からなる.

次に A(�1)(z)10 のすべての it�er�ees の critical pts の ensemble を EA

で表はさう. EA の con�gurationは ER の如く簡單ではない.
10m>n r�eduite
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今 EA が無限個の点を含むと假定しよう. 然るときは positive integer

i を任意にあたへたとき EA には必然次の 2つの conditions をみたす pt.

zj が必ず存在する.

1. zjは A(�j)(z) の critical pt.であって orderが j 以下の A(�1)(z)

の it�er�eeの critical ptsではない.

2. zj は A(�1)(z) の critical pts の A(z)に関する orderが i 又は夫
以下の consequent ではない.

さて zj 点に於ける A(�j) の algebraic element を考へ, 夫によって
zj に correspond する点を z0 とする. z0 の A(z) に関する consequent

immediate を次々に適当にとれば , j 回の後 zj に達する chain of ptsを得
る. 之を z1; z2; : : : ; zj�1; zj としよう. 所で ordinary elementsを compose

すれば algebraic elementsは得られない. ) condition 1により zsは A(�s)

の critical pts である. 次に condition 2 により此の chain of pts 中には
相異なる ptsが少なくとも i+ 2 個ある.

然るに前節の結果により ensembles ER; EA は一致しなければならぬ.

故に此の chainは suite (�i) (i=1; 2; : : : ; r)の点からなる. 今 i+2> rと
しよう. 然るにときは何れかの suite の少くとも 2つのことなる点を含ま
ねばならぬ. 假りに之を suite (�1) としよう. 然るときは

zs = R(s0)(�);

zt = R(t0)(�);

s0 < t0; s 6= t

が得られる. 然るに
zt = A(t�s)(zs):

今 A(t�s)=A1; R
(t0�s0)=R1 とおけば

R1(zs) = A1(zs):

然るに R1 は R の it�er�eeであることから

R
(i)
1 �R1(zs) = R

(i)
1 �A1(zs) = A1 �R

(i)
1 (zs):

之は R
(i)
1 (zs)も亦 zs と同じく次の方程式

R1(z) = A1(z)

の根であることを示す. 同様にして此の方程式は

zs; R
(i)
1 (zs); R

(2i)
1 (zs); : : : : : :

10



をすべて根としてもつ. 然るに此の方程式が identity であることは我々
が第七節にあたへた condition と背反するから, 上の suite は有限個の相
異なる pts を含むのみである. 從って suite (�1) は有限個よりなる. les

ensembles ER; EA から suite (�1)を除き去った残りについて全く同様の
ことが云ひ得られる. 故に ensemble EA が無限個の点よりなるとの假定
はあやまりである. 故に

ER = EA : �nite

13. Classi�cation de points critiques.

Rを其の it�er�eeでおきかへることにより ERの ptsを整頓しよう. 先づ
R を其の it�er�eeでおきかへることにより R(�1) の critical pts と ER の
pts とが一致すると考へられる. 之等の ptsは R(z) の cycles invariables

に屬するか, 其の ant�ec�edents であるかのいずれかである. で R(z) を
復び其の it�er�ee でおきかへることにより, ER の pts は R(z) の points

invariables か, 之等の critical pts の ant�ec�edents imm�ediats かいずれか
にすることが出来る.

次にR(�1)(z)の critical ptsを分類しよう. R(z)の points invariablesで
あるものを R(�1)(z)の points critiques invariablesと云ひ,之等の critical

pts の ant�ec�edents imm�ediatsなるものを points critiques variables と云
はう. 更に points critiques invariablesの 1つをかりに aとすれば, pair of

pts (a; a)によって定められる R(�1)(z)の analytic elementが algebraicで
あるとき,之を singulierであると云ひ,然らざる pts critiquesを ordinaire

であると云はう.

III. Points critiques singuliers.

14. Points invariables de R(z).

R(z) の points invariables はすべて r�epulsifs なることを証明せん. 但
し Points critiques singuliers を除く.

y = R(z)に於て y-planeと x-planeとを同じ non-singular linear trans-

formation y0=L(y); x0=L(x)をほどこすも,かくて得る rational function

は critical pts 及び invariant pts に関し R(z) と全く同じ property を持
つを以て, 問題の critical pts は有限の位置にありと考ふることをう. 之
を z0 とせん. 更に z0 を point critique singulier ならずと考へん.

u-plane z-plane

C

u1

� D

z1

z0

z4

z3

z2
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z0のまわりに simply connectedにして一葉よりなる domain Dをとり次
の properties をもたしむることをう.

1Æ Dは z0 以外に R(�1)(z)の critical pts を含まず.

2Æ Dは 3つの invariant pts z2; z3; z4 を含まず.

3Æ Dは repulsive invariant pt. z1 を含む.

之等の性質をもつ domain D をうるため R(z) を其の it�er�ee を以ておき
かふるも, 上の定理は影響せらるることなし .

R(�1)(z); R(�2)(z); : : : : : :

の内, 点 z0 に於て value z0 をとるものを D 内に於て考ふれば , 1Æ によ
り, 之等はすべて uniform なり. 次に 2Æ により之等の suite de fonctions

は 3つの values z2; z3; z4 をとることなし . 故に famille normale をつく
る. 其の 1つの uniformly に converge する Partial family をとり之を

R(�i1)(z); R(�i2)(z); : : : : : :

とし , fonction limite を '(z)とせん. '(z)は fonction m�eromorpheなる
か constanteなるかいずれかなり. 先づ前者なりと假定せん. 然るときは
'(z)は明らかに D 内に於て biuniform なり. 故に u='(z)により Dに
correspond する u-plane の domain を � とすれば , �は一葉よりなる.

今 '(z1) = u1 とし u1 を center として �内に circle C を 描けば ,

domains R(�ik)(D)は kをある一定数より大にとればすべて domain Cを
含む.云ひ換ふれば domains R(ik)(C)はすべて D 内にあり. 依て pt. u1
は R(z)の it�er�eesの集合に於ける essentially singular ptsの集り E 0なる
能はず. 之は z1が R(z)の repulsive invariant pt.なりとの假定と矛盾す.

故に '(z)は identically に 0なり. 依て z0は repulsive なり. C.Q. F.D.

15. Existence de point invariable r�epulsif commun.

R(�1)(z) の critical pts を含まない simply connected domain に於て
A(�i)(z) (i : pos. int.) は uniform である.

D(i)

D

�

z0

z1

a

今 z0 を R(z)の repulsive invariant ptとし ,

R(�1)(z)の critical pt.でないとする. z0のまわ
りに R(�1)(z)の critical ptsを含まない一葉の
simply connected domain Dをとる. R(i)(D)=

D(i) とする. (i : pos. int.) z1 を A(z)11に関す
る z0 の 1つの ant�ec�edents imm�ediat とする.

z1 も亦 R(�1) の critical ptでないと見られる.

11r�eduite であればよい
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R(z)の it�er�eesの exceptional ptsは 2をこえないから, z1が exceptional

でない様に z0をとることが出来る. 然るときは iを充分大にすれば D
(i)は

z1 を含む. 今 A(�1)(D) = � とし, この branchに関して A(�1)(z0) = z1

とする. D を充分小さくとれば , � は一葉の domain であるのみならず,

D を充分小さくすると共に iを充分大にすることにより, D(i)は �を内
に含むと考へてよい. 夫故 R(i) �A は � 内に少なくとも 1つの repulsive

invariant pt. a をもつ. 此の R(i) �A(z) は A(z) と全く同様の性質をも
つ. 以下之を改めて A(z)と考へよう. A(z)は次の如き ordinary element

E(z � a) をもつ

E(0) = a

jE 0(0)j > 1:

� 内に於て E の it�er�eesによって de�ne せられる A(z) の it�er�ees を
考へると, 之はすべて uniform の functions である. 然るに此の suite は
famille normale をつくることが出来ない. 夫故此の a 点は A(z)に関し
E0 の点が R(z)に関して持つと全く同様の property をもつ.

次に suite de points a; R(a); R(2)(a); : : : を考へると,之はすべて A(z)

の points invariables である. 夫故 i をある適当な pos. int.とすれば ,

R(i)(a) = b は R の cycle invariable の点である. 以下此の b 点を R の
point invariable であると考へよう.

b は R(z) の point invariable r�epulsif か point critique singulier か何
れかである. 先づ後者であるとしよう. 然るときは domain R(k) �A(j)(�)

は � を如何に小にとるも, j 及び k が共にある pos. no. より大ならば ,

Rの it�er�eesに関する exceptional ptsの附近をのぞき plane 全体を cover

する.

然るに A(j) �R(k)(�)は �が a の附近のある限られたる domain 内に
あるときは kが j よりも充分大ならば aの附近を coverするにすぎない.

然るに R(k) �A(j)(�) =A(j) �R(k)(�) であるから此のことは矛盾である.

夫故 b は R(z) の repulsive invariant pt. である. 我々は y=R(x) 及び
y =A(x) の y-plane, x-plane に同じ non-singular linear transformation

を施して R 及び A を modify することにより b=0 と考へよう.

此の pt. 0について見よう. 上にのべた所により A(z) には次の如き
analytic element EA(z) の存在すること明らかである.

1. E(0) = 0.

2. 0の附近に如何に小な domain �をとるも, pos. int. iを充分大にと
れば EA(�)は exceptional value の附近をのぞき plane 全体を cover

する.
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次に此の elementが ordinaryであることを云はう.

今 EA(z)が algebraic であったとして, 之を rational part と algebraic

part とに分って expandし

EA(z) = r(z) + csz
s
n + cs+1z

s+1
n + � � � cs 6= 0

としよう. ここに r(z)は其の rational partを示し , sは pos. int.であり,
s

n
6= pos: int:であり, nはかくの如き pos. int.中最小のものである. 次に

R(z) = a1z + a2z
2 + � � �

とすれば ja1j>1である.

先づ R�EA(z) を考へよう. ここに於て z
s
n の coe�. は a1csである. 次

に EA �R(z)を見れば其の z
s
n の coe�. は a

s
n

1 cs である.

) a
s
n

1 cs = a1cs

で
s

n
=1でなければならぬ. 即ち我々の假定はあやまりであって EA(z)

は ordinary elementである. か様に R(z)とA(z)とは common repulsive

invariant pt. 0をもつ.

16. Fonction de Poincar�e commune.

R0(0) = s とすれば jsj> 1 であるから, Poincar�e の示した所により次
の條件をみたす holomorphic element f(t)は 1つ存在し只 1つに限る：

f(st) = R[f(t)]

f(0) = 0; f 0(0) = 1;

analytic function f(t)は明らかに t =1 を除いて uniformである. 之を
R(z)の repulsive invariant pt. 0に於ける Poincar�eの function と云ふ.

所で t = 0 の附近に於て

EA � f(st) = EA �R[f(t)]

= R �EA[f(t)];

故に holomorphic element EA[f(t)]も亦上の functional equationをみた
す. 故に今 E0

A(0) = s0 とすれば

EA[f(t)] = f(s0t)

or f(s0t) = A[f(t)]12:

12si 6= s0
j である multiplicative independent.
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17. R�eseau de la fonction de Poincar�e.

a0

b0 c0

a01

P1

P 1

b

a

c

D

v-plane

y-plane

D

�0

�0 
0

�01

Q1

Q1

C 0

�

� 


�1

�1

�1

C

x-plane

t-plane

y = R(i)(x) (i : pos. int.) の R�eseau を考える. 即ち R(i) の critical

pts (図の a; b; c)を smoothでかつ double pt.をもたない closed curveで
連ね y-plane を two parts D; Dに分つ. 之等に correspond する x-plane

の domains を夫々 �1;�2; : : : ; �1;�2; : : : とする. これらの分割を夫々
x=f(t); y=f(v) なる relations により t-plane, v-plane に representし
よう.

先づ t-plane から始める. x-plane の 0を center とする circle C 上及
び C 内が x=f(t) により t-plane の t=0 のまわりの closed domain C 0

と bi-univoque な relation にあると考へよう. x-plane の R�eseau の内
closed domain C にあるものは conformallyに t-plane に represent せら
れる. 之等の polygonsをQ1; Q2; : : : ; Q1; Q2; : : : としよう. 此の t-plane

の分割を v = sit なる relation により v-plane に representし, かくて得
る polygons を P1; P2; : : : ; P 1; P2; : : : としよう.

然るときは y=f(v)なる relationにより P1; P2; : : : はいずれも Dに,

P 1; P 2; : : : はいづれもD に correspond する. この分割は明らかに iに
independent であるのみならず, i を大にすることにより v-plane の有限
部分はことごとく分割しおわることが出来る.

此の分割を f(t)の R�eseau と云はう. 上にのべた所をまとめて云へば ,

f(t)の R�eseauと R(z)の it�er�eesの pt. 0のまわりのR�eseauとは similar
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である13.

18. Valeurs assymptotiques de la fonction de Poincar�e.

f(t)の polygons の内には point at in�nity まで拡がって居るものが
あらう. Polygons のかかる部分は R(�1) の point critique singulier に
correspond する vertex の附近に限ることを証明しよう. 之は f(t) が
R(�1) の point critique singulier 以外に valeurs assymptotiques を持た
ないと云ふのと同じことである.

今 z-plane に一点 a をとり, 0を起点とし a を終点とする curve Lを

L

a

O

C1

C2

考へる. 但し Lは stereographic projection

による spherical imageが Jordan's curveに
なる様なものであって, かつ R(�1) の criti-

cal pts を通過しないとする. 今 z-plane を
R(�1)(z)によって次々に transformしよう.

この各 processに於て L の imege の内 0を
起点とするものは只 1つである. 之等を順に

L1; L2; : : : としよう.

さて上述の定理を証明するには次のことを証すればよい :

L; L1; L2; : : : が 0に convergeしなければ, aは R(�1)の point critique

singulier である.

R(z) の 0に於ける analytic element を ER(z) としよう. 其の con-

vergence circle 内に 0を中心として充分小な circle C1 を描けば , closed

domain C1 を E
(�1)
R (z)で次々に transform すれば , 此の domain は reg-

ularlyに 0に tendする. C2 を C1と concentricな domain C1 内の circle

とする.

今 L; L1; L2; : : : が 0に converge しなかったとしよう. 然るときは
C1 の propertyから之等のいずれも closed domain C1 外の点をもつ. 今
L; L1; L2; : : : が最初に circle C2と出會ふ点を夫々z0; z1; z2; : : : とし , 之
に correspond する L上の点を夫々z0; z00; z

00
0 ; : : : としよう. circle C2 は

circle C1と同じ propertyをもつから, 之等の ptsは regularly に L 上を
遠ざかる. 故にかならず unique な limit pt. をもつ. 之を � としよう. �

は次の 2つの property をもつ.

1. �自身の imagesは常に C1 外にある.

2. L 上に於て � より少しでも 0に近い点の images はある順位から
向ふはすべて C2 内にある.

13f(t) の R�eseau については vertex の種類と其の angle と以外に polygon の pt. at
1ty に tend する部分が問題になる.
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�の imagesを � 0; �00; : : : とする. 今 � のまわりの domain D 内に於て
pair of pts (�; �0); (�0; �00); : : :によって de�neせられるR(�1)(z); R(�2)(z);

: : : の branches を考へる. 然るときは � の property により, 此の suite

de fonctionsは Dを如何に小にとるも famille normaleをつくることが出
来ない. 夫故上の suite de fonctions は uniform であってはならない. 尚
�0; �00; : : : についても同様でなければならない. 之は � が R(�1) の point

critique singulier でない限り不可能である. L に対する assumption によ
り �=a でなければならない. C.Q. F.D.

19. Points critiques singuliers.

R(z) の it�er�eesの R�eseau の vertices の内 point critique ordinaire に
correspond するものと point critique singulier に correspond するものと
は根本的に異なった性質をもつ. 前者は iteration の ordre を如何程まし
ても,ある一定の angleより sharpにならないに反し ,後者は iterationの
ordre をますとともに如何程でも sharp になる. Rの it�er�ees の全体に関
し z-plane に於て後者の l'ensemble を考へ, 之を Es とする.

Es は其の de�nition よりして transformations

[z jR(z)] 及び [z jR(�1)(z)]

に関して不変である. 更に上にのべた性質よりして transformations

[z jA(z)] 及び [z jA(�1)(z)]

に関して不変である.

z = f(t) なる relation により t-plane に Es の image をつくり, 之を
Esとしよう. (Es の様な Mengeが存在しないことは後に明となる). Es は
transformations [t j s�1t]; [t j s0�1t]に関して不変である.

然るに
R(i)(z) = A(j)(z)

をみたす pair of integers (i; j)は (0; 0) 以外あり得ないから si = s0
j を

みたす pair of integers についても其の通りである. 夫故 log s の 1つを
�, log s0 の 1つを � とすれば , �; �; 2�iは independent である14. 夫故
pair of integers (i; j; k)を適当に選べば ">0 を如何に小にあとふるも

0 < ji�+ j� + k � 2�ij < "

ならしめることが出来る. i.e. sis0j 6= 1 を如何程でも 1に接近せしめう
る. 依て Es は isolated point をもたない. 故に Es は f(t)の exceptional

14今三つの quantities �; �; 
 をあたへたとき, i�+j�+k
=0をみたす pair of integers
(i; j; k) が (0; 0; 0) 以外になければ, �; �; 
 は independent であると云ふ. (原 脚註)
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value 以外に isolated point をもち得ない. 然るに R(�1)(z) の points

critiques singuliers 自身は R(z) の points invariables attractifsであるか
ら, 明らかに Es の isolated pts である. 夫故 f(t) の exceptional values

である. 然るに f(t) の exceptional value の R(z) に関する ant�ec�edents

及び cons�equentsはすべて f(t) の exceptional values でなければならな
い. 夫故,

R(�1)(z)の points critiques singuliers と f(t)の exceptional values と
は一致する.

かつ R(�1)(z)の任意の point critique singulierの R(z)に関する ant�ec�e-

dents は自身以外にない15.

IV. Points critiques ordinaires.

20. Cas sp�ecial

此の章に於て R(z)の it�er�ees の r�eseau の verticesが其の R(�1)(z) の
points critiques に位置するものを除いてすべて相等しいことを云はうと
思ふ.

所で此のことは R(z) と permutable で之に関して r�eduite な (從って
permutable な) fonctionsの ensembleが multiformityに関して上限を持
たない場合には簡單に云ひ得る. 以下之を証明しよう.

先づ R(�1)(z) が pt. crit. sing. をもたないときを考へる. 今 mul-

tiformity がたえず increase して 1 に tend する suite de fonctions

ind�ependentes を Bi(z) (i = 1; 2; : : :)で表し, 之が ni-valued であったと
する. 其のR(�1)(z)の critical pts asに於ける analytic elementsの最大の
ordreを �

(i)
s としよう (s = 1; 2; : : : ; r). set of angles �

(i)
s (s = 1; 2; : : : ; r)

の内無限回反覆せられるものを �s (s = 1; 2; : : : ; r) としよう.

as に correspond する R(z) の it�er�ees の vertices の内 R(�1)(z) の

critical pt.に位置せない any one の angle を
1

�s
2� とすれば

�s = p �s; p : pos: int:

でなければならぬ. 故に R(�1)(z)の it�er�eeの critical ptsの数を考へ, 其
の ordre 1tyに於ける limit をとれば

rX
s=1

�s � 1

�s
5 2:

15尚 Es の点は A(z) 又は A(�1)(z) で transform しても変らない. ) R(�1) の
singular critical ptsの A(z)の cons�equents及び ant�ec�edentsはすべて R(�1) の singular
critical pt. である.
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一方同じことを fonctions ind�ependentes の集りに於てなせば

rX
s=1

�s � 1

�s
= 2:

故に共に等号をとらなければならぬ. 之は p'sがことごとく 1のときに
限る.

R(�1)(z)が 1つの point critique singulier を有するときも全く同様に
して証明し得られる. R(�1)(z) が 2つの point critique singulier をもて
ば , もはや夫以外に point critique をもたない. 之ですべての場合をつく
した. C.Q. F.D.

21. Correspondance entre deux r�eseaux.

前節の研究により我々は今後 R(z) と permutable でかつ之に関して
r�eduite な algebraic function の multiplicitiesは上限 N をもつと考へる
ことが出来る.

x=f(t); y=f(sis0j t)によって de�neせられる xの algebraic function

y を fonction principale と云はう.

R(�1)(z) の critical pts の性質により R(2)(z) の R�eseau について, 其
の corresponding vertices に於ける anglesが R(�1)(z) の critical pts を
除いてすべて等しいことが云へるならば R(z) の any iterateについても
同じことが云へる. 夫故今後 R(2)(z) を改めて R(z) と考へよう.

扨て y=R(i)(z) の r�eseau と fonction principale r�eduite y=B(u) の
r�eseau との correspondance を見よう.

y-plane

x-plane u-surface

X1 X2 Xr U1 U2 Us

� � � � � �

D

y-plane に於ける R(�1)(y) のすべての critical pts を smooth でかつ
double pt をもたない closed curve でむずび , y-plane を two parts に
分ち, 其の一つを domain D とする. D に correspond する x-plane の
polygonsを X1; X2; : : : ; X`i とし , B(u)のRiemann surfaceの polygons
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を U1; U2; : : : ; Um とする. 今 u-surface の任意の一つの polygon を U1

とし , fonction principale comps�ee により (U;D) に correspond する x-

plane のすべての polygons を考へ, 之を X1; X2; : : : ; Xr とする. 之を
U1 に correspond する Syst�eme de polygones と呼び , U1 を其の Poly-

gone d�eterminatifと呼ばう. 同様に X1 を Polygone d�eterminatifとする
Syst�eme de polygones U1; U2; : : : ; Us を考へることが出来る.

Polygone d�eterminatif U1 の一つの vertexが R(�1) の critical pt.に位
置しないときは,之に correspondする Syst�eme de polygones X1; X2; : : : ;

Xr の corresponding vertices は R(�1) の critical pt. に在るものを除い
てすべて same angle で, 上の polygone d�eterminatif の vertex の angle

に等しい. u-surface に於ける Syst�eme de polygones についても同様で
ある. 此の property から R(z) の R�eseau の similarity を云はん爲には
Syst�eme de polygones に関する諸数をよく見なければならぬ.

1つの Syst�eme de polygones S をとる. 先づ S に含まれる polygonの
数が考へられる.

Polygones d�eterminatifs Syst�eme de polygones

S

次に Sに correspond する polygones d�eterminatifsの数が考へられる.

最后に S の 1つの polygon を含む Syst�eme de polygones の数が考へら
れる.

之等の数は analytic continuation によって明らかなるが如く,二つの
r�eseau とそのいずれに S があるかと云ふことにのみ depend する. 勿論
S にも dependしないが, 便宜上之等を夫々 S に関する 1st, 2nd and 3rd

indices と呼ばう.

Sに関する 2nd index と 3rd index との積は S と異なる surfaceに於
ける Syst�eme de polygones に関する 1st index である.

B(u) を n-valante とすれば nr; sは夫々 fonction principale compos�ee

の x; u の degrees である.

次に R(i)(x)の r�eseauを x0=R(�1)(x)を以て transformし x0-planeと
u-surfaceとの関係に於て X1の一つの polygone transform�eX 0

1(R(X
0
1) =

X1)を polygone d�eterminatifとする syst�eme de polygones U 0
1; U

0
2; : : : ; U

0
s

を考へよう. 明らかに此の syst�eme de polygones は前の Syst�eme de

polygones の内に含まれる. 之を Syst�eme r�eduit de polygones と呼ばう.
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之は X1 及び X 0
1 に depend する. 尚 s = s0 =

s

`
である.

u-surface の system についても B(u) が fonction r�eduite であるから
全く同じことが云へる.

22. Cos sp�ecial.

前節の Syst�eme de polygones に関して特別の場合を考へよう. 既に前
章に於て知れるが如く, Polygone d�eterminatif の 1つの Vertexが R(�1)

の point critique singulier でなければ之に応ずる Syst�eme de polygones

の corresponding vertices についても, 1つも point critique singulier に
位置するものがない. 更に point critique ordinaire に於ける fonctions

principales の algebraic elements の ordre は R(�1)(z) によって定め
られる上限をもつことは此の章の始めに於て見た. 夫故 fonctions per-

mutables r�eduites の multiformit�esが上限 N をもつことから Polygone

d�eterminatif の R(�1) の point critique singulier に位置しない vertexに
correspond する Syst�eme de polygones の vertices の内, R(�1)の point

critique に位置するものの数は上限をもつ. これを ! としよう.

今 x-r�eseau に於て一つの Syst�eme de polygones S(x) を考へ, 其の
1st, 2nd & 3rd indices を夫々 r; p; q としよう. 更に u-R�eseau に於ける
Syst�eme de polygones の 1st index を s としよう.

今若し

(a) p > !

ならば S(x) の中にある corresponding vertices は其の R(�1) の point

critique にあるものを除いて Same angle である.

更に若し

(b) r > ` !

ならば S(x) の any polygone d�eterminatif の R(�1)(z) による trans-

form�eesの集りを考ふれば , 其の corresponding vertices の anglesはすべ
て等しい. 但し R(�1) の points critiques に位置するものは除く. 残る所
は只 u-r�eseauには r B(u)を何ととっても常に R(�1) の任意の point cri-

tiqueに位置する vertexがあると云ふことを云へばよい. 之は R(�i)�B(u)

の critical ptsは u-r�eseauの vertex 以外にないことと, iを充分大にすれ
ば R(�i)�B(u)の critical ptsは R(�1) の critical ptsと一致することとか
ら明らかである.

次に condition (a)を変形しよう. 先づ p � q = sである. 更に q < (`i)`
i

である. 故に condition (a)は次の condition (c)を以ておきかえてよい

(c) s < !(`i)`
i
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23. Existence du cas pr�ec�edents.

次に前節の conditions (b); (c) をみたす如き pair of functions R(i)(x)

及び B(u) の存在を云はう.

先づ principal function を其の degreesが共に如何程でも大きくなる様
に撰びうることを証明しよう.

y = A1(x); y = A2(x); : : : : : :

を suite in�nie de fonctions principales とし , 其の degrees を夫々

(
m1
x ;

n1
y ); (

m2
x ;

n2
y ); : : : : : :

とし mi = ni (i = 1; 2; : : :) とする. y=Ai(x)が x= f(t); y= f(sit) で
de�ne せられたとするとき, si を A1(x) の multiplicateur と云ふ. 更に
上の suite が multiplicateur について regularly に 1に converge すると
しよう. 今 ni が上限 n0 をもつとする. 之が不可能であることを云へば
よい.

扨て y =A1(x) について見るに f(t0) = 0; t0 6= 0 とすれば f(sit0) = 0

であるから f(s1s
it0)=A1(0)は i の如何に関せず高々 n0 個の点しか表

はさない. 故に f(s1s
it0) i=0; 1; : : : ; n0 の内には必ず相等しい点がある.

此の点は R(z) の ordreが n0 をこえない invariant cycle に屬し , 從って
或る定まった points の 1つである. y=A2(x); y=A3(x); : : : について
も同様である. しかも

s1s
it0; s2s

it0; s3s
it0; : : :

はすべてことなった点であって,しかも点 sit0に convergeする. かかる無
限個の点に於て f(t)が有限個の値をとることは不可能である. C.Q. F.D.

次に第 10節に於てのべた fonction r�eduiteを更に明らかに見よう. C(z)

を任意の principal functionとしよう. suite de fonctions principales R(j)�

C(z) (j : integer) を ni-valente とするとき

� � � n�2 = n�1 = n0 = n1 = n2 � � �

であるのみならず nj=nj+1 ならば ,夫から右方はたへず等号である. 從っ
て nj>nj+1 ならば夫から左方はたへず不等号である. すべてが等号或は
不等号ではあり得ないから, 必ず境目の数がある. 今 j0 を nj0 =nj0+1 な
る最小の数としよう. このとき principal function R(j0) �C(z) を R(z) に
関して proprement r�eduite であると云はう.

さて M > 1 を如何に大きくあたへても其の degrees が共に MN よ
り大なる fonction principale を考へることが出来る. 此の fonction を
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x = R(�i) � B(u) としよう. ここに B(u) は R(z) に関して proprement

r�eduite であって, i は pos. integer である. iが pos. integer であること
は fonctions r�eduites の集りが multiformit�e に於て上限 N をもつとの
assumption から明らかである.

さて R(i)(x)=y; y=B(u)に於て x-r�eseau, u-r�eseauに於ける Syst�eme

de polygones の 1st index を夫々 ri; si とする.

ri > M; si > M

である.

R(j)(x)=y; y=B(u) j = i; i�1; : : : ; 0に於ける同様のものを rj ; sj と
すれば

ri > ri�1 > � � � > r1 > r0 = 1

si 5 si+1 5 � � � 5 s1 5 s0

である. M を充分大にとれば conditions (b); (c) をみたす rj ; sj が上の
suites 中にあること明らかである：

(b) rj > `!

(c) sj > ! (`j)`
j

依て次の結論が得られる.

R(z) の any iterate の r�eseau に於て corresponding vertices は其の
R(�1) の critical ptsに位置するものを除いてすべて same angle である.

24. Similarit�es des r�eseaux.

我々が上に R(z); A(z)を以て表はす fnsは,第 7節に與へた R(z); A(z)

を以て表はせば R(i)(z); A(j) �R(z), (i; j : pos. integer or zero) である.

次に始めの R(z); A(z)について其の r�eseaux を見よう.

先づ R(z)の it�er�ees の r�eseaux を見るに, 明らかに其の polygons は
similair である. 但し ER に於ける vertices を除く.

次に r�eseaux R(h)(x)=y; A(x)=y を見るに, u=u0 を任意の polygon

U0 の ER の点でない vertexとすれば , h を充分大にすれば U0 に corre-

spond する Syst�eme de polygones の u0 に correspond する vertices の
内には ER に位置しないものが必ずあるから, u0 の angle は夫等の相等
しい angle に等しい. R(z) の it�er�eeと permutable な A(z) の it�er�eeに
ついても同様である.

A(�1)(z)の it�er�eesの内 R(z) の任意の it�er�eeと permutable なものの
r�eseauは similair な polygons をもつ. 但し ER の点は例外である.
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V. Fonctions de Poincar�e.

25. R�eseau de la fonction de Poincar�e.

第 16節に於て de�ne した Poincar�e の function f(t) について見よ
う. 此の function は第 7節に与へた R(z); A(z)に関してmultiplication-

theorems をもつ16.

f(st) = R(i) � f(t) j s j > 1 i : pos. int.

f(s0t) = A(j) � f(t) js0j > 1 j : pos. int.

此の f(t) の R�eseau を見るに当って t=0が R(�1) の it�er�ees の point

critique の集り ER の点であるときと, 然らざるときとに区別する.

1Æ t=0が ER の点でないとき.

f(t) の R�eseau は同種類の vertex に於て同じ angle をもつ. f(t) の
polygonが pt. at in�nityに tendすることあらば,此の部分に correspond

する f(t) の limiting value は必ず f(t) の exceptional value である.

今 ER の点を a1; a2; : : : ; ar とし , R(z) の it�er�eesの r�eseaux の集りに
於て, 之に correspond する vertexの最小の angle を

�

�i
としよう. �i を

ai の ordre と云はう. 明らかに

rX
i=1

�i � 1

�i
= 2:

) 次の六つの場合のみ生ずる.

I: r = 4; �1 = �2 = �3 = �4 = 2 のとき

II: r = 3; �1 = �2 = 2; �3 =1 のとき

III: r = 3; �1 = 2; �2 = 3; �3 = 6のとき

IV: r = 3; �1 = 2; �2 = �3 = 4のとき

V: r = 3; �1 = �2 = �3 = 3 のとき

V I: r = 2; �1 = �2 =1 のとき

2Æ t = 0が ER の pt なるとき.

このときは 0は invariableでかつ ordinaireである. 其の ordreを �とす
れば f(t)の R�eseauは t=0 を除いて f(t)と同じ propertyをもつ. t=0

に於ける angle は此の際 � であって
�

�
ではない.

26. Existences des fonctions ayant les r�eseaux pr�ec�edents.
16但し f(0) を 0 ならしめるため R; A が夫々 non-singular linear fn. L によって

L�1RL; L�1AL の形に modify せられて居るかも知れない.
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若し '(t)と云ふ uniform な functionがあって, 其の R�eseauの angle,

其の vertices に correspond する点及び其の valeur assymptotique に関
して f(t)と全く同様の propertyをもつならば, f(t)='(at+b) の形であ
ること明瞭である. ここに a; bは constantsである.

先づ上の 1Æ の場合から始める.

1Æ �の場合には

t =

Z u

0

dzp
(z � a1)(z � a2)(z � a3)(z � a4)

の inverse function を u='(t) と採ればよい.

�の場合には, x = 1; x = 1; x = 1 を夫々y = a1; y = a2; y = a3 に
transform する non singular linear function を y=L(x) とすれば

L(cos t) = '(t)

ととればよい.

�,�,�の場合にはいずれも

1

�1
+

1

�2
+

1

�3
= 1

である. 故に今 angleが夫々
�

�1
;
�

�2
;
�

�3
である様な Triangle

b2 b3

b1

�
�1

�
�2

�
�3

a1

a3

a2

b1; b2; b3を考へることが出来る. 今 a1; a2; a3を通る circle を考へると,此
の circle内又は circle外の domainを Triangle内の domainに transform

し ,かつ a1; a2; a3を夫々 b1; b2; b3に transformする conformal represen-

tation の functionが存在する. 此の inverse function を u = '(t)とすれ
ば求むるものである.

VIの場合には, x= 0; x=1 を夫々 y = a1; y= a2 に transform する
non-singular linear transformation を y=L(x) とすれば L(et)='(t) と
すればよい.

2Æ '(t)に於て vertex bが angle
2�

�
であるとしよう. t-planeに linear

transfomationをほどこすことにより, 此の vertexが 0にあると見てよい.

之を '1(t) としよう. 然るときは�の場合には '(t)が

L['1(t)] = P [L1(t)]:
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ここに L; L1 は各々 non-singular linear function, P は Weierstrass の
P-function の形であることから, 他の場合には '1(t)がすべて conformal

representation により de�ne せられた function であることから '1(t
1
� )

は uniform な function である.

故に
f(t) = '1(at

1
� ):

27. Disscussion sur th�eor�emes de multiplication.

次に上の形の f(t)がはたして

f(s1t) = R1f(t); js1j > 1

f(s2t) = A1f(t); js2j > 1

の形の multiplication-theorem をもつか否かを吟味しなければならぬ. こ
こに R1 は non-linear rational fn.であって, A1 は R1 と independent な
algebraic fn.である.

所が f(t) が上の形の multiplication-theorem をもつならば , f(t
1
� ) は

(若し夫が uniformならば)必ず上の形のmultiplication-theorems をもつ.

) 1Æの場合のみについて吟味すればよい.

最も複雜な場合の例として Case �を取って云へば , 他は自ら明らかで
あらう.

�の場合 �1 = 2; �2 = 3; �3 = 6 のとき.

a1

a3

a2

u-plane t-plane

A

B C

C0

A0

B0C

1Æの場合を考へる. u-planeに於て a1; a2; a3を通る circle 内の domain

C を考へ, u= f(t) により之に correspond する t-plane の polygons を
見る.

今 D を a2 に correspond する vertex とすれば, D を頂点とする 6つ
の polygons がよって D を中心とする正三角形 A;B; C をつくる. 其の
辺の中心を夫々 A0; B0; C 0とする.
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今 Vectors

B0C0 = !11; C0A0 = !12

AD = !21; B D = !22

B C = !31; C A = !32

を考へ, B点の aÆxを t0として, 次の 3組の pts を考へる :

x = m1!11 +m2!12 + t0

y = m1!21 +m2!22 + t0

z = m1!31 +m2!32 + t0:

ここに m1; m2 は any integers である. set of pts x は C に応ずる
polygonsが 2又は其の整数倍だけあつまった vertexの集りである. set of

pts yは 3について同様のものを示す. set of pts zは C に応ずる polygons

が 6個あつまった vertices の集りである.

今 s を 1より大な any positive integer とすれば elliptic fns f(st); f(t)

は same period をもつから

f(st) = A[f(t)]

なる algebraic fn. Aがある.

更に set of pts sx; sy; sz がすべて set of pts x; y; z に含まるるなら
ば , Aは rational function である. 此の爲には pt. st0 が set of pts z に
含まるればよい. 式にかけば

(s� 1)t0 = m1 !31 +m2 !32

である. 同様に s0 を他の any pos. int. とすれば , 第二の condition

(s0 � 1)t0 = m0

1 !31 +m0

2 !32

が得られる. t0 が之を同時にみたす爲には

(s0 � 1) = m(s� 1); (m : pos. int.)

であればよい. か様な set of integers

s; s0; : : :

の内に於て si=s0
j (i; j : pos. ints) をみたさないものはいくらでもある.
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Conclusion.

algebraic fn. A(z)が non-linear rational function R(z) と permutable

かつ independent ならば , i; j を pos. integers とするとき

f(st) = R(i)f(t)

f(s0t) = A(j)f(t)

なる multiplication-theorem をもつ fonction de Poincar�e f(t)が存在す
る. 此の f(t)は第 26節にあげた 6つの typesのいずれかでなければなら
ぬ. かつ之等の typesのいずれの内にも上の conditionsをみたす function

が存在する.
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[ 断片 その一 ]

x0

y0

z0

AR1

か様に対応せしめられた平面内に一対の相応ずる点 x0; y0; z0 を考へる.

此の時之等の点より出ずる相対応する �el�ements de ligne を假想して單一
性の欠はれることを避けよう.

之等の点の内何れか 1つが集合 Es の点でなければ Es の不変性からす
べてが Esの点でない. このとき R1(z)の iteration の ordre を充分大に
すれば y=A(z) 上の点 (y0; z0)を何ととっても x0 として Ec 外の点を取
ることが出来る. 所で：
x0 が Ec の点でなければ centre を y0 とする �el�ements analytiques

(y0; x0); (y0; z0) の ordre を夫々�x0 ; �z0 とすれば

(4) �x0 = p �z0 ; p 正の整数

である.

特に z0も亦 Ec外の点ならば

(5) �x0 = �z0 :

2Æ Syst�emes de points Z; X .

上の三平面間の関係を今少しく精密に見よう. 函数 z(x; y)によって点
(x0; y0)に応ずるすべての点をとり, 之を

Z0 : z0; z1; : : : ; z��1

とする. かかるものを主体として考察するため,かかるものを Syst�emes

de points Z と名づけよう. 尚今後点 y0 はたえず固定して考へる. 依て
x0 を Z0に応ずる point d�eterminatifと呼ばう. 更に Z0 内の点及びその
point d�eterminatifについては, y0 に於ける angle � に応ずる angle を單
に其の点に於ける angle とよばう. (5)に依て：

Syst�eme Z0 に応ずる point d�eterminatif x0 が Ec の点でなければ Z0

の点及びその points d�eterminatifs の中, Ec の点でないものはすべて等
角である.
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次に Syst�eme Z に屬する二三の数を考へよう. 先づ � は Z に屬する
数である. 之を Syst�eme Zの 1er index と云はう. 次に y0 を固定したと
き Syst�eme Z0 に応ずる points d�eterminatifs の数を �1とする. 此の数
�1 は prolongement analytique によって明らかなるが如く, y0 及び z0 に
無関係である. 之を Syst�eme Zの 2me index と云はう. 次に y0 を固定し
たとき一点 z0 を含む Syst�eme Z の数を �2 としやう. 此の �2 も亦 y0 及
び z0 に無関係である. 之を Syst�eme Zの 3me index と云はう.

x-plane に於て同様にして Syst�emes de points X を考ふれば , 上と全
く同様の性質をもつ. 其の 1er; 2me; 3me index をそれぞれ �1; �2; �3 とし
よう.

之等の index の間に次の関係がある

�1 �2 = � ;

�1 �2 = � :

尚 A(x)の multiformit�eを nとし z=R1 �A
(�1)(x)のdegr�esを (

m1
x ;

n1
y )

とすれば

m1 = n � ;

n1 = � :

3Æ Syst�emes r�eduits.

z-plan を z0 =R(�1)(z) により z0-plan に移す. A �R(z) によって表は
さるる函数の内 R(z)と permutable なものは R�A(z) 以外にあり得ない
から, 三平面 x; y; z 間の関係と同じ性質をもつとの條件のもとに, 三平
面 x; y; z0 間の関係は確定する. 此のとき x-plan に於て (z0; y0) に対し
Syst�eme de points X0 が応じたとし (z00; y0) に対し Syst�eme de points

X 0
0 が応じたとして, 其の間の関係を見よう. 但し z00 は z0 の R(z) に関
する 1つの ant�ec�edent imm�ediatである.

先づ z00は R�A(z00) = y0をみたさなければならぬ. 故にX0を定めたとき,

x00

y0

z0

A

R1

R

z00

一般に z0の任意の ant�ec�edent im-

m�ediatではあり得ないことを注意
しよう.

今 X 0
0 の一点を x00 とする. 然

るときは z0 = A0(x) とすれば
z00 = A0(x00) である. 依て z =

R(z00); x = x00 は z = R �A0(x) を
みたす. 然るに假定により A0(x)

は R(x)と permutableであるから
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R�A0(x)も亦 permutable である. 之は z=R�A0(x)が z-plan と x-plan

との間の関係式であることを示す. 故に x00 は X0 の点である. 依て：

X 0
0は X0に含まれる.

Syst�eme X 0
0 を R(z) に関する Syst�eme X0 の 1つの Syst�eme r�eduite

であると云ふ.

特に A(z)が R(z) に関する fonction r�eduite である場合を見よう.

先づ z00 は z0 の任意の ant�ec�edent imm�ediat と取ってよい. 次に
Syst�eme r�eduit X 0 の 1er index を �0 として � との関係を見よう. 此
の爲 z-plan, z0-plan にある (x0; y0)に応ずる Syst�emes de points Z0; Z

0
0

を比較しよう.

上と全く同様に Z 0
0 の一点を z00 とすれば R(z00)は Z0 の点である. 故

に Z0
0 は Z0 の ant�ec�edents imm�ediatsからなる.

今 Z 0
0 中に R(z00)の ant�ec�edents imm�ediatsが c 個あったとする. pro-

longement analytiqueによって明らかなるが如く, 此の cは x0; y0; R(z00)

に無関係である. 故に Z0
0 の 1er index を � 0 とすれば

�0 = c �:

更に z0 = R1 �A
(�1) �R(�1)(x) の degr�e を (

m2
x ;

n2

z0) とすれば R �A(z) の
multiformit�eは假定により nであるから

m2 = n�0

n2 = �0 :

然るに

m2

n2
=

m1

n1

1

`

) �0 = �
c

`

を得る. 即ち �0 は
�

`
より小さくならない.

17. Vertex ordinaires.

函数 R(z)に関して permutableかつ r�eduite な代数函数を B(z)とし ,

其の multiformit�e を n とする. かかる函数の集合に於て n が limit�e の
ときと然らざるときとに区分しよう.

1Æ n の集合が limit�e でない場合.

此のとき事態は簡單である. 今 ER の points ordinaires を

a1; a2; : : : ; ar

31



とし , 点 ai; i = 1; 2; : : : ; r に於て B(z) のもつ �el�ements analytiques の
ordres の内, 最大のものを �i とする.

さて前節の 1Æ に於ける三平面 x; y; z を relations

R1(x) = y; B(�1)(z) = y

によって対応せしむれば B(z) は r�eduite であるから, 平面 x; z の間の
relation は只一種しか存在し得ない. 故に x0 を ai に応ずる任意の点と
し R

(�1)
1 (y)の �el�ements analytique (ai; x0)の ordreを � とすれば x0が

Ec の点でない限り

(40) � = p �i i = 1; 2; : : : ; r; p 正の整数

なる関係が成立する. 尚 aj に応ずる x-plan の点の内, Ec に位置するも
のの数は (m-ple point を m個と数へて) iteration の ordre と j とに無
関係な上限 ! をもつ.

式 (40) によって函数 B(z) の集合に於て上の paires de ordres maxi-

mums (�1; �2; : : : ; �r)を考ふれば , 之は唯有限個の vari�et�esをもつ. 故に
(�1; �2; : : : ; �r)をもつ fonctions r�eduitesの集合に於て multiformit�esが
上限をもたぬと考へることが出来る. 之等の函数及び其の multiformit�es

を矢張り B(z) 及び n を以て代表せしめよう.

扨て Ec の point singuliers は R(z) の it�er�ees の集合に関する valeurs

exceptionnelles と一致する. 故に 2個の点を越えない. 以下其の数によっ
て区別しよう.

先づ Ec が point singulier を持たない場合を考へる. 式 (40) によって
R
(�1)
1 (y) の points critiques の数を計算すれば次の不等式を得る. 但し

R1(y)の degr�eを `1 とする.

rX
i=1

(`1 � !)
�i � 1

�i
5 2(`1 � 1):

此處に於て iteration の ordreを 1 に tendre せしむることが出来る

)
rX

i=1

�i � 1

�i
5 2

一方 B(y) の points critiques の数を計算すれば

rX
i=1

n
�i � 1

�i
= 2(n� 1)
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此處に於て n を 1 に tendre せしむることが出来る

)
rX

i=1

�i � 1

�i
= 2:

)
rX

i=1

�i � 1

�i
= 2

でなければならぬ. 之は (40) に於ける p'sがすべて 1でなければ不可能
である.

次に Ec が唯 1つの point singulier を持つ場合に於ては R
(�1)
1 (y)は其

の点に於て (`1 � 1) 個の points critiques を持つから, 前の場合と全く同
様にして

rX
i=1

�i � 1

�i
= 1

を得る. 此の式は此の場合に於て (40) に於ける p0s がすべて 1であるこ
とを示す.

最后に Ecが 2つの points singuliers を持つとすれば Ec の点は之以外
にない. 故に：

n の集合が上限を持たない場合には R(z) の it�er�ee の集合に於て同種
類の vertex ordinaire は等角である. 但し Ecに位置するものを除く.

2Æ n の集合が上限をもつ場合
此の場合には三平面 x; y; z を考へ, 次の関係式によって結ぶ

y = R1(x);

y = B(z):

此處に R1(x)は R(x)の it�er�eeであり B(z)は R(z)に関して permutable

et r�eduiteな fonction alg�ebriqueである. plans x; z の relation としては
R(z) と permutable なものをとる. か様に結ばれた三平面に関して一対
の Syst�emes de points (X;Z)を考へる.

集合 Es の不変性よりして Paire de syst�emes (X;Z)は Es の点のみよ
りなるか Es の点が 1つもないか何れかである.

X の点の内集合 Ec の points ordinaires に位置するものの数を考ふれ
ば (勿論m重点を m 個と数へて)かかる数の集合は上限 !1 をもつ. 次に
Z について同じ数を考へる. 所で函数 B(z) の集合に於て其の surface de

Riemann の枚数は假定によって上限をもつ. かつ vertex の angle は Es

に於けるものを除いて下限をもつこと 前節の式 (4)によって明らかであ
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る. 依てかかる数の集合も亦上限 !2 をもつ. !1; !2 の大なる方をとり !

とする.

扨て (X;Z)を固定して考へよう. 今

z = a

を Ec の任意の point ordinaire とし z = a; y = y0 に応ずる Syst�emeを

X0 : x0; x1; : : : ; x��1

とする. 更に z0=R(�1)(z)とし

z0 = a0

を R(z)に関する aの任意の ant�ec�edent imm�ediatとすれば , y=B(z)は
fonction r�eduite であるから, z0= a0; y= y0 に応ずる Syst�eme de points

を考へることが出来る. 之を

X 0
0 : x0; x1; : : : ; x�0�1

としよう. X 0
0 は上に示した如く X0 の点よりなる.

先づ (X;Z)に次の條件を假定する：

(C1) �1 > !

然るときは X0 に応ずる points d�eterminatifs の内には Ec に位置しな
いものが必ずある. 故に X0 の点は Ec に位置するものを除いて同じ角を
持つ.

更に次の條件を假定する：

(C2) � > ` !

ここに `は R(z) の degr�eである. 然るときは X0 は Ec に位置しない点

を必ず持つ. かかる点の angle を � とする. 更に �0 =
�

`
であるから X 0

0

も亦 Ec に位置しない点を持つ. 其の angleは勿論 �である. 故に X 0
0 の

points d�eterminatif a0が若し Ec の点でなければ其の angleは �である.

故に：

(X;Z)の集合の内に conditions (C1); (C2)をみたすものがあれば R(z)

の同種類の vertex ordinaire は等角である. 但し Ec に位置するものを
除く.

次に condition (C1) を変形しよう. 先づ

�1 �2 = �
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である. 更に x-plan の一点 x0 を含む Syst�emes de points の数が �2 で
あって,かかる Syst�emesは此の際 y=R1(x)であるとすれば必ず R1(z)

に関する点 R1(x0)の ant�ec�edents imm�ediatsのみよりなるから R1(x)の
degr�e を `1 とすれば

�2 < `
�
1

である. 故に (C1)に代ふるに次の條件を以てすれば充分である.

(C3) � > `
�
1!

3Æ Condiotions (C2); (C3)をみたす (X;Z)の存在.

R(z)が点 z0 に於て代数函数 A(z) と permutable et ind�ependante で
あるとすれば , 此の点に於ける R(z) に関する fonction de Poincar�e f(t)

は次の形の th�eor�emes de multiplication を持つことを見た：

f(s t) = R[f(t)];

f(s0t) = A[f(t)]:

更に (p; q)を (0; 0)と異なる整数の一対とすれば, 点 sps0
q の集合は決し

て 1を含まず,かつ 1を point limit として持つことを見た. 故に上の集合
より r�eguli�erement に 1に converger する次の suite de points を撰ぶこ
とが出来る：

s1; s2; : : : ; si; : : : :

ここに於て
x = f(t); y = f(sit)

によって決定せらるる函数を y=Ai(x) とし , 其の degr�esを (
mi
x ;

ni
y ) とす

る. 上の suite を適当に撰んで

mi = ni; i = 1; 2; : : :

ならしめることが出来る. ここに於て ni が上限 n0 を持つと假定しよう.

扨て f(t) は R(z)が non-lin�eaire なるため t=1 に於て point singulier

essentiel を持つ. 故に次の如き点 t0 が存在する：

f(t0) = z0; t0 6= 0:

然るときは正の整数 i を如何にとるも

f(sit0) = z0;

f(s1s
it0) = A1(z0):
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即ち s1s
it0; i=1; 2; : : : に於て f(t) の取る値は n0 個を越えない. 故に

t-plan に points

s1t0; ss1t0; : : : ; s
n0s1t0:

を考ふれば z=f(t)なる relationによって之に応ずる z-plan の n0+1 個
の points の内, 相異なるものは n0 を越えない. かつ之等の points の任
意の二つは R(z) の ordre が n0 を越えない it�er�ee によって結ばれて居
る. 故にかかる点の内には少なくとも 1つ R(z) のか様な it�er�eeの point

invariable がある. s1 の代りに s2; s3; : : : を取っても同様である. 所で
Suite de points

s1s
it0; s2s

it0; s3s
it0; : : :

の点はすべて相異なり, しかも r�eguli�erement に sit0 に converger する.

依て f(t)は points

t0; st0; : : : ; s
n0 t0

のあるものを limites とする無限個の点に於て只有限個の値を取らなけれ
ばならぬ. 之は不可能である. 故に：

正の数 M を如何に大きくあたふるも, Suite de fonctions

A1(x); A2(x); : : :

の内には其の multiformit�e 及び其の inverseの multiformit�eが同時にM

を越えるものがある.

扨て M に 1つの固定した値を與へたとき, 之に応じて上の條件をみ
たす上の suite の fonction の 1つを A0(z) とする. 之は勿論 R(z) と
permutable である. 依て R(z)に関して A0(z)より作った fonction pro-

prement r�eduite を考へることが出来る. 之を B0(z)とすれば

A0(z) = R(i) �B0(z)

or A0(z) = B0 �R
(�i)(z):

ここに iは 0又は正の整数である. 所で此の際 R(z)に関して permutable

et r�eduiteな fonctionsの集合は multiformit�eに於て上限をもつから, M

を其の上限より大に撰べば決して前者ではあり得ない.

) A0(z) = B0 �R
(�i)(z) i : �x�e

次に 3 plans x; y; z を relations

y = R(i)(x)

y = B0(z)
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で結び, 之に応ずる Syst�emes X;Z の 1er indices を夫々�(i); �(i) とする.

B0(z)の multiformit�eはある一定数を越えないから

�(i) > M0; �(i) > M0

に於て M0 は如何程でも大きく撰びうる正数である.

y = R(j)(x) j = i; i�1; : : : ; 0

y = B0(z)

に於ける同様のものを �(j); �(j) とすれば

�(i) > �(i�1) > � � � > �(1) > �(0) = 1

�(i) � �(i�1) � � � � � �(1) � �(0)

が得られる. 前者が等号を取らないのは B0(z)が R(z)に関して propre-

ment r�eduite である爲である. 依て M0 を充分大きく取れば次の condi-

tions をみたす �(j); �(j) が上の suites 中に存在する

�(j) > ` !

�(j) > ` j�
(j)
� !

之は conditions (C2); (C3)に外ならない.

所で此の 2Æ; 3Æ に於ける証明法は R(z) を其の任意の it�er�ee を以てお
き換へることを許容する. 之と 1Æ に於ける結論とによって：

R(z)の it�er�eesの集合に於て Ecに位置しない同種類の vertex ordinaires

はすべて等角である.

然るに前節の式 (5)と此の式に関する注意とによって上の性質を R(z)

と permutable な代数函数の集合に迄拡張することが出来る. 故に

IX non-lin�eaire な有理函数 R(z) が一点に於てある代数函数と per-

mutable et ind�ependante ならば, R(z) と permutable な代数函数の集合
に於て Ec に位置しない同種類の vertex ordinaires はすべて等角である.
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[断片 その二]

Introduction

1. R�eseaux des fonctions alg�ebriques.

�

� 


�0

�1

�0
1

x-surface

b

a

c

D
0

D

y-plan

y = A(x) を alg�ebraic function とする. A(�1)(y) のすべての points

critiques (図の a; b; c)を courbe f�erm�ee C で連ねよう. 但し C は各点に
於て只一本の tg.を持つと考へよう. C によって分たれた二つの domaines

を D; D0 とする. D に応ずる surface de Riemann xの domaines を
�1;�2; : : : とし , D0に応ずるものを �0

1;�
0
2; : : : とする. 之等の domaines

は何れも Simplemen t connexであって,其の fronti�ere の各点は, 若し其
の上に A(x)の point critiqueが無ければ A(�1)(y)の points critiquesに
応ずる点 (図の �; �; 
)を除いて surface de Riemann 上に於て只一本の
tg.をもち, forme polygonale を呈する. 依て之等の domaines を A(x)の
polygones と云ひ, A(�1)(y)の points critiques に応ずる点を vertices と
云はう. Surface de Riemann x は之等の polygones によって完全に分割
せられる. か様に分割せられた x-surfaceを A(x)の R�eseauと呼ばう. 尚
同じ point critique に応ずる vertices を同一種類であると云はう.

特に A(x)が rational であるときには其の polygones は何れも一葉で
あって x-plane を完全に分割する.

2. Th�eor�eme de MM. Julia et Ritt.

上の言葉によって MM. Julia et Ritt の定理を云ひ表はせば次の如く
なる：

non-lin�eaires な fonctions rationnelles R1(z); R2(z)が permutables か
つ ind�ependantes ならば R1(z) の it�er�eesの r�eseauxの集合に於て

1Æ Points critiques の集合は有限である.

2Æ 同一種類の vertices は same angle である. 但し points critiques

の集合に於けるものは例外である.

之が MM. Julia et Rittによって述べられたと同じことを意味することは,

第五章に於て述べんとするが如く, 上の 1Æ; 2Æの性質を持つ fn. rationelle

38



の it�er�eeによって d�e�nir せらるる fonctions de Poincar�eは其の valeurs

exceptionnelles 以外に逆函数の points critiques transcendants を持ち得
ないことから明らかである.

3. G�en�eralisation.

自分は此の定理を次の形に証明した

I. R
(�1)
1 (z)の it�er�eesに関する points critiques の集合と R

(�1)
2 (z)に

関する夫とは identiques である. 之を Ec を以て表はす. 之等の集合の構
造から Ec の内には次の形の方程式をみたす点 z0 が必ずある

R
(i)
1 (z) = R

(j)
2 (z)

ここに R
(i)
1 (z); R

(j)
2 (z) は R1(z); R2(z) の夫々 ordre i; j の it�er�ee を表

はす. 故に
z0; R1(z0); R

(2)
1 (z0); : : :

はすべて上の方程式の根である. R1(z) と R2(z) とは ind�ependantes で
あるから, 上の suite de points は有限である. 夫故Ec は有限である.

次に R1(z)の it�er�eesの r�eseauxの集合に於て同種の verticesの angles

が下限を持つものと持たぬものとに区別し , 前者を vertices ordinaires 後
者を vertices singuliers と云ふ.

II. Vertices singuliers の集合を Es を以て表はす. R1 のある it�er�ee

と R2 の夫とは共通な point invariable r�epulsif を持つこと明らかである.

其の点に於ける共通な fonction de Poincar�e を f(z) とする. z=f(t) な
る r�elationによって z-plan に於ける Es の t-plan に於ける image を考
へ, 之を Es とする. Es の transformaion に対する不変性は Es が point

isol�e を持たないことを示す. 然るに之は Es の de�nition から不可能であ
る. 夫故 Es に屬する点は一点もない. 云ひ換へると Es は f(t)の valeurs

exceptionnelles よりなる.

III. 正の整数 i; j を如何に採っても

R
(i)
1 (x) = R

(j)
2 (y)

によって d�e�nir せられる function の内には R1 と permutable なものが
必ずあって, 其の points critiques 及び逆函数の夫がすべて Ec に含まれ
ることが容易に知り得られる. 此の性質を基本として R

(i)
1 (x); R

(j)
2 (y) の

r�eseauxの対応関係を少しく精密に觀察することにより, vertices ordinaires

は Ec に位置するものを除きすべて等角であることを知る.
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上の証明の主要点は始めに與へた函数が二つとも rationnellesであるこ
とを必要としない. かくて我々は次の定理を得る：

Fonction alg�ebrique A(z)と fonction rationnelles non-lin�eaire R(z)

とが permutables かつ ind�ependantes ならば , R(z) と permutables な
fonctions の r�esuauxの集合に於て

1Æ points critiaues の集合は有限である.

2Æ 同種の vertices は上の集合に於けるものを除き等角である.

此の定理の証明が以下に述べんと欲する所のものである.

I. El�ementaires sur les fonctions alg�ebriques compos�ees17.

二つの代数函数を合成して得る函数は明らかに代数函数である. 逆に任
意の代数函数は常に二つの代数函数の合成函数と考へられる. 此の際二
つの代数函数を定め其の合成の順序を定めても尚合成函数として数個の
fonctions alg�ebriques を得ることあるは人のよく知る所である.

始めの二つの代数函数を y = A1(x); z = A2(y) とするとき fonctions

compos�ees を z=A2[A1(x)] 或は簡單に A2 �A1(x)を以て表はさう.

Foncions initiales と fonctions compos�ees との間に於ける簡単な二三
の基礎的関係を明らかにするのが此の章の目的である.

4. Fonctions alg�ebriques compos�ees.

x-plan y-plan z-plan

x0 y0 z0

先づ fonction compos�ee を定義しなければならぬ. A1(x)=y 上の点を
(x0; y0)とすれば有限個の points singuliers を除いて x-plan の点 x0 のま
わりと y-plan の点 y0 のまわりとは biunivoque な対応関係を持つ. しか
も有限個の points singuliers を除いて, 対応関係は只一種である. か様な
点をしばらく point ordinaire と呼ばう.

(x0; y0)を A1(x)=y 上の point ordinaire とし , (y0; z0)をA2(y)=z 上
の point ordinaire とすれば , x-plan の点 x0 のまわりと z-plan の点 z0

のまわりとは y-plan の点 y0 のまわりとの関係を仲介として只一種の対
応関係をもつ. 点 x を variable ind�ependante と考ふれば ,かくの如くし
て只一つの �el�ement analytique が定まる. かかる �el�ements analytiques

17uniformisierung の fn. をとり,かつ証明法を統一した方がよいと思ふ.
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によって定めらるる fonctions analytiques を fonctions compos�ees と呼
ばう.

Fonction compos�eeは一方の, 例へば第一の対応関係 (x0; y0)の採り方
を許容すること明らかである. 之が代数函数であることも亦明らかである.

上の (x0; y0; z0) によって定めらるる fonction compos�ee を A3(x) と
し其の multiformit�e を見よう. 之が爲には point initial x0 から出発
して prolongement analytique を実行すればよい. 先ず prolongement

analytique を許容する二つの数を與へよう.

1Æ

x0 y0 z0 z1 z��1� � �

A1(x)=y の surface de Riemann 上に於て点 (x0; y0)より出でて, 再び此
の点に帰る途を描く時, z は之に対応して z0 より出づる途を描く. か様な
途の端点がすべてで � 個あったとする. surface de Riemann 上の点はすべ
て連結されて居るから, prolongement analytiqueによって明らかなるが如
く, 此の数 � は A1(x)=y の面上に於て有限個の points exceptionnels を
除いて一定である. 勿論点 (x0; y0)が此の意味に於ける point exceptionnel

でないと考へてのことである. 此の � を Surface de Riemann (x; y)上に
於ける位置の fonction z のmultiformit�eと云はう. 尚此の fonction を簡
單の爲 z(x; y) 或は z(y; x) を以て表はさう. � は A2(y) の multiformit�e

に等しいか,或は之より小である. 特に A2(y)の points critiquesが一つも
A
(�1)
1 (y)の points critiquesと一致しなければ � はA2(y)の multiformit�e

に等しい.

2Æ

x0 z0y0 y1 y��1� � �

A3(x) = z 上の点 (x0; z0) を起点として此の surface 上に prolongement

analytique を行った際, 之に対応する y0 を起点とする途が � 個の端点
をもったとする. 此の � は前の � と全く同様に Riemann 面上に於て一
定の数である. 但し此の面上に於て有限個の例外の点をもつこと, 及び点
(x0; z0) 自身がかかる例外の点であってはならないこと勿論である. � を
fonction y(z; x)の multiformit�e と呼ばう.
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扨て A1(z); A2(z); A3(z) の multiformit�e を夫々 n1; n2; n3 とすれば,

次の �egalit�eを得る

(1) n3 =
n1�

�
:

Fonctions compos�eesが数個ある際には此の式に於ける n3; �; �は同一系
統に屬するものを採らなければならないこと云ふ迄もない.

�<n2 となるとき d�eg�en�eration de la 1er esp�eceが起ると云ひ, �>1と
なるとき d�eg�en�eration de la 2�eme esp�eceが起ると云はう. 第一種の還元
が起らなければ Fonction compos�eeは必ず只一つである.

(1)式を言葉を以て云ひ表はせば次の如くなる. fonctions y(x) と z(x)

との multiformit�es の比は fonctions y(z; x) と z(x; y) との夫に等しい.

然るに points initials x0; y0; z0 のまわりに於ける 3つの correspondances

initials は全く対稱である. 依てか様な形の式が總計 3つ得られる. 即ち
A1(x)=y; A2(y)=z; A3(x)=z の degr�eesを夫々(

m1
x ;

n1
y ); (

m2
y ;

n2
z ); (

m3
x ;

n3
z )

とし , fonction x(y; z)の multiformit�eを � とすれば

n3

n1
=

�

�
;

m1

n2
=

�

�
;

m2

m3
=

�

�
:

之により degr�es の間の関係式 (2)をうる.

(2)
m3

n3
=

m1

n1

m2

n2
:

5. Relation entre les nombres de points critiques.

前節に於ては x-plan全体に於て prolongement analytiqueを行ひ,式 (1)

を得た. x-plan に於て point initial x0 のまわりに一葉よりなる domaine

D をとり prolongement analytique を其の内に制限したときも尚同様の
結果を得る. 即ち此のとき (1)式の数 n1; n3; �; � に相当する数を夫々
n01; n

0
3; �

0; �0 とすれば , 之等は何れも有限個の点を除いて D 内に於ける
prolongement analytique を許容し , 從って次の関係をもつ

(10) n03 =
n01�

0

�0

扨て pts initials x0; y0; z0 より出ずる相対応する三つの途 L;L1;L2 を
とり, 其の端点を夫々 x1; y1; z1 とする.

x0

L

x1

D L1 L2

z1

z0y0

y1

x-plan y-plan z-plan
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次に x1 のまわりに simplement connexe かつ一葉よりなる domaine

ferm�e D を描く. L は D 内にあると考へて支障ない.

此の節に於て以下 points x1; y1; z1とよぶときは夫々より出ずる途L;L1;

L2 を合せ考へよう. 單一性に於て欠くることを恐れるからである.

Dを充分小さくとれば n1は点 x1 のまわりと点 y1 のまわりとの corre-

spondanceによって決定せられる A1(x)の �el�ement analytique の multi-

formit�e,云ひ換ふれば ordreを表す. n03は A3(x)の �el�ement (x1; z1)の夫
である. Surface de Riemann (z; x)上の pt. (z1; x1)のまわりと y-planの
pt. y1 のまわりとの correspondanceを, 前者を variable ind�ependanteと
考ふるとき fonction y(z; x)の �el�ement analytique と云ひ, 其のmultifor-

mit�e �0を其の ordreと云はう. Surface de Riemann 上の位置の fonction

について一般にかく呼ばう. 然るときは � 0は pt. (x1; y1)のまわりと pt. z1

のまわりとの対応関係によって定めらるる z(x; y)の �el�ement analytique

の ordreである.

Fonction alg�ebrique の �el�ement analytiqueは其の ordreが 1より大な
るか, 1に等しいかに從ひ alg�ebrique 或は ordinaire と云はれる. �el�ement

analytique の ordre より 1を減じたものを代数函数のすべての �el�ements

analytiques に汎って取った somme を nombre de points critiques と云
ふ. Surface de Riemann 上の位置の関数についても全く同様の名稱を用
ひよう.

扨て (10) を変形して次の如くする.

�0(n03 � 1) + (�0 � 1) = �0(n01 � 1) + (� 0 � 1)

pairs de points (x0; y0; z0) の全体についてかかる式をつくるとき直ちに
0=0とならないものは有限個にすぎない.其の全体を辺々相加ふれば

�N3 + Ny = �N1 +Nz

となる. ここに N1; N3; Ny; Nz は夫々 fonctions A1(x); A3(x); y(z; x);

z(x; y)の nombre de points critiquesである. 更に y = A1(x); z = A3(x)

の genreを夫々 pz ; py とすれば (1)式を考慮に入れることにより, 次の式
(3)をうる.

(3) 2�(py � 1) + Ny = 2�(pz � 1) +Nz :

最后に ordres の間の関係式 (10) に於て A
(�1)
1 (y) の element (y1; x1)

の ordre を m0
1, A2(y) の element (y1; z1) の ordre を n02 とし m0

1 と n02
との最大公約数を rとすれば

�0 =
n02
r
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であることに注意しよう.

II. Ensemble de points critiques.

此の章に於ては二次以上の有理函数と代数函数とが permutables かつ
ind�ependantes ならば , 其の fonction rationnelle と permutable な fonc-

tions alg�ebriques の集合に於て points critiques の集合は有限であること
を云はふと思ふ.

6. D�e�nitions et propri�et�es pr�eliminaires.

Fonctions R(z); A(z) を夫々 rationnelle et alg�ebrique とする

Fonctions compos�ees

R(x)=y; A(y)=z なる relationsを composerする際には第二種の還元
は決して起らない. 我々は第一種の還元が起らなければ fonction compos�ee

は只一つである事を知って居る. 此の際には更に第一種の還元が起れば
fonctions compos�eesは只一つでない事が得られる.

A(x)=y; R(y)=z なる relationsを composerするときには第一種の還
元は決して起らない. 故に R�A(x) は常に只一つの fonctions analytique

を意味する.

Permutabilit�e

A�R(z)なる形の fonctions の内に fonction R�A(z)と等しいものがあ
るとき A(z)と R(z) とは permutable であると云ふ.

A(z)が R(z) の it�er�ee R(i)(z) と permutable ならば , A(z); A(�1)(z);

R�A(z)は何れも R(i)(z) の任意の it�er�eeと permutable である.

Fonctions r�eduites

R(z) と A(z) とから fonction compos�ee をつくる際どちらの順に対し
ても還元が起らなければ A(z)は R(z) に関して r�eduiteであると云ふ.

A(z)が R(z)と permutableならば ,一方の順に composerする際還元が
起らなければ他方に関しても決して起らない. A(z)が R(z)とpermutable

かつ r�eduiteであるとき,次の二つのことが云ひ得られる.

1Æ A�R(2)(z)で表はされる任意の一つの fonction を A1(z) とすれば
A�R(z)は只一つの fonction を表はし , R�A(z)と等しいから

A1(z) = A�R(2)(z) = R�A�R(z):

然るに R�A�R(z)は只一つの fonctionを表はす. 故に A�R(2)(z)で表はさ
れる fonctionは只一つしかない. 夫故 R(2)(x)=y; A(y)=z を composer

する際還元は起り得ない. R(3)(z) 以下についても同様である. 故に A(z)

44



が R(z)に関して permutable かつ r�eduite ならば, R(z) の任意の it�er�ee

に関しても r�eduiteである.

2Æ A(z) の ordre i の it�er�ees A(i)(z)の任意の一つを A1(z)とすれば

R �A1(z) = Aj �R(z)

をみたす fn. Aj(z)は A(i)(z)中に 1つ只 1つ存在する. 次に A1�R(z)に
よって表はされる任意の 1つの fn. をとった際

A1 �R(z) = R �Ak(z)

をみたす fonction Ak(z) も亦必ず A(i)(z) 中に存在する. 之が只 1つと
は, 今直ぐには云へない.

今 A1�R=R�A2 をみたす A(i)(z)中の一つの fonctionを A2 とする. 次
に A2�R=R�A3 をみたすA(i)(z)中の一つの fonctionを A3 とする. か様
にして A1; A2; A3; : : : を得たとする. 之を反覆すれば遂には同じ fonction

が現はれなければならない. 然るに上に見た如く, 此の process の逆は
unique に fonction を定めるから, 最初に現はれる同じ fonction は常に
A1 でなければならない. か様にして得る 1つの cycle de fonctions を

A1; A2; : : : ; As

とする. 然るときは A1; As; As�1; : : : ; A2 は順位をも含めて A1 にのみ
d�ependre する. 特に A2 は確定する. 云ひ換ふれば A1 �R(z) は只一つ
の fonction を表はす. 依て A1(z) と R(z) とから fonctions compos�ees

をつくる際, 第一種の還元は起り得ない. A2(z) 以下の fonctions につい
ても同様である. 夫故 A1(z); A2(z); : : : ; As(z) の multiformit�es を夫々
n1; n2; : : : ; ns とすれば

n1 5 n2 5 � � � 5 ns

を得る. 然るに ns 5 n1 であるからすべて等号をとらねばならぬ. 故に
A1(z)は R(z) に関して r�eduiteであるから R(z) の任意の it�er�eeに関し
ても同様である. 次に R(s) �A1(z) = A1 �R

(s)(z) をうる. 即ち A1(z) は
R(s)(z) と permutable である. 依て：

A(z)が R(z)に関して permutableかつ r�eduiteならば A(z)の任意の
it�er�ee は R(z) の任意の it�er�ee に関して r�eduite であり, R(z) の適当な
it�er�eeと permutable である.

Fonctions proprement r�eduite

A(z)を R(z) と permutable とし , 更に R(z) を non-lin�eaire とすると
き, 次の suite in�nie de foncitons

: : : A�R(�1)(z); A(z); R�A(z); R(2) �A(z); : : :
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を考へよう. か様な suiteは只 1つしかない. かつ其の任意の fonctionは
R(z) と permutable である. 今其の multiformit�es を表はす suite を

: : : n�2; n�1; n; n1; n2; : : :

とすれば
ni = ni+1 (i : entire)

である. すべてが不等号をとることは明らかに不可能. 更に R(z)が non-

lin�eaire であるから composition に関する次数の間の関係式により, i を
�1 に tendre すれば n も 1 に tendre する. 依てすべてが等号をとる
ことも不可能である. 然るに上の propri�et�e 1Æ により, ある所で等号をと
れば夫より右方はすべて等号をとることを知る. 依て等号と不等号とは截
然と二つに区分せられる.

今 ni0 を ni0 = ni0+1をみたす最小の整数とするときR(i0)�A(z) (quand

i0 � 0) 或は A �R(i0)(z) (quand i0 < 0) を R(z) に関して proprement

r�eduiteであると云ふ.
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10.18 Classi�cation de l'ensemble de points critiques ER.

ERが �ni であるときに之を分類しよう. このとき ERは次の性質をも
つこと明らかである：

1Æ R(�1)(z) のある ordre 以上の it�er�ees はいずれも ER を points

critiques として持つ.

2Æ ERは R の cycles invariables とかかる ER の点の ant�ec�edentsと
よりなる.

依て R(z) の適当な it�er�ee R(i)(z)は次の性質をもつ.

1Æ R(�i)(z)は ER をすべて points critiques としてもつ.

2Æ ER は R(i) に関して points invariables か, 又はかかる ER の点の
ant�ec�edents imm�ediatsか何れかである.

か様な性質を有する R(z)の it�er�eeをとることを簡單に ERの structure

を simpli�er すると云はう.

R(z) の二つの it�er�ees R(i)(z); R(j)(z) (j > i)によって ER の構造が單
純化されたとしよう. このとき ER のある pointが invariable であるか否
かは, 之等の it�er�eesに無関係である. 何となれば此の分類は ER のある
点が R(z) に関して cycles invariables に屬するか否かなる分類と一致す
るからである. 更に ER の点 bが

R(i)(b) = a; a 6= b

であったとしよう. 然るときは aは R(i)(z); R(j)(z) に対して共に point

invariable でなければならないから

R(j�i)(a) = a

である.

) R(j)(b) = a

故に ERの構造の單純化は it�eration の ordreに無関係である.

ER の点を其の構造を單純化する it�er�ee R(i)(z) によって分類しよう.

ER の点を R(i)(z)の points invariablesであるか否かによって invariable

と variable とに分つ. 更に ER の point invariable a を採って, 点 a を
点 a に移す R(�i)(z) の �el�ement analytique が alg�ebrique であるか否か
によって二つに区分する. 此の分類も亦 it�eration の ordreに無関係であ
る. 前者を singulier であると云ひ, ER の然らざる点を ordinaire である
と云はう.

18編注 7,8,9は欠けている.
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[ 断片 その三 ]

IV. Vertex ordinaires

non-lin�eaireな有理函数 R(z)が,ある代数函数と一点に於て permutable

et indep�endante ならば R(z) の it�er�eesの集合に於てEc に位しない同種
類の vertex ordinaire はすべて等角であることを云はう.

16. Correspondance entre trois plans.

1Æ Correspondance entre x; y; z.

R(z) を今まで考へ来つた通り non-lin�eaire な有理函数であって, 一点
に於てある代数函数と permutable et indep�endante であるとする. 然る
ときは R(z) に関する Ec は �ni であって, R(z) と permutable な代数
函数の points critiques はすべて Ec に含まれる. 以下此の性質を敷衍し
よう.

x; y; z三平面の間に次の関係を持たしめる.

y = R1(x); y = A(z)

ここに A(x)は R1(x)と permutableな代数函数である. かくても尚plans

x; z の間の関係として一般に数個のものが存在する. 依て其の内 R(z) と
permutable なものを取ると約束しよう. か様な relation は

z = R1 �A
(�1)(x)

以外にあり得ない19から, 三平面の間の関係は始めの二つの関係式によっ
て一意に定まる.

y0

z0
�z0�x0x0

R1 A

か様に対応せしめられた三平面 x; y; z 内に一対の相応ずる点 x0; y0; z0

を考へる. 尚 y0 のまわりの角 � に応ずる角を夫々�x0 ; �z0 とする.
19A�R(z)=A0(z)が R(z) と permutable ならば

R�A0=A0 �R but R�A0=R�A�R

) R�A�R=A0 �R ) A0=R�A:
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若し x0; z0が共に Ecの点でなければ

(4) �x0 = �z0

である. 尚 x0 が Ec の点でないとの條件について考へよう.

之等の一対の点 x0; y0; z0 の内何れか 1つが集合 Ec の point singulier

でなければ, すべて Ec の point singulier でない. 所で y0 が Ec の point

singulier でなければ , 其の R1 に関する ant�ec�edents imm�ediats の内 Ec

に位置するものの数を考ふれば (point multiple を multiplement に数へ
て) かかる数は R(z) の it�er�ees の集合に於て上限をもつこと明らかであ
る. 故に y0; z0 を如何にとっても, R1 の it�erationの ordre を充分大にと
れば x0 として必ず Ec 外の点を撰ぶことが出来る.

更にもし x0 が Ec の点でさへなければ

�x0 5 �z0

である. 故に：

R(z)と permutableな代数函数の集合に於て, vertex ordinairesに於け
る angles は下限をもつ.

2Æ Premier cas sp�esial.

特に A(�1)(y)が R(z)に関して r�eduite ならば

z = A(�1) �R1(x)

は只 1つの fonction を意味する. 故に x0; y0; z0が一対の相応ずる点であ
るため x0 のみたすべき條件は, 夫が y0 に応ずる点であると云ふ以外に
ない. 故に (4)式によって：

Premier cas sp�esial : R(z)に関する permutables et r�eduites な函数の
集合に於て Ecの何れの point ordinaireについて見るも,其の cons�equents

の内に Ec の点でないものがあるならば , R(z)の it�er�eesの集合に於て Ec

に位置しない vertex ordinaire はすべて等角である.

3Æ Deuxi�eme cas sp�esial.

一対の点 x0; y0; z0 の内 z0 として Ec の 1つの point ordinaire を取ら
う. このとき paire de points y0; z0に応ずる x-plan のすべての点をとり,

之を
X0 : x0; x1; : : : ; x��1

とする. 但し m-ple points を m 個の点と考へる. 之等の点の数 � は屡々
用ひ来ったが如く, Surface de Riemann 上の位置の fonction x(y; z) の
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multiformit�eである. 次に y-planの点 y0 とともに suite de points X0 を
定むる z-plan の点をすべてとり, 之を

z0; z1; : : : ; zp�1

とする. m-ple points を m points と考へること上の通りである.

今 A(z) の multiformit�e を n とし , 上の suite de points 中 Ec に位置
するものの数を nv とする. 更に X0 中 Ec に位置するものの数を u とす
る. 然るときは pt. z0 は Ec の point singulier でないから

u 5 w; v 5 w

を同時にみたす一定数 w が R1(x) 及び A(z) と無関係に存在する.

今第一の假定として
p > nw

であったとしよう. 然るときは y0 に於ける angle � を規準にとれば之に
応ずる anglesについて：

Suite de points X0 の点は其の Ec に位するものを除いて相等しい角を
もつ.

かかる角が存在したとして之を � としよう.

次に z0 = R(�1)(z)なる関係により z0-plan を考へる.

今 z00 を R(z) に関する z0 の 1つの ant�ec�edent imm�ediat とする.

paire de points (y0; z
0
0) に関して trois plans x; y; z0 に於て上と同様の事

x0
z0

A
R1

R

z00

y0

を考へうるための condition n�eces-

saire et suÆsanteは

R �A(z00) = y0

である. 依て z00 を任意の ant�ec�e-

dentと考へうるため, 第二の假定を
設け A(z)は R(z)に関して r�eduite

であるとしよう.

さて x; y; z0 三平面をすべて R(z)に関して permutable な relationsに
よって結び y=y0; z

0=z00 に対応する x-plan の点の集りを考へ, 之を X 0
0

とする.

所で y0 の R1(z) に関する ant�ec�edents imm�ediats の集りに於て一点
� をとるとき, �が X0 の点なるための condition n�ecessaire et suÆsante

は �が次の equation をみたすことである：

z0 = R1 �A
(�1)(�):
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同様に aが X 0
0 の点なるための condition n�ecessaire et suÆsanteは a

が次の equation をみたすことである.

z00 = R1 �A
(�1) �R(�1)(a):

然るに a が下の equation をみたすならば , 必ず上の equation をみた
す. 故に Suite de points X 0

0 は suite de points X0 に含まれる.

今 Suite de points X 0
0 を

x0; x1; : : : ; x�0�1

としよう. �0 と � との関係を見なければならぬ.

今 fonction z(x; y)及び z0(x; y)の multiformit�esを夫々 �; � 0とし R(z)

の degr�eを ` とすれば Fonction compos�eeの degr�esの比を表はす式 (2)

は次の如くなる
n�0

�0
=

n�

�

1

`

所で明らかに � 5 �0 であるから, 次の式をうる：

1

`
� 5 �0 5 �:

此處に於て第三の假定を置かう：

� > `w:

然るときは X 0
0 は必ず Ec 外の点を含む. 其の angles はすべて �である.

從って y-plan の y0 のまわりの angle � に応じる z00 に於ける angle も亦
� でなければならぬ.

故に Paire de fonctions R1(z); A(z) の集合の内に假定 1,2,3を同時に
みたすものが存在するならば R(z) の vertex ordinaires の内, Ec に位置
しないものの angle はすべて �である.

次に第一の假定を変形しよう.

上の如く連結せられた 3 plans x; y; z 内に互に対応する途を描く. 点
x0; y0 を不変におく途によって suite de points X0 と連結せらるる Suite

de points の相異るものをすべてとり, 之を

X0; X1; : : : ; Xq�1

とする. (ここに X1 と X0 とが相異るとは X1 中に X0 にない点を含む
ことを意味する). 然るときは明らかに y0 とともに X1 を定むる点の数は
矢張り pである

) p q = �:
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尚 R1(z) の degr�eを `1 とすれば , 明らかに

q < `
�
1

依て第一の假定に代ふるに次の假定を以てすることが出来る

� > nw `
�
1 :

Deuxi�eme cas sp�esial : A(z) として fonction r�eduite をとったとき, 1Æ

に述べたるが如く連結せられた一対の三平面 x; y; z の集合に於て

� > `w; � > nw `
�
1

を同時に充すものがあれば R(z) の同種類の vertex ordinaires は Ec に
位するものを除いて等角である.

17. Existence d'un de deux cas pr�ec�edents.

R(z) が point ordinaire z0 に於て代数函数 A0(z) と permutable et

indep�endante であるとすれば , 此の点に於ける R(z) に関する fonction

de Poincar�e f(t) は次の形の th�eor�emes de multiplication を持つことを
見た

f(st) = R[f(t)];

f(s0t) = A0[f(t)]:

更に (p; q)を (0; 0)と異なる整数の一対とすれば, 点 sps0
q の集合は決し

て 1を含まず, かつ 1を point limite として持つことを見た. 故に上の集
合より r�eguli�erement に 1に converger する次の suite de points を撰ぶ
ことが出来る.

s1; s2; : : : ; sk ; : : :

ここに於て
x = f(t); y = f(skt)

によって決定せらるる relations alg�ebriques の degr�esを (
mk
x ;

nk
y ) とすれ

ば , 上の suite の limit が 1であることから之を適当に撰ぶことにより

mk = nk ; k = 1; 2; : : :

であると考へて支障ない.

次に sk を次の如く表はすことが出来る

sk = sik � s0k:
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ここに ik は整数であって s0k は

x = f(t); y = f(s0kt)

によって決定せらるる fonction y(x)が R(x)に関して proprement r�eduite

である様なものである.

さて,か様な s0k によって表はさるる点の集合は in�ni でなければなら
ぬ. 故に必ず points limites をもつ. 其の 1つを s00 とし, 之について二つ
の場合に分つて考へる.

1Æ js00j 6=1 のとき.

集合 Ec の任意の point ordinaire を a とする. a は f(t) の point

exceptionnel ではあり得ない. かつ R(z)は non-lin�eaire であるから f(t)

は point �a l'in�ni に於て point singulier essentiel を持つ. 故に次の如き
t0 は必ずある.

f(t0) = a; t0 6= 0

次の suite de points

s01t0; s
0

2t0; : : :

を考ふれば , 之は pt. s00t0 6= 1 を一つの point limite としてもつ無限個
の点よりなる. 故に f(t) が之等の点に於てとる値の内には Ec の点でな
いものが必ずある. 故に此の場合には Premier cas sp�ecialが存在する.

2Æ js00j =1 のとき.

このときには整数 ik の集合は下限をもたない.

言葉を換へて云へば , 今 R(i)(z) を R(z) のある it�er�ee とし A(z) を之
と permutable な代数函数とする. 3 plans x; y; z を relations

y = R(i)(x)

y = A(z)

によって前節に於て述べたが如く結び , ここに於ける fonctions x(y; z),

z(x; y) の multiformit�e を夫々 �i; �i とし , 更に A(z) の multiformit�e を
n とする. 然るときはこの場合には M > 0 を如何に大きく與ふるも次の
conditions を同時に充すものが必ずあることを示して居る：

(1Æ) i > M .

(2Æ) A(z)は R(z)に関して proprement r�eduiteである.

(3Æ) �i = n�i.

依て

y = R(j)(x) j = i; i� 1; : : : ; 0

y = A(x)
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に於ける multiformit�es を �j ; �j とすれば

�i > �i�1 > � � � > �1 > �0 � 1

�i 5 �i�1 5 � � � 5 �1 5 �0

が得られる. 前者が等号を取らないのは A(z)が R(z)に関してproprement

r�eduiteである爲である.

此處に於て Deuxi�eme cas sp�ecialの存在を云ふ爲には次の如き �j の存
在を云へば充分である.

�j > `w; �i > w `j�j

之は �'sに関する suiteが等号をとらないことから iを充分大にすること
により必ず達せられる. 故に

R(z) が non-lin�eaire であって point ordinaire に於てある代数函数と
permutable et ind�ependanteならば , R(z)の同種類の vertex ordinaireの
内, Ec に位しないものはすべて等角である.

此の証明法は R(z) を其の任意の it�er�ee を以て置き換へることを許容
する. 更に前節の式 (4)と此の式に関する注意とにより, 此の性質を R(z)

と permutable な代数函数に迄拡張することが出来る. 故に：

IX non-lin�eaire な有理函数 R(z) が point ordinaire に於てある代数
函数と permutable et ind�ependante ならば , R(z)と permutable な代数
函数の集合に於て Ec に位しない同種の vertex ordinaireはすべて等角で
ある.

18. Conclusion.

以上の研究の結果を次の二つの定理にまとめることが出来る :

Th�eor�eme I. 代数函数 A(z)が non-lin�eaire な有理函数 R(z) と per-

mutable ならば A(z) の it�er�ees 及び其の inverses の内には R(z) のある
it�er�eeと identique なものがあるか, 然らずば suite de fonctions

A(z); R�A(z); R(2) �A(z); : : :

の内には R(z) のある it�er�ee と point ordinaire に於て permutable et

ind�ependante なものがある.

Th�eor�eme II. non-lin�eaire な有理函数 R(z) がある代数函数と point

ordinaireに於て permutable et ind�ependanteならば R(z)と permutable

な代数函数の集合に於て

1Æ Points critiques の集合 Ec は �ni である.

2Æ Ec に位しない同種の vertexはすべて等角である.
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