
 

はじめに 
 

2014 年度に文部科学省からの補助金を受けて，奈良女子大学とお茶の水女子大学とに設

置された「理系女子教育開発共同機構」は，中等教育及び高等教育の理数教育の改革を目

標の 1 つとしている。この改革のためには，自然現象や現実社会を捉えるのに，数学がい

かに「言語」として有用であるかを体験・学習することが，中等教育，高等教育にかかわ

らず非常に重要であると考える。 
そこで，奈良女子大学理系女性教育開発共同機構は，数学と科学の一体性を感じ，数学

と科学でこの社会・世界を見て解析する方法を学ぶことを目指して，2015 年度後期の新し

い教養科目「科学の言語としての数学」を，理学部の協力のもとで立ち上げた。この科目

の目標は，次の通りである。 
自然現象や社会現象を把握し，そこで生じる課題を正確に表現して解決するには，

科学の言語としての数学が必須のものとなる。このような数学の側面を，具体的な事

例を通じて学び，理解する。その際，作業や数学的な実験，ICT(Information and 
Communication Technology)の活用などでアクティブに学習し，積極的に議論して理

解を深めることを目指す。そのための施設・設備が整ったアクティブラーニング室

(Z103)で授業を実施することから，定員を 32 名と制限し，少人数で学ぶことにより

科学の言語としての数学の有用性と，数学そのものの美しさを感じ，理解する。 
2015 年度は，次の 4 人がそれぞれのテーマを設定して担当した。 
第 1 回〜第 5 回 ：吉田信也（全学共通） 
 ■自然の中の数学 
 ・自然の不思議さを，数学で表現し，理解する 
 ・iPad も活用し，実験・観察等で，身体も使って数学する 
第 6 回〜第 8 回 ：川口慎二（附属中等教育学校） 
 ■実験する数学 
 ・デタラメを実験する 
 ・ゲームの必勝法に隠れた数学を見つける 
第 9 回〜第 12 回 ：小林毅（理学部） 
 ■身の周りの数学 
 ・身の周りの現象を数学で解明 
 ・折り紙，結び目，流体など 
第 13 回〜第 15 回 ：片桐民陽（理学部） 
 ■計算しない数学 
 ・計算しない数学を体験する 
 ・一筆書き，グラフ，地図の塗り分け 
本テキストは，この講義で使用したテキストプリントや資料をまとめたものである。た

だし，著作権等の関係で抜粋になっている部分もあるのでご了承いただきたい。 
2016 年 3 月 3 日 

奈良女子大学 全学共通教授 
吉田信也 
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MĭTfK/e4̝ǃʭʭʃı̋RÊP^̝VLSI Ĵˌiʭʫ?eM5RǑ^ĿǗȾOƣ
ʟɧPȇȴ<fK/e% 
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�� ,<:Bt�x��� �

1�,<:Bt���F�� 
�Lŗʇ=Eb0P̝�¥�¯ʌS���®²xRǑɌˋ́iɊHK/e;Miś̐L

ʧš=̝Cf4ś˾PǑɌˋ́L.e;MiƺŗLʩǈ=E%C=K̝;RɹǡS̝ǃʭ

_���®²xR˨ʃı̝̋VLSI ĴˌRʭʫɧPȳ3<feƆL̝ȰśPƓȴ<fK/
e% 
³ʔȾPS̝·ķRb0O~nx«RƆL̝ʏȡȷ_ɒÓRȰʿ_ÃǢiƺŗM/0ʪ

ʵLʡȰ=̝ʩǈ=K/e;MPOe% 

 
LS̝ćR�¥�¯ʌPƁ5ɻ/K̝ʏȡ3cŗjL/;0% 
 

̣ʺ̋ 4̤ 
�¥�¯ȮS̝OB¾/R3̢� CRȲȵiʈ1b% 
 
ť</̇(.e/S/ZL^)�¥�¯ȮiÜHK˞jF

;MFg0%CRM5̝�¥�¯ȮSOB¾/R3̝¸Ɣ

ʾPƔHE;MSO/Fg03̢ 
ºR½PS̝ƅEdćFMƔHK/e;ML^̝b²7

ʈ1K[eM¸ƔʾPƔ1e;MSE7<j.e%�¥�

¯Ȯ4OB¾/R3^̝CR 1IFg0%ÊP^̝ 
±OB̝Ŷ̅¶R 2ȞiǑɌˋ́LɹVǎɾSɃɾOR3̢ 
±OB̝íSǑɌǊ˳L˝\R3̢ 

ON /̝g/gMʈ1cfe%;Rb0O Ƀ̝ʧȾPSǈc3PƔ1K^ Ʒ̝]K'OB̢(

Mʊ3feMɨ1Pɢ?e;MSb7.e%CRM54̝ƺŗRüȹORF% 
LS̝ʺ̋ 4PI/Kʈ1b0%�¥�¯ȮRʌS̄ŴPʛ/E]P̝˩<iȠʦ?e

;MP?eM̝�¥�¯ȮPç7ĉSʡ̅ƄĉR[MOe%CRE]P̝�¥�¯ȮS³

ŚRÙɞ(Ĩ5;ZfEɡǼR˫)iàIǙÐR^ML̝ʡ̅Ƅĉ4ǑťPOeb0OƆi
Mg0M?e%ɘŗȾ(ȲɘȾ)P/0M̝ʏȡS��¯�¥«°�«w²iǑťP=b0
M?eRL.e%;;L̝ʡ̅ƄĉSʡ̅ɞPǻÝ?eMʈ1cfeRL̝�¥�¯ȮS

ʡ̅ɞ4ǑťPOg0M=EɹǡM=K̝ȱƆPOeMʈ1cfe% 
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IZd̝�¥�¯Ȯ4¾/RS̝ 
� J{(S�|J�E����{(l]�� ��u�� �

M/0;Miɑ=K/e% 
<K̝;fSǗƅFg03̢� Z@SóÙȾPʻWK[e% 
 

̣ʺ̋ 5̤ 
ǳRb0OÙɞ V=1 RɣÙiʈ1eM5̝CfDfRɣÙRʡ̅ɞ A R˔ÖãiǾ]

b% 
(1)� ȱ(đƊ r) 
(2)� ǵĳ̅Ù(1˒ r) 
(3)� ɣǂÙ(1˒ r) 
(4)� öǣ(Ż̅RđƊ r̝̒< 2r) 
 

(ʩɨ) 

(1) V̠
 
4
3

r3̠1bd̝r̠

 
3

4π
3  

`1P̝ 

 A̠4
r2̠4

 

3
4π

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

3 ̠4
 

9π
16

3 �4.84̦̦̦� 

(2)� ǵĳ̅ÙR̒<i hM?eM̝µŶǂRŚȲbd̝ 

 h2̠

  

3
2

r
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

�

  

3
2

r ⋅1
3

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

̠
 
2
3

r2 

bHK̝h̠
 

2
3

r 

`1P̝V̠
 
1
3
̦
 
1
2
̦r̦

 
3
2

r̦h̠
 

3
12

r2̦

 

2
3

r̠
 

2
12

r3̠1 

bHK̝r3̠

 

12
2
̠6 2F3c̝r̠ 6 23  

`1P̝ 

 A̠
 
1
2
̦r̦

 
3
2

r̦4̠ 3 r2̠ 3  36 ⋅23 ̠2 3  93 �7.21̦̦̦� 

(3) V̠r3̠1bd̝r̠1 
`1P̝A̠6r2̠6̦̦̦� 

(4)�  V̠
r2̦2r̠2
r3̠1bd̝r̠
 

1
2π

3  

`1P̝ 

 A̠
r2	2̜2
r̦2r̠6
r2̠6

 

1
4π 2

3 ̠6
 
π
4

3 �5.54̦̦̦  
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ʺ̋ 5R�̝�̝�̝ 3c̝Ùɞ4³ŚRM5Rʡ̅ɞRō5<S̝ 
 ǵĳ̅ÙR A̡ɣǂÙ(ǵñ̅Ù)R A̡öǣR A̡ȱR A 

MOeRL̝ȱRʡ̅ɞ4/GTjť<7Oeb0F% 
=3= ;̝fSóÙȾOŸI3RɣÙPI/K ó̝ÙȾPʡ̅ɞiʫɪ=EF9ORL̝

ƺŗRʯǈPSOHK/O/%C;L̝Ɓ5ɻ5ƺŗȾPʈ1K/7% 
 

2�Xj
�x����� 
śS̝Ùɞ4³ŚRM5Rʡ̅ɞ4ǑťMOeı̋PÖK/eǳRb0Oı̋S̝vª

��4ȳZfebd^Úºɮ^ć3c̝ĞÌwª�¥_°���RƺŗʉPbHKʈ1c

fK/E% 
 

̣ʺ̋ 5̤ɧīı̋ 
˯<4³ŚR˰ǎɾR½L̝CR˰ǎɾLĶZfe̅ɞiǑōP?eRSÚ3̢ 
 
ʺ̋ 5iȐE?ǎɾ4öL.e;MS̝ĞÌRÇEGSɃʧȾPʴ]K/E=̝ȰÌR

ɖEG^C0Fg0%=3=̝;fS̄ŴPȌ/ı̋L.d̝öL.e;MiƺŗȾPʯ

ǈ?ePS̝E7<jRŎƢEGRˁȫiɸK̝ĕŠOʯǈ4ƍcfERSOj 19 ºɮ
(̙)POHK3cL.e%I/LP̝Ŷ̅¶R 2 ȞiɹVǎɾL˯<4ǑťORSɃɾL
.e;MRĕŠOʯǈS̝;f^OjM 18ºɮ(̙)L.e%;jOɃʧȾPSǈc3O;
MiĕŠPʯǈ=b0MČĉ?eƺŗ(ʉ)Sɴǌc=/̙� MƔ03̝ĩfE̦̦̦MƔ03
SÇPbHKˠ0Fg09fN̝^0Ŧ=ƺŗʉRČĉiʥK/;0% 
ʺ̋ 5Rɧīı̋RˈȑS ̝² RʱÇ°q«wªp�(lpy��o�MĤǊÌRÇ)

RĝÃʱ)l°�²n�*PǏ3fK/e̝ǳRb0Ot«�}Œȯ�m�²RȥʵZL

ˢe;M4L5e% 
�q�vlRȯŒL.HE�m�²S̝ƉŒRŏiǸŝ=EǷƒOë�y ªs¯3c

˘feE]PȉiȎd̝Đl�ªtRȰĺ�§��ȏMĭTfeM;gP¶˼=E%�m

�²SŞʎMM^Pǁ=/ĸiɬ7E]P̝CRĻRƶ˨ʉ�¡�mlR�¥²��ȯ3

cĹĻi˃20M=E%Ɖc4ɹjFň˃őɯS̝Ȥ 1̊ýRȿLĶ]eF9RĹĻi˃
0M/0^RL.HE%�¡�mlRÇEGS÷ʼFMƔ/³ɥPË=E4̝ǑƋPɥH

ERS�m�²L.HE% 
 

̣ʺ̋ 6̤�m�²Rı̋ 
�m�²S̝Ȥ 1̊ýRȿLĶ]eL5eF9Ź/ĹĻiƍb0M=K̝NRb0Oǂ

ɩiʈ1E3̢� ZE̝CRɹǡM=K̝Nf×Rō5<RĹĻiƍe;M4üǚE3̢ 
 
�m�²S̝ĠķRb0OȤđ̊ýRȿ 2Ǡ

3c̝ŵ 2.5mm RÚǗ^Rɲiþděd̝C

fciIO6ģhAK 1ǗR²�iÜHE% 
̣ı 3̤CR²�R˯<iǾ]b% 
 250cm 

100cm 
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�m�²S̝ɇHɃ8Oȉūɾi³ǂRń

ȷM=K̝üǚ¶4HE 2km R²�Lđ

öƆPĹĻiĶ/˓jF%ƉŒS̝̅ɞ4Ǒ

ōPOeRSĹĻRƆ4đöƆRM5L.e

;MiɊHK/EPˠ/O/%;Rb0P=

K̝ĞÌ˧Ųt«�}Süǚ¶4HE̚Ġķ

SȰĺRēȥ̏P.eƙèķ %̛ 
 

̣ı 4̤�m�²4ơPîfEđöƆRĹĻRđƊMCR̅ɞiǾ]b 
 

3�}TU���p� 
<K̝�m�²Rı̋iƺŗȾPǏ5O2?M̝ǳRb0POe% 
 

̣ŚȲ 3̤�m�²Rı̋ 
ŚɃɾ L¶R 2Ȟi ³̝ŚR˯<RǎɾLɹVM5̝̉ ľR̅ɞ4ǑōPOeǎɾ CS

đöL.e% 
 

(ʯǈ)� �n�Çƺŗʉ�§�n�²(1796-1863) 
Z@̝CSúķƆLO9fTOcO/% 
OBOc̝C4úķƆLO/M?eM̝ĠķRb0OķƆMOe% 

(i)� ɟ4˱/K/eM5 
ɟiěd˺7;MPbd̝īR˯<4Ɍ7Od̅ɞSō57Oe% 

(ii)� ûjL/e˦ý4.eM5 
ƮɾP˴=KţɚPƤd˕?;MPbd̝īR˯<SĤ>L̅ɞS

ō57Oe% 
/@fP=K^ǙÐiȐE<O/RL̝C SúķƆLO9fTOc

O/% 
<K Ġ̝¶ķP2/K CSđöLSO/M?eM C̝¶RȞL̝ 
 �APB�90�̦̦̦� 

OeȞ P4Ŗĺ?e(ȅ 1)%̉ľiƂ AP̝BPL 3IR˦ýPý
Ĉ=K̝CfDf R1̝R2̝R3M?e% 
;;L̝AP̝BPiɏ/ǧFMƔ/̝ 
 �A’P’B’̠90°̦̦̦� 

MOeb0P̝Ȟ A i A’̝B i B’PɛĎ<Ae%;RM5̝
Ȟ PS P’PɛĎ=̝ 

 AP̠A’P’̝BP̠B’P’̦̦̦� 
MOe%;RɛĎRɹǡ̝ǎɾ CS C’PɛĎ=EM?e% 
�bd̝R1̝R3Sŉď?e;MO7Ƃ A’P’̝B’P’R¶PɛĎ

=̝R2S R2’PɛĎ=K/e% 
 

A B 

P 

R1 
R3 

R2 
L 

C 

A’ B’ 

P’ 

R’2 
R1 R3 

L 

C’ 
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;;L̝�̝�̝�bd̝ 

 #APB̠
 
1
2

AP̦BPsin�APB̟
 
1
2

A’P’̦B’P’sin90�̠#A’P’B’ 

L.e3c̝ÑƚRǎɾ Ci 
 CRīR˯<̠C’RīR˯<̝CM LLĶ\̅ɞ̟C’M LLĶ\̅ɞ̦̦̦  
iȐE?ǎɾ C’PŉƆ?e;M4L5e(ȅ 2)% 
 Rb0O̝īR˯<4ŉhc@P̅ɞ4ņĊ?eb0OŉƆiĜ9O/ǎɾS̝đö

P˹e(�� C4đöOc�iȐE?b0OȞ PSŖĺ=O/3c)% 
bHK̝̉ľR̅ɞ4ǑōPOeRS̝C4đöRM5L.e% 

(Q.E.D.) 
(ȅ 1)� ǎɾ¶RÑƚRȞ P PI/K�APB̠90�MOeRSöF9L.e;Miɑ?Ƒ
ʤ4.e4̝CRʯǈSɆȸ?e% 
(ȅ 2)� ɛĎ?e;ML̉ľ R1 R̝34˩Oe;MSO/RL.e4 C̝RʷǈSɆȸ?e% 

 
 

̣ŚȲ 4̤ 
ǎɾ Ciɧīı̋RʩMOeķƆM?eM C̝¶R 2ȞiɹVƂLīi 2ɧý?e^R

S̝̅ɞ^ 2ɧý?e% 
 

(ʯǈ) 
;Rb0OƂ L4̝̅ɞi 2ɧý=O/M?eM̝̅ɞRō5/

ǂi LP˴=KţɚPƤd˕=KL5eķƆS̝īR˯<SĤ>L
.e4̝̅ɞSō57Oe% 
;fS̝C4ɧīı̋RʩL.e;MPɉɅ?e% 
bHK̝LS̅ɞ^ 2ɧý?e% 

(Q.E.D.) 
(ȅ)� C ¶R 2 ȞiɹVƂLīi 2 ɧý?e^R4Ŗĺ?e;MS̝śSʯǈ4ƑʤL.
e4̝Ɇȸ?e% 
Í¶L̝ɧīı̋R�§�n�²RʯǈRȒæ4üǚ¶4HE% 
 

̣ŚȲ 5̤ɧīı̋ 
˯<4³ŚR˰ǎɾR½L̝CR˰ǎɾLĶZfe̅ɞiǑōP?eRSöL.e% 
 

(ʯǈ)� �§�n�² 
ɧīı̋RʩMOeķƆ C4¹1cfEM=K C̝Rīi 2ɧý?eƂ LiƯ5 C̝i

2IRķƆ C1 , C2PýĈ?e%C1 , C2SƂ LiòǓ=K/eRLīR˯<SĤ>L.d̝
ŚȲ 4bd̅ɞ^Ĥ>L.e% 
;;L̝C1 , C2R(Ĥ>)̅ɞiǑōP?fT̝CR̅ɞSǑōPOe%ŚȲ 3bd̝C1 , 

C2R(Ĥ>)̅ɞ4ǑōPOeRS̝C1 , C24đöRM5L.e3c̝CSöL.e% 
(Q.E.D.) 

L C 
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Í¶L̝�§�n�²SʥÃOln�lLɧīı̋iʩȀ=Eb0PƔ1e%=3=̝

śS;RʯǈPSǲ˻4.e% 
̣ı 5̤�§�n�²RʯǈR̝ƺŗȾǲ˻i˖Wb% 
 
 
�§�n�²RʯǈS̝ 
� }TU����� k~�YV!��i��I[�� �

;M4ƺŗȾPS�£L.eM̝ĤǊÌR�n�Çƺŗʉ�mªx¬(1805-1859)PƨƲ
<fK/E%;fPţ=K�§�n�²S̝ʩ4Ŗĺ?eRSǈc3L.eMęʽ=E%

ōŋƺRÇS̝�§�n�²MĤ>b0Pʈ1eFg0%=3=̝ŸÚŗRı̋LS̝ʩ

4Ŗĺ?eRSǈc3Pʥ1K^̝śSʩ4Ŗĺ=O/ı̋S/7cL^.e% 
̣Ý̤ 
īR˯<4 1bdť</úķƆR½L̝̅ɞ4ǑōR^RiʥI9b% 

̣ʩ̤ 

ÑƚR�̡0Pţ=K ī̝ĶR˯<4 1��RúķƆ Ciʈ1e%CiīR˯<4 1�
 
1
2
�

L.eɄÖOķƆ C1PɄÖƦō?eM̝C1RīR˯<S 1bdť<7̝̅ɞS Cbd^

ō5/%;RƴÜiʂd˕?M̝īR˯<4 1�
 
1
2n � (n=1̝2̝̦̦̦)M 1 bdť<7̝̅

ɞ4ņĊ?eúķƆRȠ˹Ā4ƍcfe% 
?OhG̝īR˯<4 1bdť</úķƆL̅ɞ4ǑōMOe^RSŖĺ=O/% 
 
;Rb0OƺŗRĕŠƖPʅ=<iʧe3̝]jN7</ŗıFMƛ>e3̝;f^Ç

PbHKǯ&Fg0% 
˲ʳÒ̋%ĞÌ3cɧīı̋MCRʩ4b7ɊcfK/E;MS̝Ý1T·ķRb0O

½ºP29e˧ŲRĽŇRƆiʥK^ý3e% 

�  

 ȰĺRz«¯Ųʠ ½º˧Ų�«�ª¯{¯ 
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4�Q\c 
ʩȀ=Eɧīı̋P˴=K̝ǳRŚȲ4ƝdɣI% 
 

̣ŚȲ 6̤ĘţƖ 
Ŷ̅¶R˰ǎɾRīR˯<i L̝˰ǎɾ4Ķ\̉ľR̅ɞi AM=̝2IRĮ̋i 
 P̞L4³ŚRM5̝A4ǑōMOe˰ǎɾSöL.e% 
 Q̞A4³ŚRM5̝L4ǑťMOe˰ǎɾSöL.e% 

M?eM̝PM QSĤã(P�Q)L.e% 
 

(ʯǈ) 
(i)� P�QRʯǈ 

QLO/MÎŚ?eM̝̅ɞ ARö CPţ=K̝.eǎɾ D4Ŗĺ=K̝ 
 AD̠AC̠A̝LC̡LD 

iȐE?% 
;;L ö̝ CiīR˯<4 DMĤ>POeZLʀť= C̝Rö

i C’M?eM̝ 
 LC’̠LD̝AC’̟AC̠AD 

MOe4̝;fSÎŚRĮ̋ PR¿ƄL.e 
 AC’̡AD 

PɉɅ?e% 
bHK̝P�QSƝɣ?e% 

(ii)� Q�PRʯǈ 
PLO/MÎŚ?eM̝īR˯< LRö CPţ=K̝.eǎɾ D4Ŗĺ=K̝ 
 LD̠LC̠L̝AC̟AD 

iȐE?% 
;;L ö̝ Ci̅ɞ4 DMĤ>POeZLƦō= C̝Röi C’

M?eM̝ 
 AC’̠AD̝LC’̡LC̠LD 

MOe4̝;fSÎŚRĮ̋ QR¿ƄL.e 
 LC’̟LD 

PɉɅ?e% 
bHK̝Q�PSƝɣ?e% 
Í¶bd̝P�QL.e% 

(Q.E.D.) 
Į̋ PSɧīı̋RʩL.d̝ɇL.e;Miʯǈ=ERL̝Į̋ Q^ɇL.e% 
C;L̝Į̋ QRǳêi 1I¶:eM̝ǳRŚȲ4ƝdɣI% 
 

̣ŚȲ 7̤�¥�¯Ȯ 
Ĥ>ÙɞiĶ\˰ǎ̅R½L̝ʡ̅ɞ4ǑťMOeRSȱL.e% 

  

C 

C’ 
D 

C’ 
C 

D 
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5�WOq 
ŚȲ 74ƝdɣI;MiƺŗȾPĕŠPʯǈ?ePS W̝OqM/0ƺŗ4ƑʤMOe%

ŉýȃS̝nwª�RŎƢƺŗʉ�§²�¯(1642̥1727)M�n�R;fZEŎƢƺŗʉ
©n����(1646-1716)4Ȼʥ=EbOqRë˂ý̝ML^ʪ0W5ƺŗL.e%Əý
ȃMŉýȃRˠ/i̝óÙÝLʥK[b0% 

 
̣ʺ̋ 7̤Əýȃ 

4˒R˯<Rį4 4L.e˯ǂƆR0G̝̅ɞ4ǑōR^RSÚ3̢ 
 
˯ǂƆRǱR˯<i x̝̅ɞi SM?eM̝ 
 S̠x(2�x)̠�x2̜2x 
bHK̝ 

 
 

dS
dx
̠�2x̜2̠2(1�x) 

 

dS
dx
̠0M?eM̝x̠1 

ņȍʡbd̝SS x̠1LǑōãiMe% 
bHK̝̅ɞ4ǑōMOeRS̝ǵǂƆRM5L.e% 
;Rb0P̝³ʔȾP/0M̝ 
 �f f(x)(mN!� x�N!o� gq(bOq 

L.e% 
 

̣ʺ̋ 8̤ŉýȃ 
ĠķRb0O̝Ż̅RđƊ4 1̝̒<4 1 RöǣƆRşĲ4.e%;

RşĲRʡ̅PŃƾiŃdE/%ŃƾR˫4Ǒ^ŦO7Oeb0PşĲ

Rå̅RƆiŉ1eM5̝CRƆSN0Oe3̢ 
 

̣˂ǂRÂƙ̤ 

    
 
ŃƾR˫iǑťP?ePS̝şĲRå̅Rʡ̅ɞiǑťP?fTb/% 
ʺ̋ 7P2/KS̝S4ǑōMOe xRãS̝xiŦ=ŉď<AK^ SSXMjNŉď

=O/̝IZdŉďφ4 0 MOe(
 

dS
dx
̠0);M3cǾ]cfe%;fMĤǯRʈ1ǂL̝

ʺ̋ 8iȐE?å̅Rǎɾ f(x)4.eM=K f̝(x)iNRb0PŉƆ=K^ʡ̅ɞSņ1e
4 ʡ̝̅ɞRŉďφS f(x)L 0POHK/eS@L.e%IZd ʡ̝̅ɞ4ǑťPOe f(x)
LS̝ǎɾiŦ=ŉď<AK^ʡ̅ɞSXMjNŉď=O/S@L.e% 

x 0 ̦̦̦ 1 ̦̦̦ 2 

  ̜ 0 �  

S  � ǫō 1 �  

x 

2�x S 
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;Rb0P̝ 
 ��{(mN!� k~(�f)f(x)!p[� gq(WOq 

L.e% 
ƏýȃMŉýȃRˠ/S̝ɭĒPʪ0M̝ 
 WOq��Wa�Hg�r��6?%C,=B(�  

;ML.e%ʺ̋ 8 P2/KS̝å̅iʡ?ǎɾ f(x)M=KSɃɾ̝ƸȥɾON.dM.
c`eǎɾ4ʈ1cfeRL.e%CR½L̝ʡ̅ɞiǑťP?eǎɾ(˴ƺ)iǾ]eǂ
ȃ4ŉýȃORL.e% 
;;L̝śS�¥�¯ʌ(ʏȡ)S̝ZEZEɨ1iɊHK/eRL.e% 

  
;Rǎ̅S̝Ɯļǎ̅MĭTfeǎ̅L.d̝t��ª²M/0ǎɾiĴˏ<AKƍc

fe%;Rǎ̅4ʡ̅ɞǑťMOe;Mi̝ǳRı/PƌHKƺŗȾPɑC0% 
̣ı 6̤ 
(1)� ʺ̋ 8RɣÙRå̅iʡ?ǎɾi y̠f(x) (�1�x�1)̝f(�1)̠f(1)̠2M=̝;Rǎɾ
RƏť˦ýR˯<i dsM?e%ǎɾ y=f(x)i xːRīdP 1Ĵˏ=EM5̝;RƏť
˦ý4ƪ7ǎ̅RƏť˦ýR̅ɞi dAM?eM  ̝

 dA̠2
y 1+ ( ′y )2 dx 

L.e;MiʷǈAb% 
(2)� ;RöǣπRɣÙRå̅ɞS̝ 

 S̠2

 

y 1+ ( ′y )2 dx
−1

1

∫  

L.e;MiʷǈAb% 
(3)� ŉýȃiȴ/eM̝å̅ɞ SiǑťP?e˴ƺ yS̝Əýǂɜƀ 
 y ′′y ̠1̜( ′y )2̦̦̦(*) 
iȐE?;M4ý3e%;RM5̝˴ƺ 

 y̠f(x)̠
 

eax + e−ax

2a
̦̦̦($)� (aSŚƺ) 

S̝(*)iȐE?;MiɑA% 
��¥�¯ʌRĠǱRķS̝($)P2/K a=0.589R y̠f(x)iĴˏ=E^RL.e%  

x 

y 

ds 
y=f(x) 
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6�WOU� 
ŉýȃR³ʔȾOȲʽRȻŨS̝�n�RŎƢƺŗʉsn©²(1707-1783)PŔZe%

sn©²S̝ƺŗRǯ&Oý˪(ʩǞŗ̝ƺʽ̝ŸÚŗ̝ƺȲȥȲŗɧ)PäōOǪʁiǷ
=EƺŗʉL.d̝ǋŷSŐǈ=E4CRǇɀOɎɠƚǴSʢ1e;M4O3HE%sn

©²S '̝Ɨi?eb0P̝̖4ɡiʓ0b0Pʫɪ?e(Mʪhfe7c/ʫɪ4ƍƚL

.d̝ȲʽȾO5GjM=EʯǈSƋºPʞhfEÃǢL^̝ʏȵP˳ˠ/O7ǵ=/ʫ

ɪiʞHKƺŗȾOɹǡiǷ=E%ƉRǷ=EʍōOǪʁS̝5 ´�²�iˉ1eï̀P
ZM]cfK 1911 ŷ3cÿʞ<fɻ9K/e4̝100 ŷÍ¶EHEÉǅL^ǖFPŘɹ
=K/O/% 
sn©²RȻʥ=EǳRɧƀ(sn©²Rɧƀ)S̝ƺŗR/GTjʅ=/ɧƀM^ʪh

fe% 

 eiπ +1= 0  
ZE̝ǳRb0Oɧƀ(�²�«Rı̋)^ʯǈ=K/e% 

 �(2)̠ 1
n2n=1

∞

∑ = 1
12

+ 1
22

+ 1
32

+ ⋅⋅⋅= π 2

6
 

�©¯�ÇRƺȲȥȲŗʉ©y©¯�§(1736-1813)S̝19 ǶRM5(1755 ŷ)Psn
©²Pơɳiü=E%C;PǏ3fK/E©y©¯�§Rǂȃ4éfK/ERL̝CRǂ

ȃRʇƍPλ½=Esn©²SWOqMĥJ9E% 
ŉýȃRı̝̋.e/Sŉýı̋S̝³ʔȾPǑ^ɭĒP˖WeMǳRb0POe% 
 

̣Śʆ 1̤ŉýȃRı̋±ŉýı̋ 
ŉýı̋MS̝x1̝x2M˴ƺ F4¹1cfEM5̝ɞý(ǿ˴ƺ) 

 J̠ F x, y(x), ′y (x){ }dx
x1

x2

∫  

iǑťP?e˴ƺ y(x)iǾ]e;ML.e% 
 
IZd̝ 
 FS x̝y̝y’RNRb0O˴ƺ3Sh3HK/e4 
 yS xRNRb0O˴ƺ3h3HK/O/M5 
 JiǑťP?e˴ƺ yiǾ]b 

M/0RL.e% 
ı 6S̝ĴˏÙRʡ̅ɞiʡ?ɞý 

 S̠2

 

y 1+ ( ′y )2 dx
−1

1

∫  

iǑťP?e˴ƺ yiǾ]eı̋L.d̝˴ƺ FRƆS 

 F{x̝y̝y’}̠ y 1+ ( ′y )2  

L¹1cfe%C=K̝ı 6RʩS($)MOe;M4ŉýȃLh3eRL.e% 
LS̝NRb0P=KɞýRãiǑťP?e˴ƺ y(x)iǾ]fTb/RFg0%śS̝

ǳRsn©²̠©y©¯�§ǂɜƀiĄȴ?e% 
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dx 

dy 
ds 

y̠y(x) 

A 

B 

 
̣ŚȲ 8̤sn©²̠©y©¯�§ǂɜƀ 

x1̝x2M˴ƺ F4¹1cfEM5̝ɞý(ǿ˴ƺ) 

 J̠ F x, y(x), ′y (x){ }dx
x1

x2

∫  

iǑťP?e˴ƺ y(x)4Ŗĺ?eOcT̝y(x)SǳRɧƀiȐE?% 

 ∂F
∂y

− d
dx

∂F
∂ ′y

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= 0 ̦̦̦(EL) 

 
ʯǈSɆȸ?e% 
óÙȾP̝sn©²̠©y©¯�§ǂɜƀ(EL)iĄȴ=K̝ĞôȾLS.e4ʒĬȌ/

ı̋iɈ]K[b0% 
 

̣ʺ̋ 9̤ŉýı̋ 
Ŷ̅¶RÑƚR 2ȞiɹVǎɾR0G̝˯<4ǑťR^RSɃɾL.e;MiɑA% 
 
;fS̝ťŗǥÍǚ̝ʹ^4ƅEdćFMƔHKĄȴ=K5EÃǢL.e4̝;;Lā

]KƺŗȾPʯǈL5e̙ 
2Ȟ A(x1̝y1)̝B(x2̝y2)iɹVǎɾi y̠y(x)M?eM̝Əť˦ýR˯< dsS̝ 

 ds̠ (dx)2 + (dy)2 ̠ 1+ dy
dx

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

dx̠ 1+ ′y( )2dx  

bHK̝2Ȟ A̝BiɹVǎɾR˯< LS̝ 

 L̠ ds
x1

x2

∫ ̠ 1+ ′y( )2 dx
x1

x2

∫  

IZd̝(EL)P29e FRƆS̝ 

 F̠ 1+ ′y( )2 ̠ 1+ ′y( )2{ }
1
2  

L.e% 
bHK̝ 

 ∂F
∂y
̠0 

 ∂F
∂ ′y
̠
1
2
1+ ′y( )2{ }−

1
2 ⋅2 ′y ̠ ′y

1+ ′y( )2
 

;fci(EL)PÌî=K̝ 

 d
dx

′y

1+ ′y( )2
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
̠0� �� ′y

1+ ′y( )2
̠Śƺ 

bHK̝ 
 y’(x)̠Śƺ� �� y(x)̠px̜q� (p̝qSŚƺ) 
?OhG̝ɃɾL.e;M4ʯǈ<fE̙ 
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̣ʺ̋ 10̤ŉýı̋ 
Ŷ̅¶Rǎɾ y̠y(x)PȁHK̝u©�Ȯ4ĔȞ O(0̝0)3cȞ A ZL˩ĉPbHKȔ

dʘGeM?e%;RM5̝ƳƵSʈ1O/^RM?e%u©�Ȯ4 O3c AZLǑɌǊ
˳L˸·?eM5̝CRǎɾSNjOǎɾ3̢ 

 
̣˂ǂRÂƙ̤ 
"ǎɾ y̠y(x)RǭƆ "ǎɾ y̠y(x)Rĥć 

  
ǎɾ y̠y(x)¶RȞ(x y̝)P29eu©�ȮR˛żi vM?eM °̝�«w²àŖĆbd̝ 

 1
2

mv2̠mgy� (gS˩ĉŚƺ) 

bHK̝ 
 v̠ 2gy ̦̦̦� 
ZE̝ƏťǎɾR˯<i dsM?eM̝ 

 ds̠ (dx)2 + (dy)2  

bHK̝ 

 v̠ ds
dt
̠

(dx)2 + (dy)2

dt
̠

1+ dy
dx

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

dx

dt
̠

1+ ′y( )2dx
dt

 

`1P̝ 

 dt̠
1+ ′y( )2dx

v
̠

1+ ′y( )2dx
2gy

� (��bd) 

Ȟ AR xŽǰi LM?eM̝O3c AZLR˸·Ǌ˳ TS̝ 

 T̠
1+ ′y( )2

2gy
dx

0

L

∫ ̠
1
2g

1+ ′y( )2
y

dx
0

L

∫ ̦̦̦� 

IZd̝ŉýȃP29e˴ƺ FS̝ 

 F̠ 1+ ′y( )2
y

̦̦̦� 

;;L̝ǳRðƀiĄȴ?e% 
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̣ŚȲ 9̤�«�©¡Rðƀ 

 ∂F
∂x

= 0 � �� F�y’ ∂F
∂ ′y
̠Śƺ̦̦̦  

 
�;RðƀS̝ŚȲ 8 Rsn©²̠©y©¯�§ǂɜƀ(EL)RȦăOŁģL.e%ŚȲ 8
iĄȴ=K^b/4̝;RðƀiĄȴ?eX04.MRʫɪ4ǬPOe% 
 

�PI/KS̝
∂F
∂x

= 0bd̝ iĄȴ=Kʫɪ?eM̝ 

 y{1̜(y’)2}̠C� (CSŚƺ)̦̦̦! 
iƍe% 
;RƏýǂɜƀ!iʩ7M(ůœOǂȃiĄȴ?e)̝ 
 x̠a(��sin�)̝y̠a(1�cos�) 

iƍe% 
;fS̝+$(A$3MĭTfeǎɾL.d̝đƊ aRöiɃɾPCHKȔe;MO7

ˏ4=EM5Pöī¶RȞ4Ư7ǎɾL.d̝·ķRb0POe(EF=̝yːS·Ħ5i
ǵM=K/e)%Ǒ˛˸·ǎɾS̝~nxn�L.HE% 

 
̣ı 7̤ 
ō˵-ǛÆ˳P~nxn�ǎɾ 
 x̠a(��sin�)̝y̠a(1�cos�)� (0���2
)̦̦̦(*) 

R�¯�«iƬd̝˩ĉR[LĎ7ŌRˉȦƕiˇcAe;Miʈ1e%EF=̝Ļ·R

NRĻȞP2/K^˩ĉĊ˛żS g̠9.8m/s2M=̝ƳƵSʈ1O/^RM?e%ō˵̝Ǜ

Æ˳SǽŶL.eMʈ1̝CfDfRŽǰi(0̝0)̝(400̝0)M?eM5(Ē×S km)̝ǳ
Rı/Pɨ1b(ʺ̋ 10iʈ1E˾R�̝�^ĄȴAb)% 
(1)� ~nxn�(*)P29e aRãiǾ]b% 
(2)� �¯�«R/GTjȌ/ƠP29eĀˍR˛żiǾ]b% 
(3)� ō˵3cǛÆZLRƠʤǊ˳iǾ]b% 

 
̣ı 8̤ 
~nxn�S̝Ǒ˛˸·ǎɾM/0ƖˆRÊP '̝ɧǊƖ(MʪhfeƖˆ^ƧHK/

e%ɧǊƖMSNRb0OƖˆ3˖Wb% 
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̣ʺ̋ 11̤ŉýı̋ 
ĠķRb0O��x¬�i̝»ơLɤiƧHKFcjM

Vc·:eM̝��x¬�SNRb0OƆRǎɾiƯ7

3̢� EF= �̝�x¬�Rˆ˫SN;L^³ǯ(ŠżS³
Ś)L.eM?e% 

 
̣˂ǂRÂƙ̤ 
"ǎɾ y̠y(x)RǭƆ "ǎɾ y̠y(x)Rĥć 
 A B 
 
 
 
 
 
 
��x¬�RƯ7ǎɾi y̠y(x)M=̝ǎɾ¶RȞi(x̝y)M?e%��x¬�R³ŚR

Šżi�̝Əť˦ýR˯<i ds̝Əť˦ýRˆ˫i dmM?eM̝ 
 dm̠�ds 

bd̝;RƏť˦ýRƧI×ʃ°�«w²S̝ 
 �dșgy� (gS˩ĉĊ˛ż) 
`1P̝��x¬�ïÙR×ʃ°�«w²S̝ 

 E̠ ρgyds
x1

x2

∫ ̠ ρgy (dx)2 + (dy)2
x1

x2

∫ ̠ ρgy 1+ dy
dx

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

dx
x1

x2

∫  

 ̠ ρgy 1+ ′y( )2 dx
x1

x2

∫  

;;L̝��x¬�R˯<S³ŚORL̝ 

 L̠ ds
x1

x2

∫ ̠ (dx)2 + (dy)2
x1

x2

∫ ̠ 1+ ′y( )2 dx
x1

x2

∫ ̠³Ś 

M/0ǙÐR^ML̝ERãiǑťP?e y̠y(x)iǾ]e;MPOe% 
¶ơ/ʈ1ǂ(Ɇȸ)L̝ŚȲ 8R(EL)PÌî?e Fi̝ 

 F̠ ρgy 1+ ′y( )2 ̜	 1+ ′y( )2 � λL
x2 − x1

 

M=Kʫɪ?eM̝Əýǂɜƀ 

 y’’̠C 1+ ′y( )2  

iƍe% 
;RƏýǂɜƀiʩ7M̝ 

 y(x)̠k cosh x − a
k

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ̜b 
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MOd̝;Rǎɾi&14?CM/0%;;L̝k̝a̝b S»ɤR×ʃM��x¬�R˯
<LȀZe% 
EF=̝ 

 coshx̠ ex + e− x

2
 

L.d̝;R˴ƺi5$7:?0()+$B�Qk~K_�f	M/0% 
 
 

̣ʺ̋ 12̤ 
~nxn�SǑ˛˸·ǎɾL.e3c̝ȃ˽ŢONRÄ˩łRŧǦS̝~nxn�

RƆi=K/eMʪhfe%OBOĉ̝ǽiǑ˛LŧǦ3cʘM?E]PS̝~nx

n�RƆ4b/3cFMR;M% 
ZE̝t��ª²^ʅ=/ǎɾL.d̝ɔɒRŧǦRƆSt��ª²RƆi=K/eM

^ʪhfe%t��ª²S̝ɲLɭĒPƆiÜe;M4L5e3cFMR;M% 
;fcS S̝E=KǗƅFg03̢� ·RÝRb0P ø̝ɇi GeoGebraPěd˓jL̝

CR¶PǎɾiƯ7;MLǩʯ=K[b% 
ZE̝ĞÌRŜōŭEG4SE=K~nxn�_t��ª²iɊHK/K̝CRb0

OƆRŧǦP=ERFg03̢� ĢʏLʈš=K[b% 
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�� �s�x��� 
��

1���n���� 
ʏȡR½Pƺŗ4αjL/K̝ʏȡSƺŗi'ɊHK/e(̝ OB3ʏȡSƺŗP'ƶ˨

<fK/e(M/0b0O;MiʸjFd̝ʥEd̝ʇHEd=K;MSO/Fg03̢ 
;;LS̝CRb0O;MPI/Kʈš=K/7% 
 

̣ʺ̋ 13̤ 
ǳRWeb�²�S̝ǅǗ�¬�(NTV)R'ºȷ³Ĝ9E/ƫǪ(LʞhfEƫǪR̝Ǝ

ʇ|²�²L.e%;RõşPI/K̝y«²�Lʾʽ=KȺı_ƚʥiZM]b% 

 
 http://www.ntv.co.jp/sekaju/student/20050528/02_0301.html 

 
̣˂ǂ±y«²�RȺı±ƚʥ̤ 
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�¬�L 2005ŷ 5ǒ 28ǅPƸǉ<fE'ºȷ³Ĝ9E/ƫǪ(R½PS̝ǳRb0O
˳ˠ/4.e% 
[1]� sp¢ˀ 
üȕ=EʚĥOƺŗʉRɗũÈ4ƧHK/eRS'sp¢un(L.d̝;fSˀLS

O7̝̊ˊ̌(nt_�|RÏ˳)L.e%ȈɍPȶ̅R���Sǵ=7ʡʬ<fK/e
4̝Web¶LS˳ˠHK/e%;R˳ˠ/S̄ŴPŋ/% 
[2]� sp¢unP̘ˬǻ4αjL/e 
sp¢uni 2IPĈeM̝ɽ̗OʝǄiʥe;M4L5e%;RʝǄS̝\f�hM

ʪhfe^RL.d̝ǫǂɜƀL̝ 
 r = aeθ cotb ̦̦̦(*) 

Mʡ<fe% 
;Rsp¢unRʝǄP��n4ȰfeM/0ƚĬS̝ 
 ɿ̞Ǳ̠1̞1.618 

MOe˯ǂƆ(��ya)PbHKL5eʝǄ(;f^ţƺʝǄL.e)4 s̝p¢unRʝǄ

POHK/eM/0;ML.e%Ǘƅ3N03ʻWK[eM̦̦̦ 

 
ɐ3PÖK/e4̝˩QKʥeM̦̦̦ 
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ˠHK/e̙ 
ś˾P̝ţƺʝǄ(*)P29e bRãS̝ 
 ̘ˬɋƆRʝǄ̞72.8�̝sp¢unRʝǄ̞79�-80� 

MOHK̝̘ˬɋƆPbeʝǄLSO/̝?OhG̝sp¢unPS̘ˬǻSαjL/O

/RL.e%;Rsp¢unM̘ˬǻR˴ßS̝˧ŲÔʷRb0PȈų<fK/e4̝ƺ

ŗL5GjMĂǀ?fT˳ˠHK/e;M4h3e% 
[3]� ĥąR~n�S̘ˬǻ 
ǅǗRĥąR~n�S̝ 
 55mm	91mm̝55̞91̠1̞1.65454545 

L.d̝̘ˬǻMSGaHMˠ0RLSO/3%ťƺȞɦ 1 ×ZLSĤ>F9fN̦̦̦;
f^˧ŲÔʷ3O% 

 
ÊP^̝�«��¯ɔǺPS̘ˬ

ǻ4.eRLʅ=/̝M/0ʷ4ŋ

7ʵcfK/e%C;Lɐʴ=K[

eM̝̘ˬɋƆSĠķRb0POe

RL̝GaHM;f^ȠȲ4.eM

Ɣhfe% 
ºR½LʪhfK/e;M̝��

�LȈfK/eƘŀi̕Ī[PA@̝

ƺŗȾPʽȲȾPʏýR̊Lʈ1e

;MRL5eÇ˳POdZ=a0̙ 
 

2���n��� 
<K̝��nPȰfeƺ 1.618S̝��fMĭTfK̝ǵɐOãS̝ 

 �̠
1+ 5
2

 

L.e%;R̘ˬǻ̝̘ˬƺiŚʆ?e% 
 

̣Śʆ 2̤̘ˬǻ 
ɾýi a̝bR˯<L 2IPýĈ?eM5̝ 
 a̞b̠b̞(a̜b) 

4ƝdɣIb0PýĈ=EM5Rǻ a̞bi̘ˬǻM/0% 
 
ś˾PǾ]K[e% 
 a̞b̠b̞(a̜b)� �� b2̠a(a̜b)� �� b2�ab�a2̠0 

»˒i a2̡0LĈeM̝ b
a

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

− b
a
−1= 0  

bHK̝
b
a
̠
1± 5
2
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b
a
̡0bd̝ b

a
̠
1+ 5
2

 

bHK̝a̞b̠1̞ 1+ 5
2
̠1̞� 

 
ǳP̝̘ˬɋƆMĭTfe˯ǂƆLŚʆ?eM̝ǳRb0POe% 
 

̣Śʆ 3̤̘ˬǻ(̘ˬɋƆ) 
x̡1RM5̝ 
 (ɿR˯<)̞(ǱR˯<)̠1̞x 

R˯ǂƆ3c̝ĠķRb0PǵǂƆiědĖHEǷdR˯ǂ

Ɔ4êR˯ǂƆMɄÖPOeM5 x̝i̘ˬǻ(̘ˬƺ)M/0%
ZE̝;Rb0O˯ǂƆi̘ˬɋƆM/0% 
 
ś˾PǾ]K[e% 
 1̞x̠(x�1)̞1� �� x(x�1)̠1� �� x2�x�1̠0 

bHK̝x̠ 1± 5
2

 

x̡0bd̝x̠ 1+ 5
2
̠� 

̘ˬɋƆ3cědĖeǵǂƆR 1˒R˯<iđƊM?eĳýR³öiƯ/KIO:eM̝
ìPʥEţƺʝǄ4ƍcfe% 
̘ˬɋƆRŚʆbd̝ǷHE˯ǂƆ3cǵǂƆiědĖeƴÜSȠ˹Pɻ9e;M4L

5e%C=K̝̘ˬƺ�SȠȲƺL.e% 
̣ı 9̤ 

(1)� 54ȠȲƺL.e;MiʯǈAb% 

(2)� ̘ˬƺ�̠ 1+ 5
2
4ȠȲƺL.e;MiʯǈAb% 

 
�«��¯ɔǺS̝B.C.447 ŷPžʭ4ŔZd̝B.C.438 ŷPŘŭ=EM<fe%;R

ǊÌRƺŗʉM=KS̝8.*>-(B.C.582-B.C.496)4/e%��}©�RŚȲ(µŶǂ
RŚȲ)LǓĥL.e4̝ƉSǁʒřƹML^ʪ1e'��}©�ƹĵ(RƹɓL.HE%
��}©�ƹĵRƹʆS '̝´ȥSƺL.e(M/0ƹ1L.HE4̝ƅǊP29eƺMS

ǓȲƺR;ML.HE%ǓȲƺSýƺLʡAeƺ̝ʪ/Ʊ1eM.eĒ×Lʫdþe;M

4L5eƺL.e%CRb0OǊÌP̝ƴÜ4Ƞ˹Pɻ7̝ȠȲƺL.e�iĄȴ=K�

«��¯ɔǺižKEMS̝MK^Ɣ1O/%IZd̝ºR½R/g/gOƠP̘ˬǻ4

αjL/eM/0ʳS̝˧ŲÔʷL.e;M4ŋ/RL.e% 
 

̣ı 10̤ 
̘ˬɋƆMÊR˯ǂƆiŸI3¼WKʥK^cHEM5̝NR˯ǂƆiʅ=7ƛ>eÇ

4ŋ/3ʻǤ=Kʈš=K[b%  
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3��h��� 
̘ˬǻRM;gLȼŁ=E\f�hS̝ǳRǫǂɜƀLʡ<feǎɾL.e% 
 r = aebθ ̦̦̦(**) 
 (a̝bSŚƺL̝eSʏȡţƺRŻ̠��lƺ) 

Ý1T̝a̠0.1̝b̠0.2RM5̝ţƺʝǄ
(**)S̝ĠķRb0OʝǄPOe%a̝biŉ
ď<AfT̝ZEˠ0ƆPOeb0PƔ1e

4̝ʏűɄÖƆRǎɾL.e%?OhG̝Ñ

ƚRâφLƦō=EţƺʝǄS̝ˣƅOĴˏ

PbHKêRʝǄM³ʑ?eM/0ʅ=/Ɩ

ˆiƧHK/e% 
ZE̝ţƺʝǄS̝ǫǂɜƀRƆiʥfT

;Rb0OĥćLĭTfeRSƅȡL.e4̝

³ǂL}��hM^ĭTfe% 
 

̣ʺ̋ 14̤ 
ɧʨʝǄRĥɚS̝½Ɛ3cÕT=EđɃɾMţƺʝǄRO?ʨ4³ŚL.e;M3c

5K/e%;R;MiʯǈAb% 
 

(ʯǈ) 
ǫǂɜƀ(**)i̝ɃÅŽǰP29e�©£²�ʡɑPǏ5Ʊ1eM̝ 
 x̠rcos�̠ aebθ cos� 
 y̠rsin�̠ aebθ sin� 
bHK̝ 

 dx
dθ
̠ aebθ (bcos��sin�) 

 dy
dθ
̠ aebθ (bsin�̜cos�) 

`1P̝ţƺʝǄRȞ(x̝y)P29eƮɾǂĦR
�x�«i u

!
M27M̝ 

  u
!
̠(bcos��sin�̝bsin�̜cos�) 

ZE̝đɃɾRǂĦ�x�«i v
!
M27M̝ 

  v
!
̠(cos�̝sin�) 

bHK̝ 

 | u
!

|̠ b2 +1̝| v
!

|̠1 
  u

!
̦ v
!
̠(bcos��sin�)cos�̜(bsin�̜cos�)sin�̠b 

`1P̝đɃɾMţƺʝǄRO?ʨi�M?eM̝ 

 cos�̠
 

u
!
⋅v
!

u
!
v
! ̠

b
b2 +1

̠³Ś 

(Q.E.D.)  
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ţƺʝǄPS̝;Rb0Oʅ=/Ɩˆ4ÊP^.e% 
̣ı 11̤ 
ţƺʝǄ(**)M½Ɛi˚eđɃɾMRÅȞR0G̝˿dģ0ÅȞPI/KS̝ĔȞ3c

Rˋ́RǻS³ŚL.e;Miʯǈ=̝CR³ŚRãiǾ]b% 
 

̣ı 12̤ 
Ǌ˛ 320km ^RȪθO˛<L̎V�¦×~4̝ȬȥiρHK̎VM5R̎ʞǎɾSţ

ƺʝǄPOeMʪhfK/e%;fS̝�¦×~RɂS̊RǱPI/K/eE]P̝ǵ̅

Sb7ʥ1O/RL̝ƿ]3cʥKȬȥiŴPʦ˪PĚ]K̎V3cFC0F%;Rʷ4

ǵ=/M?fT̝�¦×~R̎ʞǎɾ4ţƺʝǄPOeȲȵiʷǈAb% 
 
ʝǄPS̝ǫǂɜƀ 
 r̠a�̦̦̦($)� (aSŚƺ) 

Lʡ<feʝǄ^.d̝;fi"@';2-��hM

/0% 
Ý1T̝a̠0.1RM5Rl«v£��RʝǄS̝Ġ

ķRb0POe% 
 

̣ı 13̤ 
l«v£��RʝǄ($)M½Ɛi˚eđɃɾMRÅ

ȞR0G̝˿dģ0ÅȞPI/KS̝ĔȞ3cRˋ́RŰS³

ŚL.e;Miʯǈ=̝CR³ŚRãiǾ]b% 
 
�n�Rƺŗʉ±ɘŗʉ¦|×±�«�²n(1654-1705)S̝

ţƺʝǄPI/KɎɠ=̝CRʅ=/ƖˆP̓Á<fERL̝

ŅɍPţƺʝǄiƇHK^c0;MiǔjF%=3=̝ś˾P

SʶHKl«v£��RʝǄ4ƇcfK=ZHE̦̦̦ 
 
 

̣ʺ̋ 15̤ 
ɧʨʝǄS̝sp¢unRb0OˎÙĎȥRǹRǀ̅_̝ĎȥRʨRƆPb7Ȱfe%

CRȲȵPI/KʈšAb% 
 
ō5Osp¢unS̝ť<Osp¢uniɄÖƦō=E^RL.d̝Ɔ4ŉhcO/%

sp¢unS̝ō57OePIfKō5O˦ŧiǳ&PÜHKØ[ǐ1K/7%CRM5

R˦ŧRǙÐS̝ō5<iņ=O4c³ŚRƆiàI;ML.e% 
;RǙÐPSö˭ƆRǹ4ƅKSZd̝CRb0OǹiÜeˎÙĎȥ^/e%ŊīïÙ

RƝ˯˛ż4Ĥ>L.fT̝ö˭ƆPOeRL.e%M;g4̝sp¢unSȣåM^0

ȣåRƝ˯˛ż4ˠ0E]P̝ö˭4Q>fKʝɾƆPOeRL.e%IZd̝sp¢u

nPŸÚŗȾOʥ˚=4.eM3̝˥ÔŕPţƺʝǄ4Ǎġď<fK/eƑʤSO/%  
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4�9#:40/fP��� 
ƺŗS̝ɘŗRʪʵM=KʏȡȰʿɧiʩǈ±ʷǈ?eRP̝ō/PƈɣI%=3=̝

ćɫLŦ=ʥEb0P̝ÚL^3jL^ƺŗRA/P?e̝ƺŗHKù/Fg0̝ȾOȲ

ʩS˳ˠHK/e% 
̘ˬǻRÊP^CRb0OÝM=K̝9#:40/fP�9#:40/f	4.e% 
 

̣Śʆ 4̤�m����ƺĀ 
ǳRȖďƀLŚʆ<feƺĀi�m����ƺĀM//̝Ģ̈Rƺi�m����ƺM

/0% 
 F1̠1̝F2̠1̝Fn̜2̠Fn̜1̜Fn 
 
óÙȾP�m����ƺiǾ]K[eM̝ǳRb0POe% 
 1̝1̝2̝3̝5̝8̝13̝21̝34̝55̝89̝144̝̦̦̦ 
�m����(1170 ̇-1250 ̇)S̝Ǘĥi¬s�«�±�±�~(�~R¬s�«�)

M//̝�m����S'����RƗŕ(M/0ƚĬL.e%�m����S̝1202
ŷP)ɪɁRǏ*iȻʞ=̝CR½Lp~wRI4/4ņ1K/7ı̋iÜHE4̝C;

P�m����ƺĀ4ȰfERL.e% 
 

̣ʺ̋ 16̤ 

�m����ƺĀR³ʔ̈iǾ]b%ZE̝ lim
n→∞

Fn+1
Fn
iǾ]b% 

 
 F1̠1̝F2̠1̝Fn̜2̠Fn̜1̜Fn̦̦̦� 

P2/K̝ 
 x2̠x̜1� �� x2�x�1̠0 
R 2IRʩi�̝�(�̡�)M?eM̝ 

 �̜�̠1̝��̠�1� (�̠ 1+ 5
2
̝�̠

1− 5
2

) 

L.e3c̝�bd̝ 
 Fn̜2��Fn̜1̠�(Fn̜1��Fn) 
bHK̝ 

 Fn̜1��Fn̠(F2��F1)�n�1̠�n̦̦̦� 
ĤǯP=K̝ 

 Fn̜1��Fn̠(F2��F1)�n�1̠�n̦̦̦� 
���bd̝ 

 (���) Fn̠�n��n 
`1P̝ 

 Fn̠
1
5

1+ 5
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

n

− 1− 5
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

n⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
̦̦̦  
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ZE̝ 

 lim
n→∞

Fn+1
Fn
̠ lim

n→∞

1
5

α n+1 − β n+1( )
1
5

α n − β n( )
̠ lim

n→∞

α − β β
α

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
n

1− β
α

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
n ̠�̠

1+ 5
2
� (� β

α
̟1) 

 
<K̝�m����ƺĀR³ʔ̈ S̝ȠȲƺR nÀRƺLʡ<fK/e4̝ʫɪRɹ

ǡüK7eĢ̈SƻƺL.e%GaHM¸ƔʾOƛ>4?e% 
ZE̝�m����ƺĀR˿dģHËRǻS̝̘ˬƺ�PĚǘ?e̙;Rɹǡ^.H

K̝ǳɫLʥeb0P�m����ƺiȦăOƺM[O?'̍ț(4.e% 
 

5�9#:40/��h��^��L�� 
ĠR˪ʗS̝tª�©®²RÏ˳R

 ��|L.e%;R ��|S̝

ʥKR˚d�©x�«Ǯ˜(ʏűɄÖ
Ǯ˜)4SH5dMʥ1e̝ʅ=/(̢)
˪ʗL.e% 
;fF9L^̝ƺŗȾPɴǌc=/

˪ʗL.e4 C̝R³˦iƦō?eM̝

ÉżSĠĴdMŮĴdRʝǄ47H5

dMʥ1K7e%ZEZEƺŗȾOǮ

˜iƧHK/eM/0h9F% 
CRǗƺiƺ1eM̝8ǗM 13ǗMOe%OjM̝;fS̝˿dģHE�m����ƺ

LSO/3̙ 

  
³ʔP̝ʕRʕſRƺS 3̝5̝84ŋ/Mʪhf̝;fc^?WK�m����ƺL.

e%ZE̝�n���«_ǜYH7dONSʝǄiƺ1cfeśiƧI4̝;fcRʝǄ

Rƺ^XMjN 5 8̝ 1̝3FMʪhfe%ʏȡS �̝m����ƺPƶ˨<fK/eR3̢ 
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̣ʺ̋ 17̤ 
ǨȥR 80%LS̝ʖPI/EʙRĀSʝǄiƯ7%ʙSCfDf?8·RʙM³ŚRʨ

żF9@fEƠPI/K/e%;R@feʨżS̝ŋ7RɝP2/KǭQ 137.5�L.e
;M4ŋ/%;RʨżS³Ù̝N;3cȰfERFg0̢ 

 
Śʆ 2L̝̘ ˬǻiɾýRǻLŚʆ=E%CRl��²L ö̝iýĈ?e%?OhG̝

ĠķRb0P̝ 
 (Ɍ/öƃ)̞(˯/öƃ)̠(˯/öƃ)̞(öī) 

iȐE?b0PýĈ=EM5R̝Ɍ/öƃPţ?e½Ɛʨi�M?

eM̝ 
 a̞b̠b̞(a̜b) 

;fSN;3LʥEb0O̦̦̦̝C0̝̘ˬýĈL.e%`1P̝ 

 a̞b̠1̞ 1+ 5
2

 

bd̝ 

 �̠360�	 1

1+ 1+ 5
2

̠360�	 2
3+ 5

̠137.5077̦̦̦� 

M̝137.5�4Ȱfe%;R½Ɛʨ�̠137.5�i̝���M/0% 
ZEZEȰfE̘ˬǻ̝C=K̘ˬǻPýĈ<fE̘ˬʨ̝;fSǗƅPȦăOʨżOR

Fg03̢ 
 

 
̣ʺ̋ 18̤ 

GeoGebra R�kn«iĄȴ=K̝ʙź_ťʕRʲ]˓[R�¡§¬²�¨¯iʞ/̝
̘ˬʨPI/KʈšAb% 

 
�¡§¬²�¨¯RɹǡS̝ǳRb0POd̝̘ˬʨR'ɔəƖ('äō<(4ɐʴL5

Eb0PƔ1e4̦̦̦ 
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ŋ7RǗ_���¶LS'Í¶Rb0O;M3c̝�m����ƺ±̘ˬʨRʙźSǨ

ȥPǓĄL.d̝˝ďR˟ɜLCfiˤƥ=EǨȥ4ȳ5ǷHERL.e%OjMɴǌc

=/̙(Mʩʷ=K.e%C=K C̝fiʸjL'ù/̙� ʏȡSɴǌc=/̙(Mƛε̝

ɱƍ?eRL.e̦̦̦ 
=3=̝;fLǗƅPȲʩL5ERFg03̢ 
 
 ɐ3P̘ˬʨL.fT̝ʙźSǨȥPǓĄC0F 
 =3=̝CR½˙đɤO 137.5077̦̦̦�iȀ]eĔȲSÚORF̢ 
 ˿dģHEʙRĔĿ(ʙPOeɵʋ)4̝OB̘ˬʨF9@feR3̢ 
 CfSŦ=^ʷǈL5K/O/LSO/3̙ 
 

M/0;ML̝̂ HMɘŗȾOʷǈ±ʩǈ4ƑʤORL.e%ƺŗȾOƴÜS=K/e4̝

ʏýRƔ/˓[_Ɣ/îfL̝ʏȡR½PȰfe̘ˬǻ̝�m����ƺi˅˄?eRL

S̝ƺŗiɘŗRʪʵM=KȲʩ=K/eMSʪ1O/% 
 
ʙźPI/KS̝ō˵ōŗR˔ʜȓìȳ4̝ǳRb0OǭȸRÎʷiİ1cfK/e% 
Z@̝ʙRĔĿRƆƝPS̝³ŚζżÍ¶Rs²v�¯M/0Ǩȥ�«¤¯4ƑʤL.

e%Ğ/ĔĿSs²v�¯iħĚ?e(˷ŝȾPç7)RL̝ǁ=/ĔĿSĞ/ĔĿ3cL
5eF9ˡ7PL5e%C;L̝ǳR 2IRÎŚiɣKe% 

[1]� 1IćRĔĿR˷ŝčǡS̝³ŚRǻφLȍʢ?e
(EF=̝4áÍ¶Ğ/^RSȠʦ?e) 

[2]� ĔĿ3cR˷ŝčǡS̝ˋ́PęǻÝ?e 
Í¶iķɑ?eM̝ĠķRb0POe% 
;;L̝�SȍʢφL.e% 
 

̣ı 14̤ 
˔ʜìȳRÎʷPƌ1T̝�̠�MOe;MiɑA% 
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科学の言語としての数学  「実験する数学」 (第６回～第７回) 

担当 川口 慎二 （附属中等教育学校） 

 
１．はじめに 

うか？ ཝᐦな論理体系からなる論ドとࡻとはどのような学問でし「数学」ࠊなさんにとってࡳ 

計算の学問だと思う人もいるでしࡻう。数学を◊✲する上でࠊணを立ててそれをド明することは

必要不ྍḞな作業です。しかしࠊ「ணを立てる」ẁ㝵ではさまࡊまな現象を観察したりࠊいࢁい

実≀をࠊ実際にᡭをືかしࠊな実験を⾜ったりすることも必要です。このような実験や観察にはࢁ

観ることだけではなࢥࠊࡃンࣗࣆータを用いた数್実験やシミࣗࣞーシࣙンなどもྵまれます。一

方でࠊこのような実験や観察を⾜うことによりࠊᚓられた数学的事実のពや౯್が確ㄆできるሙ

ྜもあります。 
 そこでࠊ第 4 回から第 7 回ではࠊ中学校や高校ではあまりゐれることのなかった数学をࠊ実際に

ᡭをືかしながら考えてࡳようと思います。またࠊ実験を通して実際の現象を数学的に表現するこ

とのពや現実世界の事象の応用などについてもゐれてࡳたいと思います。 
 
２．「デタラメ」を実験する 

 世の中にはࠊ「അ然」や「デタラメ」がたࡃさんあります。例え1ࠊࡤ ಶのࣟࢥࢧをったりࠊ

1 ⤌のトランプから 1 ᯛの࢝ーࢻを㑅んだりࠊさまࡊまなሙ面で「അ然」が㉳こります。その結ᯝࠊ

「അ然」により㑅ࡤれた数Ꮠによりࠊ「デタラメ」な数Ꮠの列ができます。 
ここではࠊそのようにしてᚓられた「デタラメ」な数Ꮠの列がどれࡃらい「デタラメ」なのかに

ついて考えてࡳましࡻう。 
 
実験１  
ձ1 から 6 までの数Ꮠを思いつࡃままにࠊୗのᯟෆに 60 ಶ書き୪てࡳよう。 
 

            

            

            

            

            

 
このようにࠊ人㛫が思いつࡃままに書き୪てできる㞧な数Ꮠの列を人工乱数とよぶことに

しましࡻう。 
 

 ղձで書き୪た         のなかにࣟࢰࠊ目がいࡃつあるか数えて

のように同じ数Ꮠが「444」ࠊよう。ここでࡳ 3 つ୪んだሙྜはࣟࢰ目が 2 ಶ

できていると考え4ࠊ ಶ௨上のሙྜも同ᵝに考えることにします。 

 
ಶ 
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ճ次にࣟࢥࢧࠊを 60 回って 60 ಶの数をつࡃりましࡻう。これを「サイコロ乱数」と名け

ることにします。ձと同ᵝにᯟෆに書き୪ます。その๓にࣟࢥࢧࠊ数に現れるࣟࢰ目の

ಶ数はղのಶ数よりከいでしࡻうか？それとも少ないのでしࡻうか？ணしてࡳましࡻう。 
 
        らいであるࡃ同じࡰঁ  

ংࣟࢥࢧ数の方がࣟࢰࠊ目がከい 

  ঃࣟࢥࢧ数の方がࣟࢰࠊ目が少ない   

 
            

            

            

            

            

 
なっࡃう。ᢞげ方がᝏいと上面がฟやすࡻᢞげましࡃ回㌿するようにໃいよࡃがよࣟࢥࢧͤ 

てしまいます。 
 
մճで書き୪たࣟࢥࢧ数のなかにࣟࢰࠊ目がいࡃつあ

るか数えてࡳよう。またࠊ結ᯝはどうであったでしࡻうか。 
 
 
 յ最後に GeoGebra の表計算機⬟を用いて1ࠊ から 6 までの整数からなる数

をつࡃりࣟࢰࠊ目のಶ数を数えてࡳよう。GeoGebra の表計算でࣝࢭに 

=RandomBetween[1,6] 

とධ力してࢻラッグによりࣆࢥーすると60ࠊ ಶの数ができます。 
 
実験 2 

 ձ実験１でᚓられたׇ人ᕤ数ࣟࢥࢧࠊ数ࢥࠊンࣗࣆータの生ᡂした数について1ࠊ
から 6 までの数Ꮠの表れた回数を数えてࡳよう。 

 
ղ次にࠊ実験１では 1 から 6 までの 6 ಶの数Ꮠを考えているのでࠊそれぞれが同じྜで現れる

のであれ10ࠊࡤ ಶずつ現れるはずです。そこでࠊ数Ꮠ )61( ≤≤ jj の表れた回数を ja とする

ときࠊ 10−ja を「ゆらぎ」とよぶことにします。このときࠊゆらぎの⛬度を表すためにࠊ「ゆ

らぎの平均値」を  ( )∑
=

−=
6

1

210
6
1

j
jaS  と定めます。 

ண 
 

 
ಶ 

結ᯝ 
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GeoGebra の表計算機⬟を用してׇࠊ人ᕤ数ࣟࢥࢧࠊ数ࢥࠊンࣗࣆータの生ᡂし

た数についてࠊゆらぎの平ᆒ್をồめてࡳよう。 
 

 数Ꮠ 1 2 3 4 5 6 

ׇ 

回数       

ゆらぎ       

ゆらぎの平ᆒ್は 

 

回数       

ゆらぎ       

ゆらぎの平ᆒ್は 

 

回数       

ゆらぎ       

ゆらぎの平ᆒ್は 

 
実験３ 

 ձGeogebra の表計算機⬟を用いて1ࠊ から 6 までの数Ꮠからなる 300 ಶの数を生ᡂしࠊそれ

ぞれの数Ꮠがఱ回現れたかを数えてグ㘓しࠊゆらぎとゆらぎの平ᆒ್を計算してࡳよう。 

 
数Ꮠ 1 2 3 4 5 6 

回数       

ゆらぎ       

ゆらぎの平ᆒ್は 

 
 ղさらに 300 ಶの数を生ᡂしྜࠊ 計 600 回のうちࠊそれぞれの数Ꮠがఱ回現れたかを数えてグ

㘓しࠊゆらぎとゆらぎの平ᆒ್を計算してࡳよう。 

 
数Ꮠ 1 2 3 4 5 6 

回数       

ゆらぎ       

ゆらぎの平ᆒ್は 

 
 ͤGeoGebra の表計算機⬟のにࠊExcel を用いてもよい。 
 
 

36



■数学的考察 
 一⯡にࠊいࡃつかの数Ꮠをࠊそのすてが同じ確⋡で現れるように㞧に୪た数Ꮠの列のこと

を乱数といいます。 
 実験１ではࠊ人ᕤ数が実は数になりにࡃいことを実感するとともにࣟࢰࠊ目や 3 回のࣟࢰ目

がそれぞれ 10 回3ࠊ㹼4 回⛬度㉳こりᚓることを確ㄆしてしいというព図で⾜いました。たと

えࣟࢰࠊࡤ目ができる確⋡は
6
1
，3 ಶのࣟࢰ目ができる確⋡は

36
1
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1 2

=¸
¹
·

¨
©
§  であることからも┤ち

にわかります。 

 実験２ではࠊゆらぎという考え方を⤂しました。ࣟࢥࢧの 1 つの目がฟる確⋡は
6
1
ですからࠊ

60 ಶの数の中には 1 から 6 の数Ꮠがそれぞれ 10 回ずつ現れることが期ᚅできます。その期ᚅさ

れる回数(このሙྜ 10 回)と実際の回数のᕪの⤯対್がゆらぎです。 
またࠊ「ゆらぎの平ᆒ್」とはࠊ期ᚅされる回数を平ᆒ್とࡳたときࠊそれぞれの数Ꮠが表れる

回数の           をពしています。一⯡にࠊ期ᚅされる回数をN とするとࠊゆらぎ

の平ᆒ್は N ⛬度になることが知られています。 

 つまりࠊ期ᚅされる回数(つまり平ᆒ್) N に対するゆらぎのྜはࠊ
NN

N 1
=  となるためࠊ

期ᚅされる回数が大きࡃなるにつれてࠊゆらぎのྜは 0 に㏆࡙いていきます。 
 このようにࠊが大きࡃなるにつれてゆらぎが小さࡃなることからࣟࢥࢧࠊをる回数をどんど

んቑやしていけࠊࡤ次第にそれぞれの目がฟる確⋡は
6
1
に㏆࡙いていࡃことになります。 

 つまりࠊこの実験２は「             」を確ㄆするための実験だったといえるの

です。 
 
３．酔っぱらいを数学で観察する 

 さてࠊ⾤で見かける「デタラメ」なᵝ子といえࠊࡤ酔っぱらいのお∗さんが༓㫽㊊でࡩらࡩらと

Ṍいているሙ面もその 1 つといえます。お㓇を㣧んですっかり上機᎘のお∗さんはࠊ㠜をᢪえてྑ

にフラフラࠊᕥにフラフラまっすぐṌࡃことができまࡏん。そんな酔っぱらいのṌࡃさまもࠊ数

を用いて「デタラメ」を捉えることによりࠊ数学的な法๎性が見えてきます。 
 
実験４ 

 ձはじめに数┤⥺上のཎⅬ O にいる酔っぱらいが数┤⥺上を⛣ືします。ࣟࢥࢧをって1ࠊ, 
2, 3 の目がฟたらྑに 1 Ṍ(㸩1)，4, 5, 6 の目がฟたらᕥに 1 Ṍ(㸫1)ືきます。この酔っぱら

いが 100 ṌṌࡃとどこにたどり╔ࡃか考えてࡳましࡻう。 
 
 
 
 

0 x0 1 2 3 4 50-1-2-3-4-5
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ղࣟࢥࢧの௦わりにࠊGeogebra の表計算機⬟を用いて1ࠊ から 6 までの数Ꮠからなる 100 ಶ

の数を生ᡂして1ࠊ Ṍずつ酔っぱらいのືࡃᵝ子を表してࡳましࡻう。 
  
 ͤྑ図の x㍈が数┤⥺を表 

していてࠊ y㍈が回数 
(Ṍ数)を♧しています。 

 
 ճ酔っぱらいのືきには 
  つ๎性があるのでしࡻう 

か。考えてࡳましࡻう。 
 
 մ次のṌ数のሙྜの酔っぱ 

らいの置( xの್)をグ 
㘓しておきましࡻう。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ṍ数 置 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

O x

y

5P10P 5 10

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

55

60

65

70

75

80

85

90

95
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■数学的考察 
実験 4 の酔っぱらいのようにࠊ≀体(人や⢏子など)が

㛫とともに⛣ືする事象においてࠊ⛣ືする方ྥ(および㊥

㞳)が確⋡とともにえられておりࠊ㛫とともにそのືき

を変えるような㐠ືを「ランダムウォーク」といいます。≉に

実験４ではࠊ┤⥺上を⛣ືするので1ࠊ 次元ランダムウォークࠊ

または直線上のランダムウォークといいます。またࠊ酔っぱら

いの⛣ືに例えられるため1ࠊ 次元ランダムウォークの問

題を「酔歩問題」とよぶこともあります。 
ランダムウォークはࠊもともと「ブラウン運動」(水にᾋか

ぶⰼ⢊の不つ๎な㐠ື)をࣔデࣝしたものでありࠊሗの

ఏ㐩や≀㉁の流れの解析にも応用されています。 
 ランダムウォークが現れる現象は自然や社会にも非常にከࠊࡃẼ体分子の㐠ືやᰴ౯ࠊⅭ᭰┦ሙ

の変ືなどがᣲげられます(ヲしࡃは後㏙します)。 
 

 
 
 1 次元ランダムウォークの例としてࠊ「ギャンブラーの破産問題」とよࡤれるものがあります。 
 
実験５ 

 ձ2 人のࢠャンブラーA と B が 10 ᯛずつࢥンをもっています。1 ᯛのࢥンをᢞげࠊ表がฟ

たら A は B にࢥンを 1 ᯛΏします。がฟたら B が A にࢥンを 1 ᯛΏします。これを⧞

り㏉しࠊどちらかのࢥンがなࡃなったら⤊了です。 
 
 ղձの設定をランダムウォークで考えてࡳよう。いまࠊA の持っているࢥンのᯛ数を数┤⥺上

のືⅬ P として表すことにするとࠊⅬ P ははじめに   の置にありࠊ 
Ⅼືࠊンが表のときࢥ・     P は 
Ⅼືࠊンがのときࢥ・     P は 
    ・ືⅬ P が 0 の置にࡃるとࠊ 
    ・ືⅬ P が 20 の置にࡃるとࠊ 
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0 x0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

P
 

 
 ճ20 回まで⧞り㏉してࡳましࡻう。㏵中でどちらかが◚⏘すれࡤ⤊了です。20 回までにどちら

も◚⏘しないሙྜは20ࠊ 回⤊了の A の持ち金をグ㘓しましࡻう。 
 

O x

y

5 10 15 20

5

10

15

20

 
 
 
 
■数学的考察 

実験 4 と実験５ではࠊともに 1 次元ランダムウォークの問題です。これらの実験から1ࠊ 次元ラ

ンダムウォークではࠊ⛣ື(ヨ⾜)回数を nとするときࠊ⛣ື㊥㞳は nに㏆いことにẼきます。

この理⏤も「ゆらぎ」の考え方でㄝ明することができます。 

 いまࠊ㸩1 㐍む確⋡と㸫1 㐍む確⋡が等しいのでࠊn回のうちࠊ
2
n
回がྑ㐍ࠊࡳ

2
n
回がᕥ㐍

むことが期ᚅできます。とこࢁがࠊ「デタラメ」に⛣ືしているのでࠊᕥྑの㐍む回数にゆらぎが
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生じます。ඛ⛬も㏙たようにࠊそのゆらぎの平ᆒ್は
2
n

 です。ここでࠊᕥに㐍む回数がከい

とྑࠊ このゆらぎはࠊなるためࡃ㐍む回数が少な 2 ಸとなりືࠊ Ⅼが㐍む㊥㞳は nn 22
2

=×  と

なります。 414.12Ҹ よりࡰࠊ n  に㏆ࡃなるというわけです。 

 
実験６ 

実験５においてࠊA と B のはじめのᡤ持金と 1 回のࢥンの⛣ືする確⋡(㉃けの勝⋡)を変えて

 。うࡻましࡳ
 ձ2 人のࢠャンブラーA が 5 ᯛࠊB が 10 ᯛのࢥンをそれぞれもっています。ࣟࢥࢧを 1 ಶ

ᢞげ5ࠊ ௨上の目がฟたら A は B にࢥンを 1 ᯛΏします。4 ௨ୗの目がฟたら B が A にࢥ

ンを 1 ᯛΏします。これを⧞り㏉しࠊどちらかのࢥンがなࡃなったら⤊了です。 
 
 ղձの≧ἣをࠊランダムウォークを用いて 20 回まで⧞り㏉してࡳましࡻう。㏵中でどちらかが

◚⏘すれࡤ⤊了です。20 回までにどちらも◚⏘しないሙྜは20ࠊ 回⤊了の A の持ち金をグ

㘓しましࡻう。 
 

O x

y

5 10 15 20

5

10

15

20
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■数学的考察 

実験６ではࠊ実験５のときと比てࠊはじめのᡤ持金㢠とࢥンの⛣ື確⋡を変えてࡳました。

一⯡にࢠࠊャンブラーの◚⏘問題についてࠊ次の事実が知られています。 
ャンブラーAࢠ・ のはじめのᡤ持金がaで1ࠊ 回の㉃けにおける勝⋡が p， 
ャンブラーBࢠ・ のはじめのᡤ持金がbで1ࠊ 回の㉃けにおける勝⋡が )(1 qp =−  

とするときࠊA が B を◚⏘さࡏる確⋡はࠊどちらかが◚⏘するまで⧞り㏉したሙྜࠊ 

ba

a

p
p

p
p

+

¸̧
¹

·
¨̈
©

§ −
−

¸̧
¹

·
¨̈
©

§ −
−

11

11
 ¸

¹
·

¨
©
§ ≠ のとき

2
1p  ， 

ba
a
+

 ¸
¹
·

¨
©
§ = のとき

2
1p  

でえられます。 
 ランダムウォークにおいてࢠࠊャンブラーの◚⏘問題ではどちらかが◚⏘すると⤊了となります。

これを「吸着」といいます。またࠊ酔Ṍ問題で一方をቨにしてそれ௨上㐍めないようにするとࠊቨ

に当たってᡠってきます。これを「反射」といいます。またࠊある置に㐩すると␃まるという≧

ែの「滞留」も㉳こりᚓます。これらはランダムウォークの「境界条件」といわれる重要な᮲௳な

のです。 
 
４．2 次元ランダムウォーク 

 ி㒔の⾤はまるで◻┙の目のように⏫が༊分けされています。ி㒔の⾤をṌࡃ酔っぱらいはまる

でᗙ標平面上をウࣟウࣟ回っているかのようです。 

 

実験７ 

 ձはじめにᗙ標平面上のཎⅬ O にいる酔っぱらいがᗙ標平面上を⛣ືします。1 から 4 までの

数をつࡃり1ࠊ がฟたらྑに 1 Ṍ，2 がฟたらᕥに 1 Ṍ，3 がฟたら上に 1 Ṍ，4 がฟたらୗ

に 1 Ṍືきます。この酔っぱらいは 40 ṌṌࡃとどこにたどり╔ࡃか考えてࡳましࡻう。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

O x

y
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ղࣟࢥࢧの௦わりにࠊGeogebra の表計算機⬟を用いて1ࠊ から 4 までの数Ꮠからなる 40 ಶの

数を生ᡂして1ࠊ Ṍずつ酔っぱらいのືࡃᵝ子を表してࡳましࡻう。 
  

O x

y

5P10P15P 5 10 15

5P

10P

15P

5

10

15

 
 
 ճ酔っぱらいのືきにはつ๎性があるのでしࡻうか。考えてࡳましࡻう。 
 
 մ次のṌ数のሙྜの酔っぱらいの置(ᗙ標)をグ㘓しておきましࡻう。またࠊཎⅬからそのⅬま

での㊥㞳をồめましࡻう。 
 

Ṍ数       

置       

㊥㞳       
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■数学的考察 
実験７では2ࠊ 次元ランダムウォークの問題です。これらの実験から2ࠊ 次元ランダムウォーク

ではࠊ⛣ື(ヨ⾜)回数をnとするときࠊཎⅬからືⅬPまでの㊥㞳は n2 に㏆いことにẼきます。

この理⏤も「ゆらぎ」の考え方でㄝ明することができます。 

 いまࠊn回の⛣ືのうちࠊ
2
n
回がᕥྑ㐍ࠊࡳ

2
n
回が上ୗ㐍むことが期ᚅできます。「デタラ

メ」に⛣ືしているのでࠊᕥྑの㐍む回数にゆらぎが生じます。1 次元のランダムウォークでㄝ明

したようにࠊᕥྑの⛣ືのゆらぎの平ᆒ್は nn
=×

2
2  です。つまりࠊᕥྑの⛣ື分はࡰ n  

に㏆ࡃなります。またࠊ上ୗの⛣ືについてもࠊᕥྑの⛣ືとまったࡃ同じことがいえてࠊ上ୗの

⛣ື分も n  に㏆ࡃなります。このとき୕平方の定理からࠊཎⅬからືⅬまでの㊥㞳は n2  に㏆

 。なりますࡃ
 
５．ゆらぎとランダムウォークの応用例 

 ゆらぎの応用としてはㄗᕪホ౯などがࠊランダムウォークの応用例としてはࠊブラウン㐠ືのシ

ミࣗࣞーシࣙンࠊ⢏子の㐠ືのシミࣗࣞーシࣙンࠊうわさヰのఏࠊ感ᰁのఏࠊᰴ౯の変ືな

どがᣲげられます。それぞれ 1 つずつ⤂しておきましࡻう。 
  
 ➊ゆらぎの応用「ㄗᕪホ౯」 
  実験においてࠊ 定は重要な要⣲です。より正確に 定することによりࠊ現象を正しࡃ捉える

ことができます。しかしࠊ 定には人㛫がࢥントࣟーࣝすることが㞴しいㄗᕪが生じてしまいま

す。室ෆ 度ࠊ 定ჾ具の࢞タࢶキࠊ人のືきによる✵Ẽの流れࠊ㌴の通るືなどさまࡊまな

要ᅉが考えられます。これらの要ᅉによるㄗᕪを㝖するためにはࠊఱ度も⧞り㏉し 定するこ

とが必要になります。 
  例えࠊࡤ重さがW である≀体の重さを 定するときࠊ 定್のㄗᕪ W∆ が生じるとします。

つまりࠊ 定の度に 定結ᯝは WW ∆+ あるいは WW ∆− となります。 定をn回⾜ったሙྜࠊ

W∆+ のㄗᕪと W∆− のㄗᕪの生じる回数は༙分ずつではなࠊࡃ一方がゆらぎのため n⛬度ከ

。なりますࡃ W∆+ のㄗᕪの方が n回ከࡃ生じたとするとࠊ n回の 定結ᯝの平ᆒは 

n
WW

n
WnnW ∆∆

+=
+

 

となります。したがってࠊn回の 定結ᯝの平ᆒ್はࠊ
n
W∆

だけ大きࡃなります。同ᵝにࠊ W∆−
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のㄗᕪの方が n回ከࡃ生じたとするとࠊn回の 定結ᯝの平ᆒは
n
W∆

だけ小さࡃなります。 

  どちらにࡏよࠊ 定回数nがከいどずれが小さࡃなりࠊ正確な 定್に㏆࡙きます。 
 
 ランダムウォークの応用「⢏子の㐠ືのシミࣗࣞーシࣙン」ߒ 
  ✵Ẽ中に分ᩓする PM2.5 のようなᚤ小なちりや㌴のẼ࢞スからฟされる❅⣲ྜ≀など

の分子はࠊ✵Ẽの分子と⾪✺を⧞り㏉しながらࠊ⤯えず㞧に㐠ືしています。つまりࠊ✵Ẽ中

でランダムウォークをしていると考えられます。 
  ランダムウォークをする回数nは㛫 tに比例するためࠊ ptn =  ( pは 度が高いと大きࡃな

ります)とかけます。このときࠊᚤ小≀㉁がもとに置から⛣ືした㊥㞳はࠊ 

atn 22 =  

となります。したがってࠊᚤ小≀㉁がもとに置から⛣ືした㊥㞳は t に比例します。つまりࠊ

㛫の⤒㐣とともに㛗ࡃなります。ᚤ小≀㉁が⛣ືする方ྥは✵㛫ෆの全方ྥであるからࠊᚤ小

≀㉁のランダムウォークはࠊ⌫ᙧ㡿ᇦにᗈがりࠊ⌫の༙ᚄが t に比例して大きࡃなることがわ

かります。このようにしてࠊᚤ小≀㉁や分子の分ᕸがᗈがっていࡃᵝ子を「拡散」といいます。 
 
■ཧ考文⊩ࠊཧ考 HP 
  [1] 「ᴦしい数理実験」ࠊ高ᮌ㝯ྖࠊ講ㄯ社 
  [2] 「ランダムウォークのヰ」ࠊ深川ஂ 
 
６．課題Ⅰ 

 
㸯 ᗙ標平面上のཎⅬ O にືⅬ P があります。0 から 9 までの࢝ーࢻから 1 ᯛ㑅び2 ,1ࠊ ならᕥ

に4 ,3ࠊ ならୗに6 ,5ࠊ ならྑに8 ,7ࠊ なら上にそれぞれ 1 だけ⛣ືします。9, 0 のときは立

ちṆまります。この᧯作を50回⧞り㏉すときのືⅬPの置をシミࣗࣞーシࣙンしましࡻう。 
 
㸰 2 人のࢠャンブラーA, B がいます。はじめのᡤ持金は A が$8，B が$12 であり1ࠊ 回あたりの

㉃けの勝⋡は A が 70%, B が 30%です。 
(1) 5 回㉃けを⾜うときࠊA のᡤ持金がいࡃらになっている確⋡が高いでしࡻうか。計算してࡳ

ましࡻう。 
(2) (1)の 5 回勝㈇を 5 回⧞り㏉します。数を用いたシミࣗࣞーシࣙンを⾜い(1)ࠊの結ᯝと比

㍑してࡳましࡻう。 
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科学の言語としての数学  「実験する数学」 (第ᾇ回) 

担当 川口 慎二 （附属中等教育学校） 

 
ᾆ．ἄームにỮでいる数学 

 回はࠊゲームの必勝法に関する考察をしてࡳましࡻう。数学とどんな関係があるのでしࡻうか。 
 
実験Ჲ  
ձ10×10 の┙と㥖 1 ಶを用ពします。 

 ղඛᨷと後ᨷを決めࠊඛᨷは┙の⥙けの部分のどこかにࠊ㥖を置きます。 
ճ後ᨷはඛᨷの置いた置からࠊᕥࠊᕥᩳめୗࠊୗのいずれかの方ྥにዲきなだけ㥖をືかすこ

とができます。 
մこれをඛᨷと後ᨷが⧞り㏉しࠊඛにۼのついたマスに㥖を置ࡃことができた方の勝ちとします。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
յまずはࠊఱ回か実際に対ᡓしてࡳましࡻう。ඛᨷと後ᨷを௦したりࠊ┦ᡭを変えたりしてࡳ

ましࡻう。このときࠊඛᨷと後ᨷのどちらが勝ちやすいのでしࡻうか。 
 

       ࠙ணࠚ      のうが勝ちやすい。 
 
■数学的考察 
 ここではࠊ実験Ჲで⾜ったゲームの必勝法を考察してࡳることにしましࡻう。 
 そこでࠊはじめにࠊ┙のマス目を少なࡃして考えてࡳることにします。5×5 の┙で考えてࡳます。 
最▷で  ᡭࠊ最㛗で  ᡭでゲームは⤊わります。 
 あなたがඛᨷであるとします。まずࠊ�の置には㥖を置いて

はいけまࡏん。 
 
 
 
 
 

ۼۼ

ۼ
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実験Ჳ  
ձマス目の数を 1 つずつቑやしてࠊඛᨷの必勝法の有↓をㄪてࡳましࡻう。 

  6×6                         7×7                         8×8 

 
  ղձをㄪてࡳるとࠊよりຠ⋡的な方法にẼきます。ୗの┙は 27×27 です。 

ۼ ۼ ۼ

ۼ
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 ճඛᨷに必勝法がある┙の一㎶のマス目の数nは 
 

    =n  
 
  であることがわかります。 
 
■数学的考察 
 実験Ჳからࠊ┙の一㎶のマス目に応じてࠊඛᨷに必勝法があるሙྜとࠊ必ず後ᨷが勝つሙྜに分

かれることがわかりました。さらにࠊ図の۔の置にඛᨷが㥖を置ࡃことができれࠊࡤ後ᨷにۼ

㥖を㐍められるᚰ㓄がなࡃᏳ全です。そこで۔ࠊのධっているマスをܤμˮፗとぶことにします。 

 
 実際にࠊඛᨷがᏳ全置۔をᢲさえながら㥖を㐍めるとࠊ後ᨷはۼにたどり╔ࡃことができずࠊ

ඛᨷの勝ちとなることが確ㄆできます。 
つまり۔ࠊが┙の上㎶とྑ㎶に現れないሙྜにඛᨷは必ず㈇けます。㏫にࠊ┙の上㎶またはྑ㎶

にᏳ全置۔が現れるሙྜࠊඛᨷに必勝法があることになります。 
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数学的な議論のためにࠊマス目のᕥୗのゅのマスをᇶ‽としてࠊ┙のୗ㎶とᕥ㎶に 0 から␒ྕを

ります。するとࠊ┙上のマス目はᗙ標のように ),( nm と 0 ௨上の整数の⤌で表すことができます。

ᅖ◻やᑗᲦと同じ感じですࡡ。このときࠊᏳ全置についてわかることがいࡃつかあります。 
 
 にᏳ全⨨はิྛߑ

 ࠙理⏤ࠚ 
  
  
 
 にᏳ全⨨はิྛߒ

 ࠙理⏤ࠚ 
 
 
 
䚁Ᏻ全⨨は┙のᑐゅ⥺ୖにはなࠊࡃ┙のᑐゅ⥺にࡘい࡚ 

 ࠙理⏤ࠚ 
 
 
 
 そこでࠊ┙の対ゅ⥺の上側のࡳを考えてࠊ⤌の๓の数Ꮠが小さい方から �),,(),,( 2211 yxyx と

するとࠊୗ表のようになります。 
 [表㸯] 

j  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

jx            

jy            

 

䚂ྛ �,3,2,1=j にࡘい࡚ࠊ =jy  

 ࠙理⏤ࠚ 
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 [表㸯]はこれらのつ๎➊㹼䚂によりࠊᇙまります。しかもࠊ 

 
   [⾲ 1]には 

 
ことにẼいたでしࡻうか。 
 
■数学的⫼ᬒ 
 上の事実にはࠊ次の定理があります。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ではࠊ回のゲームのሙྜࠊ上㏙の定理の ED , に┦当する↓理数とはఱでしࡻうか。実は 

 
が関係しているのです。 

 いまࠊ
2IEID == , とするとࠊ定理の᮲௳を‶たしています。[表 1]ではࠊ 

=jx         ,  =jy  

という数列ができていることになります。 
 
࠙ཧ考ࠚ黄金比 

 あなたが「美しい」と思うのはࠊ一体ఱを見たときでしࡻうか。美⾡㤋の⤮⏬を見たときࠊᒣの

㡬からⓏるᮅ日を見たときࠊ⤃☐の✵のୗで㩭やかなࣝࣂࢥトブࣝー

のᾏをࡳたときなどࠊ人それぞれ「美しい」と感じるものは␗なりま

す。人ࠎが感じる「美しさ」の中には共通性を数学的に捉えようとし

て考えられてきたのが「黄金比」ともいえます。 
ྑ図はࠊタリアのࣝࢧࢿンス期を௦表する科学⪅ࠊⱁ⾡家そして

発明家として有名なࣞ࢜ナࣝࢻ・ダ・ࣦィンチ(Leonardo da Vinci, 
1452㸫1519)による「ウィトࣝウィウス的人体図」とࡤれる作ရで

す。1490 年㡭のダ・ࣦィンチのࣀート「プ࣏ࣟーシࣙンの法๎」のな

かに現れます。ྂ ௦ࣟーマ௦のᘓ⠏家ウィトࣝウィウスはࠊ⣖元๓ 1
世⣖に人体の比⋡をもとに⊂自のᘓ⠏理論を作り上げました。その著

ᐃ理 

ED , は↓理数࡛࠶りࠊ 1!ED , 111 ࡘ 
=+

ED
 ࠋするࡘ❧ᡂりࡀ

 数ิࠊࡁのࡇ

> @ > @ > @ > @ ,,,,3,2, �� DDDD n    > @ > @ > @ > @ ,,,,3,2, �� EEEE n  

の中にはࠊす࡚に自然数ࡀ 1ᅇࢀ⌧ࡘࡎるࠋ 
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⪅「ᘓ⠏༑書」にある「人体はと正方ᙧにෆ᥋する」というグ㏙を表したものでありࠊᫎ⏬「ダ・

ࣦィンチࢥーࢻ」の中にもⓏሙしࠊタリアの㸯ࣘーࣟ◳㈌のデࢨンにも用いられている図とし

て有名です。 

 ダ・ࣦィンチはࠊ⏬⤮ࠊ᙮้ࠊᘓ⠏ࠊᅵᮌࠊ機Ეࠊ解๗学などᖜᗈい分㔝で業⦼をṧしࠊ「⬟

人(uomo universale)」とࡤれる人≀です。⤮⏬ではࠊ「最後のᬌ㣶」や「ࣔナ・リࢨ」などの作

ရでࠊᘓ⠏ではᶫの設計ࠊ発明では機関㖠や潜水Ⰴࠊ自ື㌴や㣕⾜機などの機構で有名です。数学

の分㔝ではࠊダ・ࣦィンチは「黄金比」を発見したことで有名でありࠊ実際にࠊ「ウィトࣝウィウ

ス的人体図」にも黄金比は隠されています。 

ࣘークリッࢻの著書「ཎ論」の中にはࠊ次のような題があります。 

 

 

 

 いまࠊ㛗さが 1 である⥺分 AB があります。上の題にある

ようにࠊこの⥺分を大小2つの部分APとPBに分けࠊAP=1, BP=
xとしましࡻう。題の᮲௳からࠊᶓが が全体(㸻⦪ࠊ1 x+1 )
の㛗方ᙧ(ア)と一㎶が xである正方ᙧ()の面積が等しいのでࠊ

21 xx =+ という関係ᘧがᡂ立しࠊこの 2 次方⛬ᘧを解ࡃとࠊ

x�1 であるからࠊ
2
51+

=x をᚓます。したがってࠊ小さい部

分と大きい部分の比は
2
51:1 +

でありࠊこの比を黄金比

(golden ratio)といいます。
2
51+
Ҹ1.61803…でありますがࠊ

およその್としてࠊ黄金比は 5:8と計算されるሙྜもあります。 

 

黄金比は次のような作図によりᚓられます。 

ձ正方ᙧ ABCD をかきࠊ㎶ AD, BC の中Ⅼを M, N としま

す。 
ղྑ側の㛗方ᙧ MNCD の対ゅ⥺ ND をᘬきます。 
ճN を中ᚰࠊND を༙ᚄとするᘼと BC のᘏ㛗のⅬを P
とします。 
մこのときࠊAB:BP が黄金比になります。 

AB=1 としてࠊAB:BP が黄金比になることを確かめてࡳて

 。ださいࡃ
 㛗方ᙧ ABPQ は⦪：ᶓが黄金比になっています。このよう

な㛗方ᙧのことを「黄金長方形」といいます。またࠊえら

れた⥺分 AB を AP:PB が黄金比になるようなⅬ P で分ける

ことができます。このような᧯作を「黄金分割」といいます。

面ⓑい性㉁のࡦとつとしてࠊ「黄金㛗方ᙧから正方ᙧをษりྲྀ

⥺分を 2 つに分けなさい。小さい部分と全体でできる㛗方ᙧと大きい部分でできる正方ᙧの面

積が等しいときࠊ小さい部分と大きい部分の比をồめよ。 

CB

A DM

N P

Q

B

A

Ｃ

Ｄ

Ｅ

Ｆ

Ｊ Ｇ

Ｈ

Ｉ

A       P          B 

1  

A       P          B 
1         

 (ア) 
 ()
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っても黄金㛗方ᙧがṧる」ことが知られています。黄金比は㛗方ᙧの中だけではなࠊࡃⰢᫍ(࣌

ンタクࣝ)にも隠されています。Ⱒᫍは 4000 年௨上๓にⓏሙした最ྂの象ᚩグྕといわれࣆࠊタ

すὒの࿚⾡ᖌや日本の㝜陽ᖌࠊラス教ᅋの象ᚩでもありました。Ⱒᫍは㟋的作用があるとしてࢦ

らが用いていました。この正ゅᙧやⰢᫍにも黄金比が隠れています。いまࠊ正ゅᙧの一㎶の

㛗さを 1 とするとࠊⰢᫍにおいて AC=BD=CE=DA=EB=
2
51+
となります。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

黄金比はࠊᘓ⠏や⤮⏬においてᵝࠎなሙ面で現れていると

いわれています。有名なのがࢠリシャにあるࣝࣃテࣀン⚄Ẋ

です。ྂ௦ࢠリシャ௦にアテナのアク࣏ࣟリスのୣにᘓ

㐀された⚄Ẋでありࠊ現ᅾは世界㑇⏘になっています。ࣝࣃ

テࣀン⚄Ẋはその⦪ᶓ比(この比を「アスペクト比」といいま

す)がࡰ黄金比に等しࡃなっているといわれています。 
美⾡についてもࠊ黄金比が現れてࡃるものがከࡃある

といわれます。ᕥはࠊダ・ࣦィンチの௦表作「ࣔナ・リ

フランスのࣝーブࣝ美⾡㤋にᡤⶶされࠊです。ྑは「ࢨ

ている「ミࣟのࣅーナス」とࡤれる᙮ീです。⣖元๓

130 年ごࢁに〇作されࠊミࣟスᓥから発見されたものです。

このプ࣏ࣟーシࣙンにも黄金比が隠されているといわれ

ています。 

 さらにࠊ次のように↓限に⥆ࡃ分数のことを連分数と

いいます。この㐃分数 g は黄金比を表しています。さら

にࠊ㐃分数と同じようにࠊ᰿ྕ(ࣝート)を↓限に⥆けるという考え方を用いてࠊ黄金比は表現すること

ができます。 

 

 

  

 

 

 

 

C

B

A

DC

B

A

E

D

E

�+
+

+
+

+
+=

1
11

11

11

11

11g �+++++= 11111g
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 なぜࠊこういった分数や᰿ྕを「↓限に⥆けた」ものが黄金比を表すのでしࡻうか。そこには↓限の

⛎ᐦが隠されています。このようなヰ題はさらにᗈがりを見ࡏます。ୗ図のようにࠊそれぞれが 1Ȑで

あるᢠをつ๎的に୪たときの全体のᢠ್(ྜᡂᢠ್)を考えてࡳるとࠊ 

 
ームの法๎から回㊰全体のᢠ್࢜ Rはࠊ 

�

11

11

11

11

11

+
+

+
+

+=R
 

となりࠊ黄金比と一⮴することが知られています。 

 
 

㸨 㸨 㸨 
 
 
■ཧ考文⊩ࠊཧ考 HP 
  [1] 「ⴠしᡞᬯྕのㅦ解き」ࠊマーチン・࢞ーࢻナーࠊ丸ၿ 
 
ᾇ．課題Ḫ 

 
㸯 回のゲームのࣝーࣝを変えてࠊඛᨷの必勝法について考察してࡳましࡻう。（数学的⫼ᬒが

見ฟࡏなࡃても構いまࡏん） 
 
㸰 書⡠や web からࠊゲームの必勝法と数学の関㐃する事例をㄪて⤂してࡃださい。 
 
㸱 3 回の講義についての感をグ㏙してࡃださい。 
 
ͤ㸯と㸰から㸯つのテーマを㑅ᢥしてࡃださい。㸱は必須とします。 
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点と線の数学

（奈良女子大学研究院自然科学系　片桐民陽）

一筆書き

ケーニヒスベルクの橋渡りの問題
ケーニヒスベルク　（Königsberg）
・東プロシア（現在のロシア）の町
・ドイツ語で「王の町」の意味
・哲学者カント（1724－ 1804）が生まれて暮らした町

7つの橋を丁度 1回ずつ渡る散歩道を探せ．

1つの方法
７つの橋を順に渡る通り道の数

7! = 7× 6× 5× 4× 3× 2× 1 = 5040

5040通りの道筋をしらみつぶしに調べればよい．

オイラー（Euler，1707－ 1783，スイス）の方法
問 以下の図形を一筆書きせよ．
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点（頂点）から出ている線（辺）の数をその点の次数 (degree)と呼ぶ．

一筆書き可能な図形の性質
(1) 書き始めの点と書き終わりの点が同じとき

すべての点の次数は偶数（次数が奇数の点の数は 0）．
(2) 書き始めの点と書き終わりの点が異なるとき

書き始めの点と書き終わりの点の次数は奇数．
通過点の次数は偶数．

定理
図形が一筆書き可能ならば，次数が奇数の点の数は，0または 2．

ケーニヒスベルクの橋から出来る図形の次数

従って，一筆書き出来ない．

注意
上の定理の逆，つまり「次数が奇数の点の数が 0または 2ならば，一筆書き可
能．」が成り立つ．
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現在のケーニヒスベルクの橋

従って，橋渡り出来る．

応用
5つの国際的代表団が，ある晩円卓を囲んで会議を開く．2人のアメリカ人，2

人のフランス人，2人のドイツ人，2人のイギリス人，2人の日本人がいる．着席
したときに，異なる国籍の組合せの可能なすべてが，隣合わせで実現しなければ
ならない．つまり，アメリカ人とフランス人，ドイツ人と日本人等のすべての対
が，隣席としてなければならない．どのように席順を決めればよいだろうか．
それぞれの国を点にする．異なる国籍の組合せをすべて線で結ぶ．この図形の
一筆書きを考えれば，異なる国籍の組合せの可能なすべてが，隣合わせで実現出
来る．

グラフ

定義（グラフ (graph)）
いくつかの頂点 (vertex)とそれらを結ぶ辺 (edge)からなる図形をグラフ (graph)

と呼ぶ．

例
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以降は，ループ (loop) や多重辺 (multiple edges) を持たないグラフのみを考え
る．

注意
オイラーの散歩道（すべての辺を丁度 1回通る散歩道）は解決済み．
ハミルトンの散歩道（すべての頂点を丁度 1回通る散歩道）については未解決．
頂点 vの次数を deg(v)とかく．

定理（握手定理）
(1) パーティーが終わったとき，参加者全員に何人と握手したかを尋ねた．全員
の握手の回数を足すと，常に偶数になる．
(2) パーティーが終わったとき，参加者全員に何人と握手したかを尋ねた．握手
の回数が同じ人が必ずいる．

（証明）
参加者それぞれを頂点とし，握手した人に対応する頂点同士を辺で結ぶとグラ
フが出来る．
(1) 辺の数を qとすると ∑

v:頂点
deg(v) = 2q.

(2) 次数が 0の頂点が 2個以上あるとき，既に結論はいえている．
頂点の個数を pとする．
次数が 0の頂点が 1個のとき，残りの頂点は p− 1個であるから，次数が p− 1

の頂点はない．従って，p個の頂点の次数は，0, 1, ..., p− 2のいずれかである．鳩
の巣原理により次数が同じ頂点がある．
次数が 0の頂点がないとき，p個の頂点の次数は 1, 2, ..., p − 1のいずれかであ
る．鳩の巣原理により，次数が同じ頂点がある．

3人の知り合いか，3人の初対面かの問題
パーティーで，必ず 3人が知り合いであるか，3人は初対面かののどちらかにな
るようにするには，最低何人の人が出席しなければならないか．

答は，3人でも 4人でもない．人にグラフの頂点を対応させ，それぞれを 1本の
辺で結ぶ．知り合い同士ならば，対応する辺を赤で，初対面同士ならば，対応す
る辺を青で塗る．
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定理
3人の知り合いか，3人の初対面かの問題の答えは，6人．

（証明）
6個の頂点で，すべての頂点が 1本の辺で結ばれているグラフを考える．頂点を

u, v, w, x, y, zで表す．頂点 uに注目する．uから他の頂点と結ぶ 5本の辺がある．
この 5本の辺の内，少なくとも 3本は同じ色にならなければならない．例えば赤
であり，結ばれている頂点を v, w, xとする．v, w, x同士の対を結ぶ 3本の辺があ
る．この内，1本でも赤であれば 3人の知り合いがいる．逆に，v, w, xを結ぶど
の辺も青であったとすると，v, w, xの 3人が初対面となる．

グラフの平面性

山小屋の問題
山の中に 3軒の家 A, B, C がある．3つの施設（井戸X，炭焼き場 Y，洗い場

Z）があり，これら 3軒の家と 3つの施設をつなぐ道路を敷きたい．しかし，この
3軒は仲が悪いため，道路は途中で決して交わらないようにしたい．どうのように
道路を敷いたらよいだろうか．
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AXBZCY で 6角形が出来る．AZまたはBY は，この 6角形の中と外で結ぶこ
とになる．そうすると，いずれにしてもCXを結ぶことが出来なくなる．

5人の王子の問題
昔々，ある所に王様が治める国があって，王様には 5人の息子がいた．王様が亡
くなるとき，その国は 5人の息子のために 5つの領地に分けて，それぞれの領地
が他の 4人の息子と境界線で接するようにすることを望んだ．そんなことが可能
だろうか．

これもやはり不可能である．

地図の塗分け

4色予想（Francis Guthrie，1852年）
境界線を共有する隣り合った国は，異なった色で塗る．平面（球面 S2）上のど
んな地図も 4色あれば塗分けできるであろう．

各国に色を塗る．但し，境界線を共有する国同士は異なる色で塗る．最低何色
必要か．
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各国から 1つづつ点（頂点）を取り，境界線を共有する国同士から取った頂点同
士を線（辺）で結ぶとグラフが出来る．
地図の塗分けの問題は次のように言い換えることが出来る．
グラフの頂点に色を塗る．但し，辺で結ばれている頂点同士は異なる色で塗る．
最低何色必要か．（グラフの彩色）

4色問題の解決
・4色予想が正しい（すべての平面グラフが 4色で彩色できる）ことを証明する．
または
・4色では彩色できない平面グラフの例を挙げる．

命題
平面（球面 S2）上のどんなグラフにも次数（頂点とつながっている辺の数）が

5以下の頂点が存在する．

（証明）
p, q, rをそれぞれ頂点，辺，面の数とする．V (G)をGの頂点全体の集合とす
る．また，頂点 vの次数（頂点から出ている辺の数）を deg(v)とかく．

a(G) =
1

p

∑

v∈V (G)

deg(v)

とおく（次数の平均）．（これらの記号は以下も用いる．）

2q =
∑

v∈V (G)

deg(v) = pa(G)

つまり a(G) = 2q
p．また，riを i角形の数とすると

2q = 3r3 + 4r4 + 5r5 + · · · ≥ 3(r3 + r4 + r5 + · · ·) = 3r

より r ≤ 2
3q．χ(S2) = p− q + r = 2（各面が円板と同相なグラフについては必ず

成り立つ）より
2 = p− q + r ≤ p− q +

2

3
q = p− 1

3
q

より q ≤ 3p− 6．従って a(G) < 6を得る．

定理（6色定理）
平面（球面 S2）上のどんなグラフも 6色で彩色可能．

（証明）
頂点の数に関する数学的帰納法により証明する．
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頂点の数が 6個以下のとき，明らかに成り立つ．
頂点の数が k以下のとき成り立つと仮定する．頂点の数が k+1個のときを考え
る．次数が 5以下の頂点 vを選び，v以外の k個の頂点を 6色で彩色する．vのま
わりでは多くても 5色しか使われていないので，残った色で vを彩色すればよい．

1878年，Cayleyがロンドン数学会の会合で 4色予想について質問を行い，この
問題は数学者の間で知られることとなった．翌年，Kempeが 4色予想の「証明」
を発表した．1890年，HeawoodはKempeの証明の誤りを示した．

定理（5色定理，Heawood，1890年）
平面（球面 S2）上のどんなグラフも 5色で彩色可能．

（証明）頂点の数に関する数学的帰納法により証明する．
頂点の数が 5個以下のとき，明らかに成り立つ．
頂点の数が k以下のとき成り立つと仮定する．頂点の数が k+1個のときを考え
る．次数が 5以下の頂点 V を選び，v以外の k個の頂点を 5色で彩色する．vのま
わりで 5色すべて（r, b y, p, g)が使われているときだけが問題．vを始点とする列

r → y → r → y → r → · · ·

y → r → y → r → y → · · ·

について調べる．
(a)

上の 2つの列がつながっていないとき
このとき列

r → y → r → y → r → · · ·
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を
y → r → y → r → y → · · ·

に変更する．すると vのまわりでは 4色しか使われていないので，余った色で vを
彩色すればよい．
(b)

上の 2つの列がつながっているとき
vを始点とする列

b → p → b → p → b → · · ·

p → b → p → b → p → · · ·

を考える．これらの列はつながっていないので列

b → p → b → p → b → · · ·

を
p → b → p → b → p → · · ·

に変更する．すると vのまわりでは 4色しか使われていないので，余った色で vを
彩色すればよい．

定理（4色定理，Appel-Haken，1976年)

平面（球面 S2）上のどんなグラフも 4色で彩色可能．

AppelとHakenは，当時最速のスーパ－コンピュータを 1200時間使って 4色定
理を証明した．

ちなみに，トーラス（ドーナッツの表面）上のどんなグラフ（地図）も 7色で塗
分けられる．
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4色問題に関するエピソード
・Heawood：時計を 1年に 1度（クリスマス）にしか合わせない．毎日会議がな
いとダメ．ダートラム城保存の功績により大英帝国四等勲士になる．
・ゲッティンゲン大学における講義中，Minkowski「この問題は，まだ証明され
ていないが，その理由は，挑戦したのが三流数学者ばかりであるからだ．」彼は証
明に取りかかった．講義中の証明は，数週間に及んだ．「天は，私の尊大さに腹を
立てられたようだ．」
・Birkoff夫人「ねえ，私の主人は，新婚旅行の間に私に地図を描かせて，それ
に色を塗っていたけど，あなたのご主人もそうだった？」

Gardner の「エイプリールフール」
雑誌「Scientific American」1975年 4月号 Gardner の記事「なぜか世間の注目
をひかなかったセンセーショナルな発見」．
1. 4色問題の反例の発見
2. e163πが整数であることが証明
3. チェスの必勝法がコンピュータで発見
4. 特殊相対性理論の矛盾の発見
5. レオナルド・ダ・ビンチの手稿の欠落部の発見．彼は水洗便所を発見していた
6. 心霊モーター
この記事は，Gardnerがエイプリールフールの冗談として載せたもので，記事
にだまされた読者が続出して大騒ぎになった．

グラフの彩色数
グラフの頂点に色を塗る．但し，辺で結ばれている頂点同士は異なる色で塗る．最
低何色必要か．これをグラフの彩色と呼び，必要な色の数をグラフの彩色数 (chro-

matic number) という．

倉庫の問題
ある工場では，6種類の化合物を生産している．これらの化合物は，組合せ次第
では同じ倉庫に保管すると爆発する恐れがある．爆発する恐れがある化合物は同
じ倉庫に保管しないようにするには，倉庫はいくつ必要か．

A B,C,D,E

B A,D,F

C A,D,E

D A,B,C,E

E A,C,D

F B
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この状況をグラフで表す．6個の化合物を頂点とし，同じ倉庫に保管してはいけ
ないもの同士を辺で結ぶ．

倉庫がいくつ必要かは，グラフの彩色問題に帰着される．このグラフの彩色数
は 4である．従って，倉庫は 4つ必要である．爆発する恐れのある危険な組合せ
は，異なる色で塗られているので，同じ倉庫には保管されない．

倉庫 化合物
1 A,F

2 B,C

3 D

4 E

時間割編成問題
数学科の教務委員は，次の学期に開講される授業科目の時間割を組まなければ
ならない．
授業は，A,B,C,D,E,Fの 6科目が予定されている．その学科の学生は 10名であ
り，各学生が受けたい授業科目は下表のようになっている．

A B C D E F

1 O O O O

2 O O O

3 O O O

4 O O O

5 O O O

6 O O O O

7 O O O

8 O O O

9 O O O

10 O O

どの学生も希望する科目をすべて受けられるようにするには，どのような時間割
を組めばよいか．教務委員はなるべく少ない枠に 6科目を納めたいと思っている．
授業科目A,B,C,D,E,Fを頂点とし，同時に開講してはいけない授業を辺で結ぶ
とグラフが出来る．辺で結ばれていない授業は同時に開講してもよい授業である．
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このグラフの彩色数を求める．このグラフは 4色で彩色可能である．また，頂
点A,B,D,Eの 4頂点はすべて辺で結ばれているため，3色では彩色出来ない．

月 火
1限 A,C D

2限 B E,F
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