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論文要旨

本研究は、CDMA マルチユーザー復調器の性能評価について調べたものである。

CDMA (符号分割多元接続, Code-Division Multiple Access)は、無線通信方式の１つで、

拡散符号というユーザー固有の符号を用いて送信信号を拡散させることで、複数のユー

ザーが同時に同じ無線通信路を使用して行う通信を可能とする技術である。受信者は、全

ユーザーの送信情報の重ね合わせを受信情報として受け取る。一般に、受信情報は通信路

のノイズによって劣化している。したがって、受信者は復調器を用いて、劣化した受信

情報から送信情報の復元（復調）を行う必要がある。復調結果の精度はノイズの大きさ、

ユーザー数、拡散符号の与え方などで異なり、それを評価するのが性能評価問題である。

CDMAマルチユーザー復調器の性能評価問題は、レプリカ法を用いた手法が提案され

て以来、統計力学の枠組みで解析が行える系として注目されている。これまでの研究で

は、性能評価指標に対応するレプリカ対称解（RS解）が導出され、またその解のレプリカ

対称性の安定条件が明らかにされている。我々は、統計力学の問題としてこの系を捉え、

解の性質を詳細に調べることを試みた。また、提案された解析手法は、直接拡散 CDMA

方式のモデルについて適用されるものである。CDMA方式には直接拡散方式以外にも周

波数ホッピング方式や時間ホッピング方式などが存在し、実際の携帯電話通信にはそれら

を混合したものが用いられている。我々は、もう一つの試みとして、性能評価が解析的に

行えるような周波数ホッピング方式の１つのモデルを提案し、その解析を行った。

本論文の構成は以下の通りである。

第１部では、無線通信方式の紹介や CDMA方式の概説を行う。また、これまでの研究

を紹介し、研究目的を述べる。

第２部では、低温領域での直接拡散 CDMA（DS-CDMA）方式におけるマルチユー

ザー復調器の性能評価問題を調べた。ここで、温度とは通信路ノイズの大きさに対応する

パラメータであり、低温はノイズが小さいことに対応する。我々が取り扱うモデルには、

真の通信路ノイズの大きさに対応する温度とその温度の推定値、さらにユーザー数と拡散

符号のチップ数の比の３つのパラメータが存在する。このモデルと類似した統計力学的モ

デルでのレプリカ法を用いた解析では、レプリカ対称性は低温領域で破れることが知られ

ている。そのため、DS-CDMAモデルでもレプリカ対称性は低温で破れることが予想さ

れる。そこで、低温領域に注目して３つのパラメータを様々に変化させ、RS解の振る舞

いを調べた。その結果、RS解は低温での解の共存領域で、解の組み換えが起こり複雑な
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構造を持つことが分かった。また、レプリカ対称性は、AT不安定性とエントロピーが負

になるという２つの原因によって破れることが分かった。さらに、我々は各々の場合の１

ステップレプリカ対称性破れの解（1RSB解）を導出し、レプリカ対称性が破れている領

域での 1RSB解の振る舞いを調べた。

第３部では、周波数ホッピング CDMA（FH-CDMA）方式のモデル化を行った。レプ

リカ法を用いた解析手法を適用できるモデルを構築するために、FH方式における拡散符

号を、スパースな場合のDS方式の拡散符号として表した。我々は、FH-CDMA方式の１

つのモデルとしてスパースな拡散符号を持つ DS-CDMAモデルを提案し、そのモデルの

レプリカ解析を行った結果、性能評価指標を導出することができた。また、このモデルの

数値計算結果とシミュレーション結果を比較したところ、よく一致することが分かった。

最後に、第４部では、まとめと議論と今後の課題を述べる。
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第 I部

はじめに
本論文は、統計力学の手法を用いた CDMA (Code-Division Multiple Access) マルチ

ユーザー復調器の性能評価についての研究結果をまとめたものである。まず、ここで、無

線通信の１方式である CDMA通信方式の概要を示し、これまでの研究の流れと我々の研

究の目的を述べる。

通信には、大別して有線通信と無線通信があり、どちらも我々の生活になくてはならな

いものになっている。特に、無線通信は携帯電話の普及により、身近に親しまれ、その重

要さは増す一方である。通信環境の整備により、携帯電話での無線通信は快適なものにな

りつつあるが、利用者が集中したときにシステムが止まるなどの問題が生じることも多

い。そのため、安定した通信を保証する通信方式の設計とその方式が様々な条件のもとで

どのような通信の性能を実現できるかを知ることは重要である。我々は、携帯電話に主に

用いられる CDMA通信方式での性能評価に注目する。

1 無線通信

ここでは、無線通信について簡単にまとめる [1, 2, 3]。無線通信では、情報信号を特定

の周波数の電波に乗せることで情報の伝送を行う。情報信号を電波（通信路）に乗せる方

法は変調と呼ばれ、このとき情報信号を乗せて運ぶ波は搬送波（キャリア）と呼ばれる。

現在、無線通信の主流となっているのは、0と 1からなるデジタル・ビット情報を伝送す

るデジタル伝送方式である。ここでは、デジタル伝送方式の場合の変調について述べる。

変調は、位相、周波数、振幅を加工することによって行われ、それぞれ、位相変調、周波

数変調、振幅変調と呼ばれる。

1. 位相変調

搬送波の位相を用いた変調。信号のビット状態に応じて、搬送波の位相を反転させ

る。よく用いられるものは、前と後の位相状態の違いを用いて情報を検出する方法

である。図 1は、２位相変調の場合を表している。この場合は、位相が 180度違う

2つの波がそれぞれ情報ビットの 0と 1に対応している。

2. 周波数変調

0と 1のビットの状態を周波数の高低で表す方法 (図 2)。

3. 振幅変調
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情報信号

変調後の
    波形

図 1 位相変調. 信号 {10010}を送る場合.

 

 1
0

情報信号

変調後の
    波形

図 2 周波数変調. 信号 {10010}を送る場合.

振幅の大小でビット状態を表す変調 (図 3)。ただし、この方法では、搬送波の振幅

が常に変わる、つまり搬送波の強度が常に変わるため、他の変調方法に比べてノイ

ズに弱いという性質がある。そのため、単独で用いられることは少ない。

これらが、無線通信のデジタル伝送方式における変調の基本方法である。

電波は、携帯電話以外にもラジオやテレビ、タクシー無線といったさまざまな用途で使

用されており、各用途に応じて使用する周波数帯は決められている。そのため、携帯電話

が無線通信路として使用できる周波数帯は制限されている。一般に、大量の情報を多くの

ユーザーがやりとりするためには、広い周波数帯を使用できることが望ましいが、使用周

波数帯が限られるため、その中で適応できる通信方式が必要になる。

複数のユーザーが無線通信路を共有して通信を行う方法を多元接続 (Multiple Access)

という。多元接続には周波数分割 (Frequency-Division)、時間分割 (Time-Division)、符

2



 

 

1

0
情報信号

変調後の
    波形

図 3 振幅変調. 信号 {10010}を送る場合.

号分割 (Code-Division) などの方法がある。まず、時間分割方式と周波数分割方式につ

いて述べる。これらは、通信時に他のユーザーとの干渉がなるべく起こらないようにする

ことを念頭においた方式である。時間分割方式では、図 4に示すように、ユーザー毎に通

信を行える時間帯を分け、周波数分割方式では、図 5のように、特定の周波数帯に特定の

User  1 User  2 User  3 User  1 User  2 User  3

時間

図 4 時間分割多元接続.

ユーザーを割り当てることで多元接続を行う。どちらも、他ユーザーとの分離がなされて

周波数

  User 1 User 2 User 3 User 4

図 5 周波数分割多元接続.
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いるため、干渉の影響は小さくなるが、ユーザー数が大きくなると、時間分割方式では

ユーザーの通信の待ち時間が長くなり、周波数分割方式では周波数帯が足りなくなる等の

問題が生じる。

一方、符号分割多元接続 (CDMA) はスペクトル拡散方式に基づいた通信技術であり、

それによって上記の問題を回避し、複数のユーザーが同時に同じ周波数帯を使用して通信

を行うことを可能とする。以下では、CDMAの説明を行う。

2 スペクトル拡散

スペクトル拡散とは、特定の変調を行うことによって、搬送波（キャリア）のスペクト

ル (波を周波数軸から見た場合の波形) の周波数帯域幅を、もともとの帯域幅よりはるか

に広く拡散させることであり、それによって周波数帯域幅中に多少妨害があっても元の

情報信号に良い精度で復元することを可能にする。スペクトル拡散は、元の情報信号を

搬送波に乗せるための変調の後に行われる。そのため、信号を搬送波に乗せる変調は１

次変調、スペクトル拡散のための変調は２次変調と呼ばれる。スペクトル拡散は、拡散

方法の違いによって、直接拡散 (Direct Sequence , DS)、周波数ホッピング (Frequency

Hopping, FH)、時間ホッピング (Time Hopping, TH) などに分けられる。ここでは、直

接拡散と周波数ホッピングについて解説する。

直接拡散方式 (以下 DS方式) は、変調速度が上がると周波数帯域が広がることを利用

し、情報信号を乗せた搬送波をランダムパターンによって高速に変調させることで周波数

帯域幅を直接広げる方式である (図 6)。変調は１次、２次ともに位相変調が用いられる。

このとき用いられるランダムパターンは拡散符号と呼ばれる。

周波数ホッピング方式 (以下 FH方式) は、搬送波の周波数（キャリア周波数）をある

範囲内で次々に変えることで広い周波数帯を使用しているようにみせる方式である (図

7)。変調は、１次、２次ともに周波数変調が用いられる。この方式では、周波数ホップの

パターンが直接拡散方式での拡散符号に対応している。

スペクトル拡散された情報信号は、拡散符号を使って逆拡散を行うことで元の情報信号

に復元（復調）される。拡散符号が既知でなければ、スペクトル拡散された情報から送信

情報を復調することができないため、例え第３者が拡散された情報を傍受したとしても元

の情報を知られることはない。つまり、スペクトル拡散方式はプライバシーの保護にも優

れているという性質がある。

CDMAではそれぞれのユーザーに固有の拡散符号を割り当てる。ユーザーは、元の情

報信号を送る代わりに各自の拡散符号を使ってスペクトル拡散させた情報信号を送る。受

4



  1

  0

  1

  0

   1

  0

X

拡散符号

情報信号

拡散された
情報信号

図 6 直接拡散方式. 情報信号に、拡散符号をかけることでスペクトル拡散させる.

信者は同時に送られてくる全ユーザーの拡散された情報の重ね合わせを受け取る。次章で

は CDMAモデルを用い、逆拡散によって受信者が受け取った受信信号から送信情報を復

調する様子を示す。

3 CDMAモデル

CDMA方式のモデルを示す [3, 4]。以下では、取り扱いの便利さから、0と 1からなる

ビットを −1と +1に読み替えて使用する。また変調は、２位相変調の場合を考え、位相

の異なる２つの波をそれぞれ+1と-1に対応させる。通信路内で送信情報に影響を及ぼす

ユーザー間の干渉などは、まとめてノイズとして表す。また、複数のユーザーが同時に通

信路を使用するときは、完全に同期しているとする。

スペクトル拡散された送信情報は、ユーザーが送信を行った場所から最も近くにある変

調基地局という中継地点に集められる。図 8は、N 人のユーザーが同時に通信路を使用

する様子を表している。通信中のノイズは、加法的であるとしている。基地局が受信する

情報は、ある時刻に同じ無線通信路を使って送信を行った全ユーザーについての拡散され

た送信情報の重ね合わされたものにノイズが加わったものである。基地局では、このよう

な受信信号を復調器を使って復調し、その後、各ユーザーの送りたい相手へと情報を送り
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周波数

ホップ数

図 7 周波数ホッピング方式のホッピングパターン例. 情報信号を乗せた搬送波は、

黒い領域の周波数をホップする.

+

重ね合わせ

ノイズ

受信者

（基地局）

User 1

User 2

User i

User N

図 8 CDMA通信路のモデル.

出す。以後、基地局を受信者と呼ぶ。受信者は、受信情報と、各ユーザーの拡散符号を用

いて復調を行う。ノイズが無い理想状態では、拡散符号を各ユーザーについて直交するよ

うにとってあれば、あるユーザーの送信情報は、そのユーザーの拡散符号を受信信号に乗

算させることによって取り出すことができる。このような復調方法をシングルユーザー復

調という。

ここでは、ノイズ無しの理想状態における、シングルユーザー復調器の復調を示す。

CDMAとしては、直接拡散 CDMA(以下、DS-CDMA) モデルの場合を考える。同時に

情報の送信を行うユーザー数をN 人、拡散符号のチップ数を pとする。i番目のユーザー
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の送信情報を ηi、i番目のユーザーの拡散符号列を {ξ1
i , ξ2

i , · · · , ξp
i }とおく。受信情報を

{y1, y2, · · · , yp}とすると、

yµ =
1√
N

N∑
j=1

ξµ
j ηj . (µ = 1, · · · , p) (1)

となる。 1√
N
は規格化定数である。i番目のユーザーの情報を復調するためには、{yµ; µ =

1, · · · , p}に i番目のユーザーの拡散符号 {ξµ
i ; µ = 1, · · · , p}を乗算する。このとき、

1√
N

p∑
µ=1

ξµ
i yµ

=
1√
N

p∑
µ=1

ξµ
i

1√
N

N∑
j=1

ξµ
j ηj =

1
N

N∑
j=1

ηj

p∑
µ=1

ξµ
i ξµ

j

=
1
N

ηi

p∑
µ=1

(ξµ
i )2 +

∑
j 6=i

ηj

p∑
µ=1

ξµ
i ξµ

j


=

p

N
ηi +

1
N

∑
j 6=i

ηj

p∑
µ=1

ξµ
i ξµ

j (2)

となる。(2)式の第１項は、i番目のユーザーの送信情報を定数倍したものであり、第２項

はユーザー間干渉を表している。拡散符号のチップ数 pが大きくなるとユーザー間干渉は

小さくなる。したがって、チップ数 pが十分大きく (2)式の第２項を無視できると考える

と、i番目のユーザーの送信情報は sgn
(

1√
N

∑p
µ=1 ξµ

i yµ
)
と一致する。

これは、ノイズが無い場合での復調であるが、無線通信においては、ノイズの影響は非

常に大きいので、ノイズがある場合の復調を考慮する必要がある。ノイズは、加法的白色

ガウスノイズが通信時のノイズを表す良い近似になっていることが知られている。このよ

うなノイズによる干渉を受ける場合にはシングルユーザー復調器では正しい復調結果が得

られない。そのためより高い性能を実現する復調器が必要とされる。また、そのような復

調器の性能を評価することも必要となる。一般に、復調器の性能はユーザー数が少なく、

拡散符号のチップ数が大きくなるほど向上する。しかし、実用に際しては、ユーザー数が

多い場合の安定した通信が求められ、一方で、チップ数が大きくなることは一度の通信に

かかる時間とコストが大きくなることから、チップ数の下限が要求される。このことか

ら、性能評価にはノイズの大きさとともにユーザー数 N とチップ数 pが重要なパラメー

タであることが分かる。これらのパラメータを様々に変えて性能評価を行うことで、ノイ

ズの大きさに対するユーザー数や拡散符号のチップ数の目安をたてることができるように
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なる。ノイズがある場合の復調法の詳細は次の第２部で示す。

4 これまでの研究

CDMAの研究には、復調アルゴリズムの構築とそのアルゴリズムの性能評価という２

つの流れがある。

ノイズがある場合の復調器としては、ベイズ推論に基づくマルチユーザー復調器があ

る。これは、加法的なノイズが加わる通信路において、理想的な性能を得ることができる

が、この復調器による復調は統計力学で良く問題にされる NP完全問題、つまり系の大き

さの指数関数に比例して解法にかかる手間が増える組み合わせ最適化問題に相当する。し

たがって、現存する計算機では、系の大きさが大きくなると実時間において、この復調器

で復調を行うことは不可能になる。そのため、有限時間で解ける代替アルゴリズムが複数

提案されている。復調器の性能評価問題については、マルチユーザー復調器が代替アルゴ

リズムを含めた復調器の性能の最大値になることから、マルチユーザー復調器について調

べることは大きな意味がある。DS-CDMAマルチユーザー復調器の性能評価については、

Tanakaによって、レプリカ法という統計力学の枠組みを使用することで解析的に性能評

価を行えることが示された [5]。それ以降、統計力学の手法を用いた性能評価問題の研究

が活発に行われるようになった [6, 7, 8, 9, 10]。統計力学の枠組みで性能評価を行う場合

は、大システム極限 N, p → ∞ が想定される。レプリカ法を用いた解析では、この極限

のもとで性能評価指標の導出が行われる。当初の研究では、ノイズは加法的白色ガウスノ

イズの場合のみが考慮されていたが、最近では任意の加法的ノイズについて性能評価が行

われるようになり [6]、また送信情報がビットからなる場合のみではなく、連続値を取る

場合においても調べられている [7]。さらに、Multi-Input Multi-Output (MIMO) チャ

ンネルの系についてもレプリカ法を適用した性能評価が可能であることが報告されている

[8, 9, 10]。

5 研究目的

ノイズがある DS-CDMAマルチユーザー復調器の性能評価問題はスピングラスやアン

チホップフィールドモデルと類似している。スピングラスやアンチホップフィールドモデ

ルについてはレプリカ法を用いた解析について詳細な研究があり、様々な知見が得られて

いる。レプリカ解析では、はじめにレプリカ対称性を仮定して解を導出する。このとき、

レプリカ対称な解の妥当性を調べる必要があり、レプリカ対称性が破れていれば、レプリ
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カ対称性破れの解を考慮しなければならない。スピングラスなどのモデルでは、レプリカ

対称性は低温で破れることが知られており、そのような領域では、レプリカ対称性破れの

解が考慮されている。一方、DS-CDMAモデルのマルチユーザー復調器の性能評価をレ

プリカ法で行う場合は、レプリカ対称解における性能のみが考慮されてきた。我々はこの

モデルにおける解の性質をより明らかにするため、ノイズが小さい場合に相当する低温領

域に注目する [11]。スピングラスモデルなどのモデルとの類似から、DS-CDMA モデル

においても低温でレプリカ対称性の破れが起こることが予想されるからである。我々は、

レプリカ法を用いて導出された解の振る舞いを低温領域で詳細に調べていく。これは次の

第２部で行う。

マルチユーザー復調器の性能評価問題は DS-CDMAモデルについては確立されている

が、FH-CDMA等の他の CDMA方式においては、現在模索段階にある。そこで、我々

は、統計力学の枠組みで性能評価を行うことが可能となるように FH-CDMAをモデル化

し、そのモデルにおける性能評価指標の導出を行う。これは第３部で行う。

本論文の構成は以下の通りである。第２部で、ノイズのある DS-CDMAモデルの低温

での性能評価を行い、第３部で、FH-CDMA方式のモデル化とその解析を行う。第４部

では、全体のまとめと議論を行う。
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第 II部

DS-CDMAモデルの低温での性能評価

6 はじめに

DS-CDMA モデルでのベイズ推論に基づくマルチユーザー復調器の性能評価問題は、

レプリカ法という統計力学の枠組みを使用することにより性能評価を解析的に行えること

が Tanakaによって示された [5]。この系は、外場のあるスピングラスモデルやニューラ

ルネットワークにおけるアンチホップフィールドモデルと類似したハミルトニアンをも

つ [12, 13]。外場のあるスピングラスモデルや Unlearningのモデルであるアンチホップ

フィールドモデルでは、レプリカ法を用いたとき低温でレプリカ対称性が破れることが知

られている。スピングラスモデルやアンチホップフィールドモデルのハミルトニアンの

類似から、CDMAモデルにおいても性能評価指標に対応する解のレプリカ対称性が低温

で破れることが予想される。我々は、CDMAモデルにおける解の性質の詳細を調べるた

め、低温領域に注目し、レプリカ対称 (RS) 解の振る舞いと安定性を調べた。その結果、

低温で RS解が共存する領域を明らかにし、また RS解が共存する T ≤ T0 の領域で RS

解の組み換えが起こることを示した。さらに、RS解は、AT不安定性によるものとエン

トロピーが非負である条件を破るものとの２通りの方法で破れることが分かった。我々

は、それぞれについてレプリカ対称性１回破れ (1RSB)解を求めた。理論結果の検証のた

め、モンテカルロシミュレーションを行い、理論結果との比較を行った。その結果、低温

で 1RSB 解が準安定な状態として存在する場合は、シミュレーション結果は準安定状態

にトラップされるが、それ以外では、理論とシミュレーションの結果は非常に良く一致す

ることが分かった。

第２部は以下の構成になっている。まず、次章でノイズありDS-CDMAモデルを示し、

マルチユーザー復調器とその性能評価法を説明する。次に第８章で低温でのレプリカ対称

解の振る舞いと解の安定性の結果を示す。第９章では、理論で得られた結果とシミュレー

ション結果との比較を行い第１０章で２部の内容をまとめる。

7 モデル

ここでは、ノイズがある場合の DS-CDMAモデルを説明し、ベイズ推論に基づくマル

チユーザー復調器とその性能評価法について説明する [5]。ノイズは加法的白色ガウスノ
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イズを考える。

7.1 基本モデル

ユーザー数は N 人とする。i 番目のユーザーの情報ビットを ηi で表し、ηi = ±1 と

する。拡散符号のチップ数を pとし、i番目のユーザーの拡散符号を {ξµ
i ; µ = 1, · · · , p}

で表し、ξµ
i = ±1 とする。さらに、通信路のノイズを平均 0、分散 σ2

0 のガウスノイズ

{nµ; µ = 1, · · · , p} とすると、受信信号系列 {yµ; µ = 1, · · · , p}は次のように表される。

yµ =
1√
N

N∑
i=1

ξµ
i ηi + nµ. (µ = 1, · · · , p) (3)

表記を簡単化するため、次の記号を導入する。y ≡ (y1, · · · , yp)T , η ≡ (η1, · · · , ηN )T , n ≡
(n1, · · · , np)T , (Ξ)µi ≡ ξµ

i , µ = 1, · · · , p； i = 1, · · · , N。T は転置を表す。この時、(3)

式は次のように表される。

y =
1√
N

Ξη + n. (4)

推定情報信号を s ≡ (s1, · · · , sN )T とし、受信信号系列と拡散符号系列が既知の場合、

ノイズのある通信路を通って送られてきた情報信号の復調について考える。ただし、情報

信号の事前分布は、1 と −1 が等確率で出現する一様分布に従うと仮定する。このとき、

事前分布は、p(η) = p(s) = 1
2N と表される。また、拡散符号系列は 1と −1を等確率で

発生させるとし、その分布は一様分布 p(Ξ) = 1
2Np で表す。今、ガウスノイズを考えてい

るので、

p(n) =

(
1√
2πσ2

0

)p

exp
(
− 1

2σ2
0

‖n‖2

)

=

(
1√
2πσ2

0

)p

exp
(
− 1

2σ2
0

‖y − 1√
N

Ξη‖2

)
より、送信情報信号が η のもとでの y の分布は、

p(y|η; Ξ) =

(
1√
2πσ2

0

)p

exp
(
− 1

2σ2
0

‖y − 1√
N

Ξη‖2

)
(5)

と表される。
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CDMA方式の復調の問題は、y, Ξを既知として η を推定する問題である [3]。推定情

報信号が sであるという条件のもとでの y の分布は、

p(y|s; Ξ) =
(

1√
2πσ2

)p

exp
(
− 1

2σ2
‖y − 1√

N
Ξs‖2

)
(6)

である。ここで、σ2 はガウスノイズの分散の推定値であり、真の分散 σ2
0 とは一般に異な

る。復調を行うためには、y と Ξの条件のもとでの sの分布である事後分布 p(s|y; Ξ)を

求める必要がある。

一般に２つの事象 A、Bがあるとき、ベイズの公式よりBが起きたという条件のもとで

Aが起きる条件付き確率 P (A|B)は、その逆の条件付き確率 P (B|A)と Aの確率 P (A)

から次のように表される。

P (A|B) =
P (B|A)P (A)∑
A P (B|A)P (A)

. (7)

今、一様な事前分布を仮定しているので、ベイズの公式を使うと、事後分布 p(s|y; Ξ)

は次のように与えられる [14, 15, 16]。

p(s|y; Ξ) = (Z(y; Ξ))−1 exp(− 1
2σ2

||y − N−1/2Ξs||2), (8)

Z(y; Ξ) =
∑
s

exp(− 1
2σ2

||y − N−1/2Ξs||2). (9)

ここで温度パラメータを T0 = β−1
0 = σ2

0 ,　 T = β−1 = σ2 と定義すると、事後分布はハ

ミルトニアンH(s)をもつカノニカル分布の形に書き直すことができる。

p(s|y; Ξ) = (Z(β))−1 exp(−βH(s)), (10)

Z(β) =
∑
s

exp(−βH(s)), (11)

H(s) =
1
2

∑
ij

Jijsisj −
∑

i

h0
i si, (12)

Jij =
1
N

p∑
µ=1

ξµ
i ξµ

j , h0
i =

1√
N

p∑
µ=1

ξµ
i yµ.

(12)式で表されたハミルトニアンH(s)は、外場のあるスピングラスモデルやアンチホッ

プフィールドモデルのものと同じ形式をしている [12, 13]。
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7.2 事後分布とマルチユーザー復調 （MAP法とMPM法）

ここでは、MAP法とMPM法という２種類のベイズ推論に基づくマルチユーザー復調

器について説明する。

(10) 式は、y と Ξ が与えられた場合の s の確率分布である。いろいろな s =

{s1, · · · , sN} のうち、一番もっともらしいのは (10) 式を最大化する s、つまりスピ

ン系の言葉で言う基底状態であると考えられる。この考え方に基づき最大事後確率

(Maximum A Posteriori) 法 (MAP法) では、ハミルトニアン (12)式の基底状態を探索

することで、全てのユーザーの情報信号の推定を行う。

一方、MPM (Marginal Posterior Mode) 法は有限温度復号とも呼ばれ、事後分布から

特定のユーザーの情報信号の推定を行う復調法である。例として、i番目のユーザーの情

報信号の推定値 si を求める場合を考える。(10)式の確率分布で、si をのぞく全ての sk に

ついて和をとると、si についての事後確率 p(si|y; Ξ)が得られる。

p(si|y; Ξ) =
∑
s\si

p(s|y; Ξ) =

∑
s\si

exp (−βH(s))

Z(β)
.

復調は、p(si|y; Ξ)を si = 1と si = −1で比較し、確率の高い方を選ぶ。

p(si = 1|y; Ξ) − p(si = −1|y; Ξ)
= 1 × p(si = 1|y; Ξ) + (−1) × p(si = −1|y; Ξ)

=
∑
si±1

sip(si|y; Ξ) (13)

より、(13)式が正ならば si = 1、負なら si = −1が選ばれる。従って、MPM復調器に

よる復調結果 sMPM
i は次式のように表せる。

sMPM
i = sgn

(∑
si±1

sip(si|y)

)
= sgn

(∑
si±1

∑
s(6=si)

si exp (−βH(s))

Z(β)

)

= sgn
(∑

s si exp (−βH(s))
Z(β)

)
= sgn〈si〉β .

ここで、〈·〉は事後分布についての平均を表す。MPM法では、β = β0 の時にユーザー毎

の事後確率が最大になる [14]。また、β → ∞ (T → 0) の極限をとったものはMAP法で

の復調結果に相当する。以後、我々はMPM復調器の性能評価問題について調べる。
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7.3 レプリカ法を用いた性能評価

ここではMPM復調器による復調結果 sgn〈si〉β の性能評価法を示す。
Z(β)は統計力学における分配関数であり、自由エネルギー F は F = − 1

β log Z(β)で

表される。ここで、α ≡ p
N は有限のまま、N → ∞, p → ∞ とする大システム極限にお

いて自己平均性が成り立っていると仮定する。このとき、１ユーザーあたりの自由エネル

ギーは、１ユーザーあたりの自由エネルギーを情報信号、拡散符号とノイズについて平均

したものと一致する。以下では、後者の１ユーザー当たりの自由エネルギーの平均値を評

価する。これを f とおくと、f は次のように表される。

f = − lim
N→∞

1
βN

[log Z(β)] .

[·]は、η, Ξと y についての平均を表わす。[log Z(β)]の評価はレプリカ法を用いて行う。

レプリカ法では、恒等式

[log Z(β)] = lim
n→0

[Z(β)n] − 1
n

より、nを自然数として [Z(β)n]を評価した後、n → 0の極限をとる。n個のレプリカ変

数 sa = (s1a, · · · , sNa)T , a = 1, · · · , nを導入すると、Z(β)n は次のように表される。

Z(β)n =
n∏

a=1

∑
sa

exp(−β

2
||y − N−1/2Ξsa||2).

巨視的パラメータ、

Ra =
1
N

ηT 〈sa〉, (a = 1, · · · , n) (14)

qab =
1
N

〈sa〉T 〈sb〉 (a < b) (15)

と Ra, qab に共役なパラメータ R̂a (a = 1, · · · , n), q̂ab (a < b) を用い、さらにレプリ

カ対称性 (Ra = R, qab = q, R̂a = R̂, q̂ab = q̂) を仮定すると、レプリカ対称 (Replica

Symmetric, RS)な自由エネルギー fRS は、次式となる (導出は付録 A)。

−βfRS(q, q̂, R, R̂, β, β0, α) = α

(
−1

2
ln (1 + β(1 − q)) − β(1 + q − 2R + β−1

0 )
2 (1 + β(1 − q))

+
1 + β0

2β0
β

)
+

∫
Dz ln

(
2 cosh(

√
q̂z + R̂)

)
− q̂

2
(1 − q) − RR̂. (16)
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ここで、α ≡ p
N , Dz ≡ dz√

2π
e−z2/2 である。レプリカ対称解 (RS解)についての鞍点方程

式は、各変数についての極値条件

∂

∂R̂
(−βfRS) = 0,

∂

∂q̂
(−βfRS) = 0, (17)

∂

∂R
(−βfRS) = 0,

∂

∂q
(−βfRS) = 0 (18)

を課すことにより、次のようになる。

R =
∫

Dz tanh(
√

q̂z + R̂), (19)

q =
∫

Dz tanh2(
√

q̂z + R̂), (20)

R̂ =
αβ

1 + β(1 − q)
, (21)

q̂ =
αβ2(q − 2R + 1 + β−1

0 )
(1 + β(1 − q))2

. (22)

(14)式より、Rは真の情報信号とその事後平均推定量とのオーバーラップを表している。

推定値の真の情報信号に対する誤り率をビット誤り率 Pb とするとき、R と Pb との関係

は、R = 1 − 2Pb である。このことから、RS解の Rを復調の性能評価指標と捉えること

ができる。ここで、この系のパラメータは β, β0, αである。β0 は通信路ノイズの真の分

散の逆数であり、β はその推定値、αはユーザー数と拡散符号のチップ数の比である。性

能評価は、これらのパラメータのもとでの性能評価指標の振る舞いを調べることに相当す

る。我々は、低温での Rの振る舞いに注目する。

8 低温での性能評価

低温、つまりノイズの分散が小さい場合の性能評価をRS解の Rを用いて行う。Rは真

の情報信号とその推定値のオーバーラップに相当するので、Rが 1であれば、復調が成功

していることになる。一般に、ユーザー数 N と拡散符号のチップ数 pの比である α = p
N

が大きくなると、拡散された送信情報の冗長性が大きくなるので、復調の性能が上がる。

また、類似のハミルトニアンを持つモデルの結果からの類推より、低温領域ではレプリ

カ対称性の破れが生じることが予想される。以下では、性能評価指標である解 R の低温

での振る舞いを詳細にみていく。
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8.1 低温での RS解の様子

低温では RS解が共存することが知られている。図 9は、T = T0 = 0.05での R の α

依存性を描いたものである。図 9では、Rが S字の形をしているため、同一の αに、3つ

 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 0.9

 1

 0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
�

R

branch1
branch2
branch3

図 9 RS解の共存 (T = T0 = 0.05).

の解が共存する領域がみられる。

以後、RS 解が共存している時、R の α 依存性を見た場合に RS 解の形状が S 字状で

あれば、図 9で示すように RS解のそれぞれの分枝を下側から順に branch 1, branch 2,

branch 3 と呼ぶことにする。branch 3 ではオーバーラップ R はほぼ 1 を達成している

ことから、解が共存することによって小さな値の α（ユーザー数と比べてチップ数が少な

い場合）であっても、復調結果の性能が良いことを示す解が存在することが分かる。

解が共存する場合には、熱力学的に安定な解を決定するため、それぞれの branchの自

由エネルギーを比較し、自由エネルギー最小のものを探す必要がある。また、それぞれ

の branch についてレプリカ対称性の破れが生じていないか調べる必要がある。図 9の各

branchの自由エネルギーに関しては、それぞれを数値的に求めた結果 α = αth = 0.503

で branch 1と branch 3の自由エネルギーが一致し α < αth で branch 1が αth < αで

branch 3が自由エネルギー最小となった。本論分では、αth = 0.503のように自由エネル

ギーが一致する点を熱力学的転移点と呼び、自由エネルギーが最小となる解を熱力学的に

安定な解と呼ぶ。
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8.2 スピノーダルライン

低温での RS解の詳細を明らかにするため、まず、branch 1と 2の境界の α (図 10の

垂直な実線)と branch 2と 3の境界の α (図 10の垂直な点線)を求め、パラメータ空間

中に共存領域を図示することを試みた (導出は付録 B)。このラインは、スピノーダルラ
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 0.2  0.3  0.4  0.5  0.6
�

R

図 10 RS解の共存領域の境界.

インと呼ばれる。

T0 = 0 の場合はすでに詳細に調べられており [13]、その時の (α, T ) 空間における

スピノーダルラインは図 11 のようになる。ここで、branch 1 と branch 2 の境界線を

α = α1,2(T )とし、実線で表す。また、branch 2と branch 3の境界線を α = α2,3(T )と

し、点線で表す。α2,3(T ) < α1,2(T ) である。図 11 から分かるように、解が共存する α

 0
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 0.3
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 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1
�

T

T0=0

図 11 T0 = 0でのスピノーダルライン. 実線: α1,2(T ), 点線: α2,3(T ).
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の範囲は、T = T0 = 0の時最大になり、Tが高温になるにつれて徐々に狭まっている。

我々は、T0 6= 0の場合の RS解の共存について調べた (図 12)。T0 を 0から上げていく
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図 12 スピノーダルライン. 実線: α1,2(T ), 点線: α2,3(T ).

と、解が共存する温度 T の上限は徐々に下がっていった。それに伴い、(α, T )空間中の

解の共存領域も小さくなり、T0 = 0.1でほとんど無くなった。また branch 2と branch

3 の境界である α = α2,3(T ) は T = T0 付近で最小値をとることが分かった。これは、

T = T0 の時、branch 3の解が出現する αの値が最も小さくなることを意味している。一

方、図 12 のいくつかの図では、T が 低温のところで branch 1 と branch 2との境界を

描いていない。なぜなら、これらの場合には、解が図 9 に示したものとは異なる構造をも

つため、branch 1、2が適切に定義できなくなるからである。異なる構造が出現し始める

のは、T が T0 と一致する付近であった。次節で、この状況を説明する。

8.3 解の構造

図 13は T = T0 = 0.03近傍での Rの α依存性をみたものである。図 13の左図、中央

図のひとつながりの S字状の解を解 Aと呼ぶことにする。図 12のスピノーダルラインは

解 Aについて調べたものである。 左図、中央図には、解 Aの他に閉じた曲線からなる解

が現れている。これを解 Bと呼ぶことにする。中央図、右図から分かるように、解 Aと

Bは T ' T0 で連結し、組み換えが起こっている。右図では、組み換え後のひとつながり
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図 13 R の α 依存性. T = T0 = 0.03 付近の解の様子. 左図, 中央図：解 A（実

線）, 解 B（一点鎖線）. 右図：解 C（実線）, 解 D（一点鎖線）.

の解を解 C、解 Cとは別の閉じた曲線からなる解を解 Dと表している。

今度は、Rの T 依存性を見る。図 14は、T0 = 0.03、α = 0.54(左図)、α = 0.52(右図)

の Rの T 依存性を示している。左図より、T 依存性を見た場合にも、ひとつながりの解
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図 14 T0 = 0.03 での解の T 依存性. 垂直に引かれた線は T = T0 を示している.

左図：解 E（実線）, 解 F （一点鎖線）. 右図：解 G （実線), 解 H（一点鎖線）.

(解 Eと呼ぶ)の他に、T ≤ T0 で存在する解があることが分かる。T ≤ T0 で出現する解

を解 Fと呼ぶことにする。Rの T 依存性を見た場合に得られる解 Eについては、解 Eの

各分枝は下側から順に R の α依存性における branch 1、branch 2、branch 3と対応す

る。スピノーダルラインが示すように、解 Eの branch 1と branch 2の境界は α が小さ

くなるにつれて低温側に動く。境界が T = T0 付近に達すると、図 14右図のように解 E

は解 Fと連結し、組み換えが起こる。右図では、組み換え後の下 (Rが小さい)側の解は

解 G、上 (Rが大きい)側の解は解 Hと表している。このように、T ∼ T0 で解の組み換

えが起こることで、branch 1と branch 2が定義できなくなり、連続したスピノーダルラ

インを描けなくなる。このような領域については、解の組み換えの構造をより詳細に調べ

ることが必要であり、これは、将来の課題として残されている。
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8.4 レプリカ対称性の破れ

レプリカ対称性は負のエントロピーの出現や AT不安定性が生じることで破れる。ここ

では、低温領域での RS解の安定性について調べた結果を示す。

RS 解のエントロピー sRS は自由エネルギーを温度 T で偏微分したものとして次のよ

うに定義する。

sRS = − ∂

∂T
fRS

=
R̂(1 − q − 2R)

2
− q̂(1 − q) − α

2
ln (1 + β(1 − q))

+
∫

Dz ln
(
2 cosh(

√
q̂z + R̂)

)
. (23)

AT 安定性については、レプリコンモードでの安定条件として次のように表される [17]

(導出は付録 C)。

λ ≡ αβ2

(1 + β(1 − q))2

∫
Dz sech4(

√
q̂z + R̂) − 1 < 0. (24)

零エントロピーライン、ATラインはそれぞれ sRS = 0、 λ = 0 として定義される。

図 15上段は、RS解の共存領域のない T0 = 0.2での、(α, T )空間における ATライン

と零エントロピーラインを描いたものである。図 15下段は、T0 = 0.05での、(α, T )空

間におけるスピノーダルライン、ATラインと零エントロピーラインをあわせて描いたも

のである。ATラインの下側が AT不安定領域、零エントロピーラインの下側が負のエン

トロピーが出現するフリージング領域に対応する。

まず、T0 = 0.2の場合に注目する (図 15上段)。この場合は、RS解は T や αの値によ

らず１つの branchからなる。ATラインと零エントロピーラインは、なだらかな山型を

しており、２つのラインは α = α
(1)
c = 0.65付近で交わっている。そのため、温度 T を下

げていくと、α < α
(1)
c ではフリージングが、α > α

(1)
c では AT不安定性が先に起こるこ

とが分かる。このように、(α, T )空間に RS解の共存がない場合に ATラインと零エント

ロピーラインが交わるときには、その交点 α
(1)
c を境にして、低温で、フリージングによ

るレプリカ対称性破れが生じる α の領域と AT 不安定性によるレプリカ対称性破れが生

じる αの領域に分かれることが分かった。

次に、RS 解が共存する T0 = 0.05 の AT ラインと零エントロピーラインに注目する

(図 15下段)。２つのラインはそれぞれひとつながりになっており、スピノーダルライン
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図 15 スピノーダルライン（実線）, AT ライン（点線）と零エントロピーライン

（一点鎖線）. 上図：T0 = 0.2. 下図：T0 = 0.05.

α1,2(T )と α2,3(T )上で折り返す。右側のスピノーダルライン α1,2(T )上の折り返し点の

近傍においては、AT ラインと零エントロピーラインの各々について、下側のラインが

branch 1、上側のラインが branch 2である。また、α2,3(T )上の折り返し点の近傍にお

いては、各々のラインについて下側のラインが branch 3、上側のラインが branch 2であ
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る。共存領域内では、T0 = 0.05では、branch 2の ATラインと零エントロピーラインが

α = α
(2)
c = 0.49付近で交わっており、温度 T を下げていくと、branch 1と α

(2)
c < α の

branch 2でフリージングが、branch 3と α
(2)
c > αの branch 2で AT不安定性が先に起

こることがわかる。

各 branchについての AT安定性やエントロピーの正負は、T0 によって様々に異なるの

で詳細には立ち入らないが、T0 によらない共通の特徴を１つあげる。それは、ATライン

が、温度 T = T0 の西森温度の時、α2,3(T ), α1,2(T ) で折り返すことで、これは、理論的

に Tanakaによって証明されている [5]。

このように、我々は低温領域で AT不安定性とフリージングという２種類の状況によっ

てレプリカ対称性の破れが出現することを見出した。α, T0 が定まっている時、T が十分

高温ではどちらのレプリカ対称性の破れも起こらない。T を下げていくと、αや T0 に依

存して AT不安定性やフリージングが起こる。T を小さくしていったとき、AT不安定性

が最初に起こる場合を case 1、フリージングが最初に起こる場合を case 2と呼ぶことに

する。

8.4.1 AT不安定性が生じる場合 (case 1)

各々の caseについて、1RSB解の導出を行う。

まず、case 1を考える。レプリカ対称性 1回破れ (One-step replica symmetry breaking,

1RSB) を仮定すると、自由エネルギー f1RSB と鞍点方程式は次のようになる (詳細は付

録 D)。

−βf1RSB(q1, q̂1, q0, q̂0, R, R̂,m, β, β0, α) = α

(
−1

2
ln (1 + β(1 − q1))

− 1
2m

ln
(

ϕ

1 + β(1 − q1)

)
− β(1 + q0 − 2R + β−1

0 )
2ϕ

+
β

2
(1 + β−1

0 )
)

− q̂1

2
+

1
m

I +
1 − m

2
q̂1q1 −

m

2
q̂0q0 − RR̂, (25)

q1 =
∫

Dz
1
K

∫
DtΩm tanh2(

√
q̂0z +

√
q̂1 − q̂0t + R̂), (26)

q0 =
∫

Dz{ 1
K

∫
DtΩm tanh(

√
q̂0z +

√
q̂1 − q̂0t + R̂)}2, (27)

R =
∫

Dz
1
K

∫
DtΩm tanh(

√
q̂0z +

√
q̂1 − q̂0t + R̂), (28)

q̂1 = αβ2 q1 − q0

(1 + β(1 − q1))ϕ
+ q̂0, (29)
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q̂0 =
αβ2(1 + β−1

0 + q0 − 2R)
ϕ2

, (30)

R̂ =
αβ

ϕ
, (31)

(q̂1 − q̂0){1 + β(1 − q1) + mβq1}
2β

=
α

2m
ln

(
ϕ

1 + β(1 − q1)

)
− 1

m
I +

∫
Dz

1
K

∫
DtΩm lnΩ, (32)

ϕ = 1 + β(1 − q1) + mβ(q1 − q0),

I =
∫

Dz lnK, K =
∫

DtΩm, Ω = 2 cosh(
√

q̂0z +
√

q̂1 − q̂0t + R̂).

8.4.2 フリージングが生じる場合 (case 2)

case 2の場合は、イジング パーセプトロンにおける場合と同様に、Krauth-Mézard 極

限 q1 → 1, q̂1 → ∞を考慮した [18]。これは仮定であるが、以下で示す数値計算の結果に

より、この仮定は妥当であると思われる。この時、自由エネルギーは次の形になる。

f1RSB(q1 = 1, q̂1 = ∞, q0, q̂0, R, R̂,m, β, β0, α) = fRS(q0,m
2q̂0, R,mR̂,mβ, β0, α).

(33)

鞍点方程式は、RS解にエントロピー零の条件 sRS = 0 を課したものとなる。これらの方

程式の解を qc, q̂c, Rc, R̂c と βc として表すと、1RSB解は次の形で表される。

q0 = qc, q̂0 = m−2q̂c, R = Rc, R̂ = m−1R̂c, m =
βc

β
.

m ≤ 1なので、T の範囲が T ≤ Tc (β の範囲で β ≥ βc) のとき、1RSB解が存在する。

8.4.3 鞍点方程式の数値解

我々は、低温領域で、レプリカ対称性が２通りの方法で破れることを見出した。ここで

は、レプリカ対称性が破れる領域での解の様子を示す。

はじめに、T0 を固定した (α, T )空間の全ての領域で RS解が共存しない場合を調べる。

T0 = 0.2 とする。まず R の T 依存性を見る。AT ラインと零エントロピーラインの

交点の α を α = α
(1)
c とすると、T0 = 0.2 では図 15 の上段より、温度 T を下げていく

と、α > α
(1)
c では case 1のレプリカ対称性の破れが起こり、α < α

(1)
c では case 2のレ

プリカ対称性の破れが起こる。図 16左図は case 1 が起こる場合 (図 17左図の実線の垂
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線上)、図 16 右図は case 2 が起こる場合 (図 17 左図の点線の垂線上) の、RS 解および

1RSB解における Rの T 依存性を示したものである。 図 16より、RS解の Rの値はレ
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図 16 Rの T 依存性. 実線:RS解，点線:1RSB解，左図: case 1. α = 0.9, T0 = 0.2

．右図: case 2. α = 0.6, T0 = 0.2．
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図 17 スピノーダルライン（実線）, AT ライン（点線）と零エントロピーライン

（一点鎖線）. T0 = 0.2. 左図：垂直な実線は α = 0.9, 垂直な点線は α = 0.6を示

している. 右図：水平な実線は T = 0.1, 水平な点線は T = 0.05を示している.

プリカ対称性が破れる点までは T の低下に伴い、大きくなることが分かる。α = 0.9(左

図)、α = 0.6(右図)のどちらの場合も、レプリカ対称性が破れる点から低温にかけては、

RS解の Rのよりも 1RSB解の Rの方が値が大きいが、全ての T において RS解、1RSB

解共に Rは 1に達していない。1RSB解の振る舞いは、case 1、case 2の違いに依らず良

く似ている。
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次に Rの α依存性の結果を示す。図 18左図は ATラインと零エントロピーラインの交

点の温度よりも高温の T (T = 0.1、17右図の実線の垂線上)での結果である。図 18右図

は 2つのラインの交点よりも低温の T (T = 0.05、図 17右図の点線の垂線上)の結果であ

る。図 17右図より T0 = 0.2, T = 0.1では、レプリカ対称性の破れは case 1のみが起こ
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図 18 R の α依存性. 実線:RS解，点線:1RSB 解，左図: T = 0.1, T0 = 0.2．右

図: T = 0.05, T0 = 0.2．

る。T0 = 0.2, T = 0.05では、αが 0.47 < α < 1.18では case 2、αが 1.18 < α < 1.42

では case 1の 1RSB解が出現する。図 18より、Rの値は、αが大きくなるに従って大き

くなり 1に近づく。1RSB解の Rは、case 1、case 2のどちらの場合も、RS解よりも大

きな値をとっているが、RS解と 1RSB解の Rの値の差は小さい。

次に、T0 を固定した (α, T ) 空間中に RS 解の共存領域が存在する場合を調べる。

T0 = 0.05 とし、α = 0.55, 0.5, 0.45 での R の T 依存性を見る。図 19 左図のそれぞ

れの垂線に注目する。T を下げていくとき、垂線が AT ライン、零エントロピーライン

と最初に交わるのは、α = 0.55 と α = 0.5 では、branch 2 の零エントロピーライン、

α = 0.45では、branch 2の ATラインである。しかし、自由エネルギーの大小関係を考

慮すると、branch 2 の自由エネルギーは他の branch よりも常に大きいので、熱力学的

に安定な解の振る舞いを調べるためには branch 1 と branch 3 に注目するべきである。

branch 1と branch 3に注目すると、α = 0.55, 0.5, 0.45の全ての垂線は branch 1の零

エントロピーラインと最初に交わることが分かる。そこで、α = 0.55, 0.5, 0.45での R

の T 依存性における 1RSB解は、RS解の branch 1の case 2の 1RSB解のみを図示す

ることにする。図 20 左図は T0 = 0.05, α = 0.55 の場合 (図 19 左図の実線の垂線上)、

図 20 中央図は T0 = 0.05, α = 0.5 の場合 (図 19 左図の点線の垂線上)、図 20 左図は
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図 19 T0 = 0.05でのスピノーダルライン（実線）, ATライン（点線）と零エント

ロピーライン（一点鎖線）. 左図: 垂直な実線は α = 0.55, 垂直な点線は α = 0.5, 垂

直な一点鎖線は α = 0.45. 右図: 水平な実線は T = 0.06, 水平な点線は T = 0.05,

水平な一点鎖線は T = 0.04.

T0 = 0.05, α = 0.45の場合 (図 19左図の一点鎖線の垂線上)の RS解および 1RSB解に

おける R の T 依存性を示したものである。図 20 の RS 解は、図 14 右図と同様の解の
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図 20 R の T 依存性. T0 = 0.05. 実線:RS 解，点線:1RSB 解，左図：α = 0.55,

中央図：α = 0.5, 右図：α = 0.45.

組み換えが起こっている。α = 0.45の場合に注目すると、図 14右図の解 Gに対応する

解が閉曲線解となり T > 0.01 で存在するので、T ≤ 0.01 では解が共存していない。図

19のスピノーダルラインにおいて、branch 2と branch 3の境界を示すスピノーダルラ

インが T = T0 で「く」の字型に折れるのは、低温で解 Gに対応する解が閉曲線解にな

るためであると考えられる。RS解の自由エネルギーを数値的に比較すると、α = 0.55で

は T = Tth = 0.103 で図 20 左図の一番下側の RS 解 と一番上側の RS 解の自由エネル

ギーが一致する。また、フリージングが生じる温度を T = Ts とすると、α = 0.55では、
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Tth > Ts であった。したがって、T を下げていくとき、熱力学的に安定な解は Tth で一

番下側の RS解から一番上側の RS解に移ることが分かる。一方、α = 0.5, 0.45では図

20中央図、右図中の RS解の各 branchの自由エネルギーを数値的に比較すると一番下側

の RS解と一番上側の RS解の自由エネルギーの大きさはほぼ同じであるが、一番下側の

RS解の方がわずかに小さいことが分かった。case 2の 1RSB解の自由エネルギーは温度

Ts における一番下側の RS解の自由エネルギーと等しい。Ts よりもわずかに低温で一番

上側の RS解の自由エネルギーと case 2の 1RSB解の自由エネルギーを比較すると、一

番上側の RS解の方が小さかった。このことから、α = 0.5, 0.45では、フリージング温

度 Ts で一番下側の RS解から一番上側の RS解へ自由エネルギー最小の解が転移すると

考えられる。

図 19左図より、α < 0.45では branch 3の AT不安定性が branch 1のフリージングよ

りも高温で起こる領域が存在するが、Rの T 依存性を調べると、branch 3の RS解は自

由エネルギーが最小ではないため、branch 1の RS解のフリージングに注目すればよい。

最後に RS解が共存する場合の Rの α依存性を調べた。図 21左図に T0 = 0.05, T =

0.06 の場合 (図 19 右図の実線の垂線上)、図 21 中央図に T0 = 0.05, T = 0.05 の場合

(図 19右図の点線の垂線上)、図 21左図に T0 = 0.05, T = 0.04の場合 (図 19右図の一

点鎖線の垂線上)の RS解および 1RSB解における Rの α依存性を示す。図 21中央図は
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図 21 R の α 依存性. T0 = 0.05. 実線:RS 解，点線:1RSB 解，左図：T = 0.06,

中央図：T = 0.05 (西森温度), 右図：T = 0.04.

T0 = T = 0.05の西森温度での結果である。図 21右図の T = 0.04での Rの α依存性を

みると、図 13右図の解 Cと同じ組み換えが起こった解が得られていることが分かる。こ

こで、図 19右図のそれぞれの水平線とATライン、零エントロピーラインに注目する。た

だし、branch 2は、自由エネルギーが他の branchよりも常に大きいので branch 2の AT

ライン、零エントロピーラインは除いて考える。このとき、T = 0.06, 0.05では、水平線

が branch 1の零エントロピーラインと交わる。T = 0.04では、水平線は最初に branch
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3の ATラインと交わり、次に branch 1の零エントロピーラインと交わる。ATラインと

の交点を α = αa、零エントロピーラインとの交点を α = αs とすると、T = 0.06, 0.05

では、branch 1は常に AT安定であるが、α > αs ではエントロピーが負、branch 3は常

に AT安定かつエントロピー正である。また T = 0.04では、branch 1は常に AT安定で

あるが、α > αs ではエントロピーが負、branch 3はエントロピー正であるが、α > αa

では AT 不安定である。T = T0 の西森温度に注目すると、branch 1 でフリージングに

よるレプリカ対称性の破れが存在しうることが分かる。これは注目に値する。なぜなら、

Nishimoriによって西森温度で、レプリカ対称解が常に安定であることが示されているか

らである [19]。ここで、各解の熱力学的安定性に注目する。図 20中央図の垂直に引かれ

た点線は、RS解の branch 1の自由エネルギーと branch 3の自由エネルギーが数値的に

一致する αの値 αthを示している。α < αthで branch 1が、α > αthで branch 3が自由

エネルギー最小である。αs と αth を数値的に比較すると、その差は小さいが、αth < αs

であった。つまり、T = T0 では α を 0 から大きくしていくと、熱力学的転移がフリー

ジングによる 1RSB解が出現する直前の αで起こるので、西森温度において、フリージ

ングによって現れる branch 1の 1RSB解は準安定であることが分かる。従って、この結

果は 西森ライン上でレプリカ対称性が破れないという Nishimoriの結論 [19]と矛盾しな

い。T = 0.06でも、αth < αs であり、branch 1から branch 3への熱力学的転移が先に

起こる。一方、T = 0.04では、αs < αth より、熱力学的転移よりも先にフリージングが

生じる。αs < αで出現する case 2の 1RSB解の自由エネルギーは branch 1の RS解の

自由エネルギーと等しいので、αs < α < αth で case 2の 1RSB解が自由エネルギー最小

となる。したがって、この領域では、case 2の 1RSB解が熱力学的に安定な解であること

が分かる。

9 数値シミュレーション

この章では、数値シミュレーションを行い、前章までに得られた理論解とシミュレー

ション結果との比較を行う。

9.1 シミュレーション方法

我々はアニーリング法によるモンテカルロシミュレーションを実行した。まず、シミュ

レーションの方法を簡単に述べる。アニーリングは T = 1からスタートして、下げ幅∆T

を ∆T = 0.01として温度 T を下げていった。他の下げ方 (温度 T の逆数 β を 1からス
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タートして、∆β = 1で 200まで変えた場合) を行った場合でも、以下で示すものと同様

の結果を得ている。システムサイズについてもいくつかの値をとって調べたが、この論文

では、N = 400の結果を示す。これより大きな N の値でも、N = 400の場合と同様の結

果を得ている。

情報ビット {ηi}と拡散符号 {ξµ
i }　及び情報ビットの推定値の初期値 {si}は、各々バ

イアスのない同じ分布から独立に生成したものを使用した。ノイズ {nµ}はガウス分布か
ら生成した。情報ビット {ηi}を固定し、拡散符号 {ξµ

i }、ガウスノイズ {nµ}と情報ビッ
トの推定値の初期値 {si}が異なる 100個のサンプルについて調べた。

9.2 結果１ -解が共存しない領域-

まず、RS解が共存しない場合について調べた。最初にRの T 依存性を調べた理論結果、

図 16に対応するシミュレーション結果を図 22に示す。図 22左図は α = 0.9, T0 = 0.2

(case 1のレプリカ対称性破れが起こる場合)、図 22右図は α = 0.6, T0 = 0.2 (case 2の

レプリカ対称性破れが起こる場合)におけるオーバーラップ R の T 依存性のシミュレー

ション結果である。どちらの場合も T が高温の領域では、RS解とシミュレーション結果
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図 22 R の T 依存性. 実線:RS解，点線:1RSB解，*:シミュレーション (N = 400,

サンプル数 100. 線分はエラーバー). 左図: case 1. α = 0.9, T0 = 0.2 ．右図: case

2. α = 0.6, T0 = 0.2．

は良く一致していることが分かる。また、1RSB解が出現する領域では、エラーバーの範

囲内に RS解と 1RSB解が含まれているが、シミュレーション結果の平均値は 1RSB解

と良く一致している。

次に R の α 依存性を調べた理論結果、図 18 に対応する R の α 依存性のシミュレー
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ション結果を図 23に示す。T = 0.1, T0 = 0.2の時 (左図)は、1RSB解が出現する領域
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図 23 R の α依存性. 実線:RS解，点線:1RSB解，*:シミュレーション (N = 400,

サンプル数 100. 線分はエラーバー). 左図: T = 0.1, T0 = 0.2．右図: T =

0.05, T0 = 0.2．

で、RS解と 1RSB解がほぼ等しいため、シミュレーションの結果がどちらの解を実現し

ているかは判別できない。T = 0.05, T0 = 0.2の時 (右図)は、1RSB解が出現する領域

でのシミュレーション結果は、エラーバーの範囲内に RS解と 1RSB解を含んでいるが、

シミュレーションの平均値は 1RSB解と一致している。

以上のように、RS解が共存しない場合は、RS解が安定な領域では、シミュレーション

結果と RS解はよく一致するという結果が得られた。レプリカ対称性が破れる領域では、

RS解と 1RSB解は、ともにシミュレーション結果と誤差の範囲で一致しており、いずれ

が実現しているかを判別することは困難であった。

9.3 結果２ -解が共存する領域-

次に RS 解が共存する場合について調べた。図 24 は R の T 依存性を調べた理論結

果、図 20 に対応する T0 = 0.05, α = 0.55 (左図)、T0 = 0.05, α = 0.5 (中央図)、

T0 = 0.05, α = 0.45 (右図) におけるオーバーラップ Rの T 依存性のシミュレーション

結果である。高温側では、シミュレーション結果は、熱力学的に安定な RS解と良く一致

していることが分かる。温度 T を下げていくと α = 0.55 では、Tth = 0.103 で下側の

RS解から上側の RS解の一番上の branchへ熱力学的転移が起こり、α = 0.5, 0.45では

フリージング領域では熱力学的に安定な解は一番下側の RS解から一番上側の RS解へ移

るが、シミュレーションではいずれの場合も下側の解にトラップされているように見え
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図 24 R の T 依存性. 実線:RS解，点線:1RSB解，*:シミュレーション (N = 400,

サンプル数 100. 線分はエラーバー),垂線: 熱力学的転移点. 左図：T0 = 0.05, α =

0.55, 中央図：T0 = 0.05, α = 0.5, 右図：T0 = 0.05, α = 0.45．

る。シミュレーション結果の平均値に注目すると、α = 0.55, 0.5, 0.45の全ての場合で

T = 0.07以下のプロットの値がほぼ同じになっており、エラーバーの長さもほとんど等

しい。これは、シミュレーション結果が T = 0.07以下で準安定状態にトラップされてい

るためと考えられる。

α = 0.55では T = Tth での熱力学的転移が確認できなかった。転移温度 Tth がどれく

らいの温度であれば我々が用いたアニーリングスケジュールによるシミュレーションで熱

力学的転移を見られるのか調べたところ、T0 = 0.05, α = 0.7のように Tth = 0.2以上の

場合に熱力学的転移が見られた (図 25)。熱力学的転移温度や AT不安定領域、フリージ
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図 25 R の T 依存性. 実線:RS解，点線:1RSB解，*:シミュレーション (N = 400,

サンプル数 100. 線分はエラーバー),垂線: 熱力学的転移点. T0 = 0.05, α = 0.7.

ング領域の出現温度が低温の場合は、シミュレーションで、解の低温での様子を見るため
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には、アニーリングスケジュールを適切にとらなければならないといえる。

次に R の α 依存性を調べた理論結果、図 21 に対応するシミュレーション結果を図

26 に示す。図 26 の左図は T0 = 0.05, T = 0.06、中央図は T0 = T = 0.05、右図は

T0 = 0.05, T = 0.04の結果である。T = 0.06と T = 0.05では、case 2が生じる前に熱
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図 26 R の α依存性. 実線:RS解，点線:1RSB解，*:シミュレーション (N = 400,

サンプル数 100. 線分はエラーバー),垂線: 熱力学的転移点. 左図：T0 = 0.05, T =

0.06, 中央図：T0 = 0.05, T = 0.05, 右図：T0 = 0.05, T = 0.04．

力学的転移が起こる。図 26左図、中央図より、熱力学的転移点よりも αが小さな領域と

RS解の branch 3のみが存在する αの大きな領域では、シミュレーション結果と RS解

が良く一致していることが分かる。しかし、熱力学的転移点よりも αが大きく、1RSB解

が出現している領域では、シミュレーション結果は準安定な 1RSB 解にトラップされて

いるように見える。熱力学的転移をシミュレーションで実現するには、適切なアニーリン

グスケジュールをとる必要があるといえる。また、1RSB解が生じている領域でのシミュ

レーション結果はエラーバーが大きい。その原因を調べるために、T0 = T = 0.05で各サ

ンプルのオーバーラップ Rの度数分布をみたところ (図 27)、α = 0.6ではほとんどのサ

ンプルが branch 3の RS解になるが、α = 0.55, 0.57では、準安定解にトラップされて

いるものと、branch 3 の RS 解を実現しているものが存在していることが分かった。こ

れが、エラーバーが大きくなる原因であると考えられる。

T = 0.04 では、熱力学的転移点 αth よりもフリージング点 αs の方が小さいので、

αs < α < αth では 1RSB解が熱力学的に安定な解である。図 26右図より、シミュレー

ション結果からは RS解と 1RSB解の差が小さいので、どちらが実現されているか判別す

ることは困難である。また、T0 = 0.04の場合もアニーリングスケジュールが適切でない

ことが原因で、α > αth であっても、シミュレーション結果は準安定な解にトラップされ

ていることが分かる。
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図 27 T = T0 = 0.05 での R の度数分布. N = 400, サンプル数 100. 左図：

α = 0.55. 中央図：α = 0.57. 右図：α = 0.6.

10 まとめ

我々は、低温における DS-CDMAモデルのMPM復調器の性能評価問題を調べた。性

能評価の指標には、真の情報信号とその推定値のオーバーラップRを用いた。また、モン

テカルロシミュレーションを行い、シミュレーション結果と理論結果との比較を行った。

まず、レプリカ対称解 (RS解) の Rの低温での振る舞いについてまとめる。

低温で、Rの α依存性を見ると、RS解が S字型になり解が共存する。RS解が S字型

を示す場合、解の 3つの分枝を Rが小さいものから順に branch 1、branch 2、branch 3

と呼んだ。我々は、T0 を固定した (α, T )空間でスピノーダルラインを描くことで、解の

共存領域のパラメータ範囲を示した。共存領域は T0 ≤ 0.1 で見つかり、さらに T = T0

付近では、RS 解が組み換えを起こし、それによって、解が複雑な構造を持つことが分

かった。

レプリカ対称解の安定性については、T0 を固定した (α, T )空間で ATラインと零エン

トロピーラインを描き、低温領域でのレプリカ対称性の破れには、AT不安定性によるも

の (case 1) とエントロピーが負になるもの (case 2) との２通りがあることが分かった。

(α, T )空間で RS解が共存しない領域では、ATラインと零エントロピーラインが１点

で交わることで、温度 T を下げることで case 1が起こる領域と case 2 が起こる領域が生

じることを示した。

一方、(α, T )空間で RS解が共存する領域では、case 1と case 2のどちらが起こるかは

α、T、T0 のパラメータに依存して異なっていた。しかし、我々が確認した範囲では、は

じめにレプリカ対称性が破れるのは branch 1の case 2による場合がほとんどであった。

branch 1で case 2が起こることによって出現するフリージング 1RSB解は、西森ライン
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(T = T0)上においても観測された。この時、αを大きくしていくと、フリージングの直

前に、RS解の branch 1から branch 3への熱力学的転移が見られ、1RSB解は準安定状

態になることが分かった。ところで、Nishimoriにより、西森ライン上ではレプリカ対称

性は破れないという結果が得られている [19]。しかしながら、これは自由エネルギー最小

な解についての主張であり、今の場合、branch 1の RS解から生じる 1RSB解は準安定

状態であるため、ここでの結果は Nishimoriの結果と矛盾しない。西森温度以外について

は、T > T0 では、αを大きくしていくと、熱力学的転移がフリージングよりも先に起こる

が、T < T0 の領域の中では、αを大きくすると、熱力学的転移よりも先にフリージング

が起こり、熱力学的に安定な case 2の 1RSB解が出現する場合があることが確認された。

次に、理論結果とシミュレーション結果との比較をまとめる。シミュレーションは、ア

ニーリング法によるモンテカルロシミュレーションを行った。

まず、RS 解が共存しない場合のシミュレーション結果をまとめる。R の T 依存性と

α 依存性を調べた結果は、RSB解が出現しない領域では理論結果の RS解とシミュレー

ション結果はよく一致していた。一方、RSB解が出現する領域では、case 1、case 2のど

ちらのレプリカ対称性の破れが生じる場合でも、シミュレーション結果の平均値は 1RSB

解とよく一致していた。ただし、この場合の RS解と 1RSB解は、その差が小さいので両

方がシミュレーションの誤差の範囲に入り、シミュレーションからは、両者を区別するこ

とはできなかった。したがって、このような場合は RS解と 1RSB解の性能はほぼ等しい

とみなすことができる。

次に、RS解が共存する場合のシミュレーション結果についてまとめる。Rの T 依存性

の結果からは、高温ではシミュレーションと RS解はよく一致するが、低温ではアニーリ

ングスケジュールが適切でないことが原因で、シミュレーション結果が準安定状態にト

ラップされ、熱力学的転移などの様子を確認できないことが分かった。R の α 依存性の

結果については、ほとんどの領域でシミュレーション結果は熱力学的に安定な解とよく一

致していたが、熱力学的転移は、固定した温度 T0, T が低い場合には見られず、準安定

な 1RSB解が出現する αの領域では、1RSB解にトラップされる様子が見られることが

分かった。このことも、シミュレーションに用いたアニーリングスケジュールが適切でな

いことが原因であると考えられる。我々は、様々なアニーリングスケジュールをとってシ

ミュレーションを行ったが、低温で熱力学的転移が観測されるようなスケジュールは未だ

得られていない。適切なアニーリングスケジュールの探索は今後の課題である。
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第 III部

FH-CDMA -スパースな拡散符号をもつ
CDMAモデル-

11 はじめに

第３部では、周波数ホッピング CDMA（FH-CDMA）を考慮する。DS-CDMAモデル

と同様に統計力学の枠組みで性能評価を行うため、まず FH-CDMA のモデル化を行う。

モデル化は、FH方式の拡散符号を 0以外の値を持つ要素が非常に少ないというスパース

な場合の DS 方式の拡散符号とみなして行う。第２部で扱った DS-CDMA モデルでは、

拡散符号の全ての要素が +1か −1の値を持っていた。以後、拡散符号の疎密から、第２

部で扱ったモデルは密な拡散符号を持つ DS-CDMAモデルと呼び、ここで扱うモデルは

スパースな拡散符号を持つ DS-CDMAモデルと呼ぶ。

我々は、密な拡散符号を持つ DS-CDMAモデルの解析手法を基にして、スパースな拡

散符号を持つ DS-CDMAモデルの性能評価指標の導出を行う。さらに、数値的に求めた

性能評価指標とモンテカルロシミュレーション結果との比較を行う。

我々は、レプリカ法を用いて解析を行った結果、送信情報信号の推定値が真の情報信号

とどれだけ違っているかを示す指標であるビット誤り率と通信路が送れる情報の最大値

を表す通信路容量を導出した。ビット誤り率 Pb は、第２部で性能評価指標として用いた

オーバーラップ Rと Pb = 1−R
2 の関係になっている。ビット誤り率については数値的に

求めたものとモンテカルロシミュレーションの結果とを比較し、両者がよく一致するとい

う結果を得た。

第３部は以下の構成になっている。まず、次章でスパースな拡散符号を持つDS-CDMA

モデルについて説明する。第１３章ではレプリカ解析による性能評価指標の導出を行う。

第１４章では、理論結果を数値的に求める方法を示し、また数値解とシミュレーション結

果との比較を行う。最後に１５章で第３部の内容をまとめる。

12 モデル化

ここでは、我々が用いた FH-CDMAモデルを示す。FH方式の拡散符号は、定められ

た搬送波（キャリア）の周波数帯をホップするパターンのことである。以後、搬送波の周

波数をキャリア周波数と呼ぶ。拡散符号のチップ数はホップ回数が対応する。拡散符号の
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各チップの要素には、キャリア周波数帯分の自由度がある。図 28は、拡散符号のチップ

1
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6
.
.
M

1      2      3       4      5    . . .   � -1      �

. . . .

.

.

.

周波数

チップ数

図 28 あるユーザーの周波数ホップパターン (拡散符号) . 周波数M , 拡散チップ

数 ρ.各チップで周波数が１つ選択される（黒い領域）.

数を ρ、キャリア周波数の数をM とし、拡散符号を模式的に表したものである。このよう

に、FH方式の拡散符号はM 行 ρ列の行列形式で表すことができる。この行列の要素を

amg, m = 1, · · · ,M ; g = 1, · · · , ρとする。各列の要素は、選択された周波数に対応する

要素以外は全て 0をとる。つまり、この行列で 0以外の値を持つ要素は各列に付き１つで

ある。複数のユーザーが同じ周波数の通信路を重複して使うことになるのは、拡散符号の

チップと周波数が一致する場合であるので、ユーザーの情報の重ね合わせは、各 (mg)の組

ごとに表す必要がある。図 29のように行列要素を１列に {a11, · · · , aM1, a12, · · · , aM2,

· · · , a1ρ, · · · , aMρ}と並べると、これは、p ≡ M × ρ個のチップ数を持つ１次元的に表

された DS方式の形式をした拡散符号になっている。我々は、FH-CDMAのモデルとし

          

1      2      3       4      5       6      7      8      9        . . .        p-1     p   

.  .   .   .   .   .

  {周波数}  x   {チップ数}

図 29 拡散符号を１次元的に表したもの.

て、M 行 ρ列の行列で表される拡散符号の代わりに、チップ数 p = M × ρ個の１次元的

に表された拡散符号を採用する。このように定義される p 個の要素からなる拡散符号列

36



は、M が ρに比べて十分大きい場合には、0以外の値を持つ要素の数が非常に少ないス

パースな系列となる。受信信号系列 {yµ; µ = 1, · · · , p}は、次式で表される。

yµ =
1
√

ρ

N∑
i=1

ξµ
i ηi + nµ (µ = 1, · · · , p). (34)

ここでユーザー iの情報信号を ηi、拡散符号を {ξµ
i ; µ = 1, · · · , p}とし、通信路の加法的

ノイズを {nµ; µ = 1, · · · , p}とおいている。また、規格化定数は 1/
√

ρとする。次の記号

y ≡ (y1, · · · , yp)T , η ≡ (η1, · · · , ηN )T , n ≡ (n1, · · · , np)T , (Ξ)µi ≡ ξµ
i , µ = 1, · · · , p

； i = 1, · · · , N を導入する（T は転置を表す）と、(34)式は次のように表される。

y =
1
√

ρ
Ξη + n.

FH方式における拡散符号では、M × ρ個の要素中、M 個毎に 1つが値を持つことに

なり、その値は選ばれた周波数に対応する。しかし、以下では、簡単のため図 30のよう

に、0 以外の値を持つ要素は、M × ρ 個中にランダムに ρ 個散らばっているとする。ま

1

2

3

4

5

6
.
.
M

1      2      3       4      5    . . .   � -1      �

. . . .

.

.

.

周波数

チップ数

図 30 以下で取り扱う拡散符号.

た、各要素の値は、キャリア周波数のそれぞれの値が対応するのであるが、ここでは、特

定の確率分布に従って値を与えるとする。各ユーザーの拡散符号の要素の値の分布は次式

を用いる。

p(ξ) = (1 − ρ

N
)δ(ξ) +

ρ

N
π(ξ).

右辺第１項は、拡散符号が 0をとる確率、第２項は、拡散符号が 0以外の値をとる確率を
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表している。ただし、系列全体では 0以外の値を持つ要素が厳密に ρ個となるように条件

を課す。ここで、右辺第２項の π(ξ)は要素に 0以外の値を与える確率密度関数である。

このように表したスパースな拡散符号を持つ DS-CDMA モデルについて、以下では、

統計力学的手法を用いた性能評価指標の導出を行う。

13 性能評価

前章で定義したスパースな拡散符号を持つ DS-CDMAモデルについて、復調結果の性

能を評価する指標の導出を行う。

以下の条件を仮定する。ノイズは平均 0、分散 σ2
0 の加法的白色ガウスノイズとする。

送信する情報信号 η は任意の事前分布 p(η)に従うとする。

また、情報信号の推定値を s ≡ (s1, s2, · · · , sN )T とする。

ガウスノイズを考えているので、η の条件のもとでの y の分布 p(y|η; Ξ)は次のように

表される。

p(y|η; Ξ) =

(
1√
2πσ2

0

)p

exp
(
− 1

2σ2
0

‖y − 1
√

ρ
Ξη‖2

)
. (35)

また、sの条件のもとでの y の分布 p(y|s; Ξ)は

p(y|s; Ξ) =
(

1√
2πσ2

)p

exp
(
− 1

2σ2
‖y − 1

√
ρ
Ξs‖2

)
(36)

となる。分散 σ2 は真のガウスノイズの分散 σ2
0 とは一般に異なる。温度パラメータを

T0 = β−1
0 = σ2

0 , T = β−1 = σ2 と定義する。また、ユーザー数と拡散符号のチップ数の

比 p
N を αとおく。

この時、事後分布はベイズの公式の (7)式より、

p(s|y; Ξ) = (Z(y; Ξ))−1
p(y|s; Ξ)p(s), (37)

Z(y; Ξ) =
∫

dsp(y|s; Ξ)p(s). (38)

と表される。Z(y; Ξ)は分配関数である。

ここで、N, p → ∞の大システム極限において自己平均性が成り立っていると仮定し、
１ユーザー当たりの自由エネルギーの平均値

f = − lim
N→∞

1
βN

[log Z] . (39)

を計算する。ここで [·] は、送信した情報信号、拡散符号とノイズについての平均を表
わす。
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13.1 レプリカ解析

恒等式

[log Z] = lim
n→0

∂

∂n
log [Zn] (40)

より、(39)式を次のように変形する。

−βf = lim
N→∞

1
N

lim
n→0

∂

∂n
log [Zn] . (41)

まず、[Zn] を計算する（詳細は付録 E）。n 個のレプリカ変数 sa = (s1a, · · · , sNa)T ,

a = 1, · · · , nを導入する。

Zn =
n∏

a=1

∫
dsap(y|sa; Ξ)p(sa). (42)

このとき、[Zn]は、

[Zn] = EΞ

{∫ (∫
p(y|η; Ξ)p(η)dη

)(∫ n∏
a=1

p(y|sa; Ξ)p(sa)dsa

)
dy

}
(43)

と表せる。ここで、EΞ は、拡散符号 Ξについての平均を表す。

拡散符号の p個の要素中、ρ個が 0以外の値を持つ場合、[Zn]は

[Zn] =
∫ (

1
(2π)n

∫
dωe−

1
2ω

TΣωδ(ω · 1)P (ω)
)p

dc(x)µ(c(x)) (44)

となる。ここで、Σ, P (ω), µ(c(x))は

Σ = diag(β−1
0 , β−1, · · · , β−1),

P (ω) =
1

N
N
p

exp
(
− ρ

α

{
1 −

∫
dsc(x)

∫
dξπ(ξ)(eiξ ω·s√

ρ )
})

,

µ(c(x)) =
∫

N

2πi
dc̃(x) exp

(
−N

{∫
c̃(x)c(x)ds

+ log

(∫
dsp(η)

n∏
a=1

p(sa)
(c̃(x))ρ

ρ!

)})

であり、c(x) はオーダーパラメータ関数、c̃(x) はそれに共役な関数である。ここで

x ≡ (η, s1, · · · , sn)T とおいている。
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(44) 式は、c(x) と c̃(x) についての積分があるが、N が大きい極限では鞍点法により

積分を評価できる。極限 limN→∞ と limn→0 の順番の入れ替えが可能であると仮定する

と、極限 limN→∞ で鞍点評価ができるので [Zn] は次のように表される [20]。

lim
N→∞

1
N

log [Zn] = sup
c(x)

{αG (c(x)) − I (c(x))} . (45)

ここで、G (c(x)), I(c(x))は

G (c(x)) = log
∫

exp
(
−1

2
ωT Σω

)
δ(ω · 1)P (ω)dω − n log 2π, (46)

I(c(x)) = sup
c̃(x)

{∫
c̃(x)c(x)dx − log ρ! − log

(∫
dxp(η)

n∏
a=1

p(sa)(c̃(x))ρ

)}
(47)

である。

13.2 レプリカ対称解

ここでは、送信情報が +1と −1からなり、事前分布が一様分布 p(η) = p(s) = 1
2N の

場合について具体的に解を求める。

まず、c(x), c̃(x)について、導入した n個のレプリカの添字 a = 1, · · · , nの入れ替え

に依存しない解であるレプリカ対称解 (RS解) を次のように仮定する。

cRS(x) =
∫

P (h)
ehη

Pn
a=1 sa

2(2 cosh h)n
dh, (48)

c̃RS(x) =
∫

P̃ (h̃)
eh̃η

Pn
a=1 sa

2(2 cosh h̃)n
dh̃. (49)

次の (50)、(51)式を満たすとき、鞍点解 P (h), P̃ (h̃)を決定する方程式（鞍点方程式）が

得られる。

δ

δP̃ (h̃)

{
αG(cRS(x)) − I(cRS(x))

}
= 0, (50)

δ

δP (h)
{
αG(cRS(x)) − I(cRS(x))

}
= 0. (51)

P (h), P̃ (h̃)の鞍点方程式は

P̃ (h̃) =
∫

Dz

∞∑
L=1

( ρ
α )L−1e−

ρ
α

(L − 1)!

∫
dξLπ(ξL)

(
L−1∏
l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)

)
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×δ
(
h̃ − 1

2 log
Ω(1)

Ω(−1)

)
, (52)

P (h) =
∫

· · ·
∫ 0

B

B

@

ρ−1∏
c=1

dh̃cP̃ (h̃c)

1

C

C

A

δ

0

B

B

@

h−

ρ−1∑
c=1

h̃c

1

C

C

A

(53)

である（導出は付録 F）。ここで、

π(ξ) =
1
2
{π(ξ) + π(−ξ)} ,

Ω(τ) =
√

2πβ

(
L−1∏
l=1

(1 + tanhhl)

)
1
2L

∑
τ={−1,1}L−1

exp

(
L−1∑
l=1

(τl − 1)hl

− β

2

(
1√
β0

z +
1
√

ρ
{

L−1∑
l=1

ξl(τl − 1) + ξL(τ − 1)}
)2

)
.

この時、1ユーザー当たりの自由エネルギーの平均値 fRS は次式のようになる。

−βfRS = α

∫
Dz 　

∞∑
L=0

( ρ
α )Le−

ρ
α

L!

∫
· · ·

∫
log

{
(Ω(1) + Ω(−1))

×
(

1 + tanh(
1
2

log
Ω(1)

Ω(−1)
) tanhhL

)} (
L∏

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)

)
−α log 2π + ρ log 2

−ρ

∫ ∫
log(1 + tanhh tanh h̃)P (h)P̃ (h̃)dhdh̃

+
∫

· · ·
∫ (

ρ∏
c=1

dh̃cP̃ (h̃c)

)
log

{
cosh(

∑ρ
c=1 h̃c)∏ρ

c=1 cosh h̃c

}
. (54)

真の情報信号 η とその事後推定値 〈s〉 とのオーバーラップ Rは、

Ra =
1
N

[∑
sγ

η · sa

∏n
γ=1 e−βH(sγ)∑

sγ

∏n
γ=1 e−βH(sγ)

]

より、

R =
∫

· · ·
∫ ρ∏

c=1

[
dh̃cP̂ (h̃c)

]
tanh

(
ρ∑

c=1

h̃c

)

となる。オーバーラップ Rとビット誤り率の関係は Pb = 1−R
2 より、ビット誤り率は次
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のように表される（導出は付録 G）。

Pb =

(
1 −

∫ ∏ρ
c=1

(
dh̃cP̃ (h̃c)

)
tanh

(∑ρ
c=1 h̃c

))
2

. (55)

この CDMA通信路の理論的通信路容量を導出する（詳細は付録 H）。まず、ユーザー i

が１度に送る情報量、つまりユーザー iの情報率を ri とおく。ここで r = ri, i = 1, · · ·N
を仮定する。この時、次の関係式が成り立つことが知られている [5]。

N∑
i=1

ri = Nr ≤ Imax(X; y). (56)

ここで、I(X; y)は受信信号にどれだけ送信情報が含まれるかの度合いを表す相互情報量

であり、X = {X1, · · · , XN}, Xi ≡ {ηi, si}である。CDMA通信路の通信路容量 C は相
互情報量の最大値 Imax(X; y)から次のように表される。

C ≡ 1
N

Imax(X; y). (57)

我々は、大システム極限での通信路容量を評価する。

相互情報量は次のように情報エントロピーを用いて表すことができる。

I(X; y) = H(y) − H(y|X). (58)

微分エントロピー H(y|X)はノイズのエントロピー H(n)に等しいので

H(n) =
p

2

(
1 + log

2π

β0

)
(59)

と表される。一方、y の情報エントロピー H(y)は次のように定義される。まず、真の y

のとる確率分布を p0(y)とおく。これは、分散 σ2
0 のガウスノイズ通信路を通って得られ

た受信信号 yの分布である。分散の推定値が σ2 である通信路から予測される yの分布を

p(y) とすると、情報エントロピーは

H(y) = −
∫

dyp0(y) log2 p(y) (60)

となる。p0(y) =
∫

dηp(y|η; Ξ)p(η), p(y) =
∫

dsp(y|s; Ξ)p(s) = Z(y; Ξ)より、

H(y) = −
∫

dy

∫
dηp(y|η; Ξ)p(η) log2

{∫
dsp(y|s; Ξ)p(s)

}
= −

∫
dy

∫
dηp(y|η; Ξ)p(η) log2 {Z(y; Ξ)} (61)
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である。これを評価するために、大システム極限で自己平均性が成り立っていると仮定

すると、１ユーザー当たりの情報エントロピー 1
N H(y) は拡散符号 Ξのランダム性につ

いて平均をとった１ユーザー当たりの情報エントロピー EΞ

(
1
N H(y)

)
と等しくなる。大

システム極限で Ξ のランダム性について平均をとった１ユーザー当たりの情報エントロ

ピーを Ĥ とおく。

Ĥ = lim
N→∞

EΞ

(
1
N

H(y)
)

= − lim
N→∞

1
N

EΞ

(∫
dy

∫
dηp(y|η; Ξ)p(η) log2 {Z(y; Ξ)}

)
. (62)

これは、対数関数の底が 2 であることを除けば、自己平均性を仮定した場合の１ユー

ザー当たりの自由エネルギー βfRS に等しい。Ĥ と βfRS との関係は Ĥ = βfRS log2 eで

ある。

相互情報量は、通信路の状態が既知の場合に最大になるので、相互情報量を最大化する

Ĥ は Ĥβ=β0 である。

したがって、(57)、(58)式より、大システム極限の通信路容量 C は次式となる。

lim
N→∞

C = Ĥ|β=β0 −
α

2

(
1 + log

2π

β0

)
. (63)

こうして、拡散符号がスパースな場合の DS-CDMAモデルについてレプリカ対称性を

仮定した場合の性能評価指標を得ることができたので、次章では数値計算を行いシミュ

レーション結果との比較を行う。

14 数値計算

ここでは、導出した性能評価指標を数値的に求め、シミュレーションとの比較を行う。

まず、我々が行った数値計算の手法を説明する [21]。

鞍点方程式

P̃ (h̃) =
∫

Dz

∞∑
L=1

( ρ
α )L−1e−

ρ
α

(L − 1)!

∫
dξLπ(ξL)

(
L−1∏
l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)

)
×δ

(
h̃ − 1

2 log
Ω(1)

Ω(−1)

)
, (64)

Ω(τ) =
√

2πβ

(
L−1∏
l=1

(1 + tanhhl)

)
1
2L

∑
τ={−1,1}L−1

exp

(
L−1∑
l=1

(τl − 1)hl
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− β

2

(
1√
β0

z +
1
√

ρ
{

L−1∑
l=1

ξl(τl − 1) + ξL(τ − 1)}
)2

)
, (65)

1
2

log
Ω(1)

Ω(−1)
≡ F (z, {ξl}, {hl}), (66)

P (h) =
∫

· · ·
∫ 0

B

B

@

ρ−1∏
c=1

dh̃cP̃ (h̃c)

1

C

C

A

δ

0

B

B

@

h−

ρ−1∑
c=1

h̃c

1

C

C

A

(67)

を満たす J(À 1)個の h, h̃を以下の手順 1と手順 2を繰り返すことにより数値的に得る。

まず、h, h̃の値を入れるための２個の配列 H(i), H̃(i), i = 1, · · · , J を用意し、乱数に

よって発生された値を初期値として入れる。

手順１ J 個の配列要素 H̃(i) の中からランダムに１つ選ぶ。それを H̃(k) とする。z,

L を式 (64) 中の各々の分布 p(z) = 1√
2π

e−
z2
2 , p(L) = ( ρ

α )L−1e−
ρ
α

(L−1)! にしたがっ

て発生させる。(64) 式の積分回数は L に依存するので、L が大きくなると、数

値計算の実行は困難になる。したがって、分布 p(L) が十分小さくなる L の値

を上限とし、それよりも大きな値が発生した場合は、上限の値をとるものとす

る。ξ は、先に用意した L の値を用いて、分布 p(ξ) = π(ξ) にしたがって L

個発生させる。これを ξl, l = 1, · · · , L とする。また H(i) の中からランダムに

L − 1 個選び出し、各要素を hl, l = 1, · · · , L − 1 とおく。こうして選ばれた値

から、F (z, {ξl, l = 1, · · · , L}, {hl, l = 1, · · · , L − 1}) を求める。F (z, {ξl, l =

1, · · · , k}, {hl, l = 1, · · · , k}) 内で出現する τ については、確率 1
2 で 1 と −1 を

とるとする。(64) 式を満たすのは、H̃(k) = F (z, {ξl}, {hl}) なので、H̃(k) と

F (z, {ξl}, {hl})を比較して両者が一致すればそのままとし、一致しなければ H̃(k)

に F (z, {ξl}, {hl})の値を入れ更新する。この操作を J 回繰り返す。

手順２ 手順１の後、J 個の H̃(i)から (67)式の関係を用いて H(i)の更新を行う。まず、

J 個の H(i)の中からランダムに 1個選ぶ。それを H(k′)とする。J 個の H̃(i)の

中からランダムに ρ − 1個選ぶ。その各要素を h̃c, c = 1, · · · , ρ − 1とおく。(67)

式より、選ばれた H(k′)と
∑ρ−1

c=1 h̃c を比較し一致すればそのまま、一致しなけれ

ば H(k′)に
∑ρ−1

c=1 h̃c の値を入れて更新する。この操作を J 回繰り返す。

手順１と２を繰り返すことで、J 個のセットである h,　 h̃は分布 P (h), P̃ (h̃)に従う

ものへと近づく。こうして、我々は数値的に P (h),　 P̃ (h̃)に従う h,　 h̃を得ることが

できる。

以下では、拡散符号の値を与える確率密度関数として π(ξ) = 1
2δ(ξ − 1) + 1

2δ(ξ + 1) を
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用い数値計算を行う。この場合は、0以外の値を持つ ρ個の拡散符号列の要素は、確率 1
2

で 1か −1をとる。

14.1 シミュレーション方法

ビット誤り率について、理論結果とシミュレーション結果の比較を行う。理論結果の数

値解は受信者が通信路の状態の知識を持っている場合、つまり β = β0 (σ = σ2
0)でのビッ

ト誤り率を上述の数値計算法を用いて求めた。一方、シミュレーションは、モンテカルロ

法で事後分布 p(s|y; Ξ)を評価して sを得、一様な事前分布に従って生成した η と比較

することによってビット誤り率を求めた。

14.2 数値解とシミュレーション結果の比較

図 31は、β = β0 (σ = σ2
0), ρ = 2, α = 1での理論結果とシミュレーション結果のビッ

ト誤り率を示したものである。横軸の Eb

N0
と通信路ノイズの分散 σ2

0 とは
Eb

N0
= 1

2σ2
0
の関

係にある。図 31より、理論結果とシミュレーション結果は非常によく一致していること

が分かる。

10-2

10-1

100

-10 -5  0  5  10
Eb/N0 [dB]

Pb

� =2, � =1,K=200

図 31 σ2
0 = σ2, ρ = 2, α = 1 でのビット誤り率. 実線:レプリカ解析結果, ■印:

シミュレーション結果 (N = 200).
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15 まとめ

我々は FH-CDMA のモデル化を行った。周波数ホップパターンである拡散符号は、

（キャリア周波数の数 M）×（ホップ回数 ρ）の２次元で表されるものであるが、これを

１次元的に表すことで、DS-CDMAモデルにおけるスパースな拡散符号として表すこと

ができた。このとき、１次元の拡散符号の要素のうち、0でない値をとるものは、全要素

の中からランダムに ρ個とし、0でない値は任意の確率密度関数によって与えるとした。

また、このようなスパースな拡散符号を持つ DS-CDMAモデルについて性能評価解析を

行った。性能評価解析は、レプリカ法を用いた解析を行い、ビット誤り率と通信路容量を

導出した。数値計算では、拡散符号が +1と −1のみをとる場合について、ビット誤り率

を求め、アニーリング手法によるモンテカルロシミュレーションの結果との比較を行っ

た。その結果、両者は良く一致することが示された。同様に、通信路容量についての比較

も必要であるがこれは今後の課題である。
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第 IV部

まとめと議論

16 本論文のまとめ

我々は、統計力学の手法を用いた、CDMAマルチユーザー復調器の性能評価問題につ

いて調べた。直接拡散 CDMA（DS-CDMA）における復調の性能評価は、レプリカ法を

用いた手法が確立されており、この手法を用いた場合にはレプリカ対称性を仮定した解が

性能評価の指標となることが示されている。スピングラスモデルやニューラルネットワー

クにおけるホップフィールドモデルなどのレプリカ法を用いた解析では、レプリカ対称解

(RS解) を求めた後、その解の安定性を調べ、レプリカ対称性が破れている場合には、レ

プリカ対称性破れの解 (RSB解) が求められてきた。一方、DS-CDMAモデルでのレプ

リカ解析では、RS解とその安定条件は調べられているが、レプリカ対称性の破れが起こ

る領域やそこでの RSB解については調べられてこなかった。我々は、加法的ガウス通信

路ノイズを仮定した DS-CDMAモデルのMPM復調器の性能評価問題を取り上げ、レプ

リカ法を用いて解析から導かれる RS解の振る舞いについて詳細に調べ、DS-CDMAモ

デルの物理的性質を明らかにすることを試みた。このモデルのハミルトニアンはスピング

ラスなどの統計力学で扱われてきたモデルのハミルトニアンと類似している。類似したハ

ミルトニアンを持つモデルでは、低温領域でレプリカ対称性が破れることが分かってい

る。そこで、我々は、DS-CDMAモデルの低温領域に注目した。このモデルでは、通信路

ノイズの分散が温度と対応している。ノイズの分散は一般に不明であるため、MPM復調

器では温度の推定値が用いられる。そのため、温度パラメータには、真のノイズの分散に

対応する T0 と推定の分散に対応する T の２つが存在する。また、復調器の性能は全ユー

ザー数 N と拡散符号のチップ数 pとの比 α = p
N について調べる必要がある。一般には、

αが大きくなるほど性能は良くなる。我々は、性能評価の指標として、真の情報信号とそ

の復調による推定値のオーバーラップ Rを用い、真の温度 T0、推定温度 T、ユーザー数

とチップ数の比 αの 3つのパラメータを様々に変化させ、RS解の Rの振る舞いを見た。

Rの α依存性を見ると、RS解は高温では α増加とともに単調に増加するが、低温にな

ると S字型になる。S字の部分では、同一の αで 3つの RS解が存在する。我々は S字

解の分枝を下から順番に branch 1、branch 2、 branch 3と呼び、3つの解が共存する領

域を調べるために branch 1と branch 2、branch 2と branch 3の境界を表すスピノーダ

ルラインをパラメータ空間で描いた。その結果、解の共存は T0 ≤ 0.1で出現し、branch
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2と branch 3 の境界の αの値は T = T0 付近で最小になることが分かった。また、T0 を

低温で固定し、T を下げていくと、T = T0 付近以下で解の組み換えが起こり、解の構造

が複雑になることを見出した。解の組み換えは、S字解とは別の解が branch 1と branch

2の境界付近に出現し、それらが接触することによって生じた。

一方、RS解の安定性については、エントロピーと AT安定性の両方を調べた。エント

ロピーについては、RS解のエントロピーが負の値をとることは物理的にありえないため、

そのときレプリカ対称性が破れていると考えられる。この場合には、エントロピーが 0で

凍結した解が存在すると考えられるので、この状況をフリージングと呼ぶ。AT安定性と

エントロピーを調べた結果、解が共存する領域、共存しない領域のどちらにおいても低温

でレプリカ対称性の破れが起こることが分かった。また、AT不安定性とフリージングの

出現のどちらが生じるかについては、α、T、T0 のパラメータに依存して異なっていた。

我々は、AT不安定性、フリージングの２つの場合における１ステップレプリカ対称性破

れの解 (1RSB解) を導出した。1RSB解と RS解を比較したところ、解が共存しない場

合においては、両者の違いは非常に小さかった。このことは、レプリカ対称性破れが生じ

る領域であってもオーバーラップ Rに関しては、RS解は真のオーバーラップの値と大き

く異ならないことを意味している。解が共存する領域では、RS解の各 branchについて

の AT安定性やエントロピーの条件に加えて、RS解の熱力学的転移を考慮する必要があ

り、レプリカ対称性破れの状況は非常に複雑であったが、我々が調べた範囲では、多くの

場合、branch 1に対応する RS解で case 2が起こり、1RSB解が出現していた。西森温

度においては、RS解が常に安定な解であるということが示されているが、我々の調べた

結果からは、RS解の branch 1についてフリージング領域が出現することがわかった。し

かし、熱力学的転移点とフリージング点の比較を行ったところ、αを大きくしていくと、

フリージングの領域に入る直前で、熱力学的転移が起こるため、系にとって熱力学的に安

定な解は常に RS解であることが示され、Nishimoriの結果と矛盾しないことが明らかに

なった。

次に、理論結果とシミュレーション結果を比較した結果をまとめる。RS解が共存しな

い場合は、レプリカ対称性の破れが起こらない領域では理論結果とシミュレーション結果

は非常によく一致していた。1RSB解が出現する領域では、RS解と 1RSB解の差が小さ

いため、シミュレーションの誤差の範囲に両方の解が含まれシミュレーションではどちら

が実現しているのか判別できなかった。しかし、シミュレーションの平均値は 1RSB 解

と良く一致していた。解が共存する場合についても、ほとんどの領域で理論結果とシミュ

レーション結果は非常によく一致していたが、熱力学的転移点が低温の場合は、アニーリ

ングスケジュールが適切でないことが原因で、シミュレーションでは熱力学的転移が実現
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されず、シミュレーション結果は準安定状態にトラップされることが分かった。

このように、DS-CDMAモデルは、低温領域で、RS解が共存し、またレプリカ対称性

破れが起こることが明らかになった。そのため、レプリカ法を用いた性能評価を行う際に

は、熱力学的に安定かつ AT安定でエントロピーが非負の値を持つような解を探す必要が

あることが分かった。低温での性能評価については、以上のような結果を得ることがで

きた。

もうひとつの我々が行った研究は、DS方式とは異なるスペクトル拡散方式である周波

数ホッピング CDMA (FH-CDMA) のモデル化である。我々は、FH-CDMAを、DS方

式で用いた手法が適用できるような簡単な数学的モデルとなるようにモデルを構築し、そ

の性能評価を行った。モデルの構築に当たっては、FH方式での拡散符号に相当する周波

数ホップのパターンを DS方式における拡散符号の符号系列がスパースなものとみなすこ

とで、FH-CDMA のモデルをスパースな拡散符号を持つ DS-CDMA モデルとして表し

た。拡散符号を DS-CDMAモデルと同様の形で表したことにより、レプリカ法を用いた

性能評価解析を行うことができた。各ユーザーの拡散符号の 0 でない値を持つ要素数を

厳密に決め、拡散符号がスパースであることに留意して解析を行った結果、レプリカ対称

性を仮定した場合のビット誤り率、通信路容量という性能評価指標を導出することができ

た。また、数値的に求めたビット誤り率をアニーリング法によるモンテカルロシミュレー

ションの結果と比較した結果、両者が良く一致することが示された。

17 議論と今後の課題

DS-CDMAモデルの低温での性能評価問題において、我々は解が共存する領域内での

T = T0 付近で RS解の組み換えが起こることを示した。ここでは、組み換えが起こる原

因について考察しよう。T = T0 の西森温度では、R = q、R̂ = q̂ を満たす解が存在する。

解の分岐が起こる領域内に西森温度が含まれる場合には、西森温度での Rの α依存性を

見ると、R = q、R̂ = q̂ を満たす S字型の解に R 6= q、R̂ 6= q̂ の閉曲線解が重なってい

る様子を観測することができる。T0 を固定したまま、T を西森温度からわずかにずらす

と、S字型の解が R 6= q、R̂ 6= q̂ となり、西森温度で R = q、R̂ = q̂ であった解が分岐

し、S 字型解と閉曲線解との間で組み換えが起こる。T > T0 では R < q より、S 字型

解の R は閉曲線解の下側と組み換えが起こり、T < T0 では R > q より、S字型解の R

は閉曲線解の上側と組み換えが起こると考えられる。閉曲線解の下側と組み換えが起こ

る場合は、branch 2がもともとの S字型解の branch 2よりも下側に下がるだけなので、

branch 1と branch 2の境界は変化しない。一方、閉曲線解の上側と組み換えが起こる場
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合は、branch 1と branch 2の境界付近が閉曲線解の形状に合わせて膨らむ。このため、

西森温度以下ではスピノーダルラインが定義できなくなると考えられる。ただし、T0 に

依存して、T > T0 であっても S字型解の Rが閉曲線解の上側と組み変わる場合があった

ので、この領域については今後より詳細に研究を行う必要がある。

解が共存する時、西森温度以上の温度 T でのフリージングによる 1RSB解は、我々が

調べた範囲では常に準安定であったが、西森温度よりも低温の T では、熱力学的に安定な

フリージングによる 1RSB解の存在が確認された。西森温度において、RS解の branch

1の自由エネルギーと branch 3の自由エネルギーが一致する点を α = αth、branch 1の

フリージング点を α = αs として、両者を数値的に比較すると、わずかに αth の方が αs

よりも小さいことが示されたが、数値誤差を考慮すると αth = αs である可能性が考えら

れる。したがって、αth と αs の大小関係を調べ、αth = αs となる温度 T = T ∗ を確定す

る必要がある。

我々は、アニーリングスケジュールをいろいろ変えて、モンテカルロシミュレーション

を行ったが、熱力学的転移温度が、T = 0.05のように低温の場合には、シミュレーショ

ン結果は準安定状態にトラップされていた。シミュレーションで熱力学的転移を観測する

ための、適切なアニーリングスケジュールの探索は現在調査中である。

さらに、1RSB解の AT安定性の議論や 1RSB解のビット誤り率の定義と評価なども今

後の課題として残されている。

一方、スパースな拡散符号を持つ DS-CDMA モデルについては、拡散符号の 0 でな

い要素の数を様々に変えた場合の性能の比較を行う必要がある。第３部では、拡散符号

の 0 でない要素の数を厳密に ρ 個とした場合における結果を示したが、我々は、各ユー

ザーの拡散符号の 0 でない要素の数が平均して ρ 個になる場合についても解析を行って

いる。この場合は、送信信号が連続値をとり、事前分布がガウス分布に従う場合に近似計

算 [22, 23]を用いて性能評価指標を導出している [24]。この場合は、送信情報がビットで

はないので、ビット誤り率は定義できないが、送信情報とその推定値のオーバーラップを

比較することができる。その結果、ρが小さいと、復調の性能が低く、ρが大きくなるに

つれて拡散符号が密な場合の性能に近づくことが示された。このことから、第３部で解析

したモデルにおいても、ρを大きくするにつれて、性能が上がることが予測される。

また、性能評価指標の１つである通信路容量を数値的に求めることも今後の課題として

残されている。

スパースに拡散された DS-CDMAモデルは、FH方式だけでなく時間ホッピング方式

などについての簡単な数学的モデルになっていることから、このモデルを詳細に調べるこ

とは意味がある。したがって、今後さらに研究を発展させる予定である。
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付録 A DS-CDMAモデルのレプリカ計算
ユーザーの情報信号を η ≡ (η1, · · · , ηN )T、拡散符号を (Ξ)µi ≡ ξµ

i , µ = 1, · · · , p； i = 1, · · · , N、加法
的ノイズを n ≡ (n1, · · · , np)T とすると、受信信号系列 y ≡ (y1, · · · , yp)T は次のように表される。

y =
1

√
N

Ξη + n. (68)

受信信号系列と拡散符号を既知とし、情報信号の復調を行う。推定情報信号は s ≡ (s1, · · · , sN )T とする。情
報信号の事前分布は、1 と −1 が等確率で出現する一様分布 p(η) = p(s) = 1

2N を仮定する。また、拡散符号

系列は 1と −1が等確率で出現するとし、その分布を一様分布 p(Ξ) = 1
2Np とする。ノイズは平均 0、分散 1

β0
のガウスノイズを考える。このとき、ノイズの分布は

p(n) =

 

r

β0

2π

!p

exp

„

−
β0

2
‖n‖2

«

=

 

r

β0

2π

!p

exp

„

−
β0

2
‖y −

1
√

N
Ξη‖2

«

(69)

より、η の条件のもとでの y の分布は p(y|η; Ξ) =

„

q

β0
2π

«p

exp
“

−β0
2
‖y − 1√

N
Ξη‖2

”

と表される。今、

求めたいのは事後分布 p(s|y; Ξ)である。これは、ベイズの公式

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P

A P (B|A)P (A)
(70)

より、次式のように表される。

p(s|y; Ξ) =
p(y|s; Ξ)p(s)

P

s p(y|s; Ξ)p(s)
=

p(y|s; Ξ) 1
2N

P

s p(y|s; Ξ) 1
2N

=
p(y|s; Ξ)

P

s p(y|s; Ξ)
(71)

ここで、Jij = 1
N

Pp
µ=1 ξµ

i ξµ
j , h0

i = 1√
N

Pp
µ=1 ξµ

i yµ とおくと、

p(s|y; Ξ) =
exp

“

−β
“

1
2

P

i,j Jijsisj −
P

i h0
i si

””

P

s exp
“

−β
“

1
2

P

i,j Jijsisj −
P

i h0
i si

”” (72)

と書ける。新たに、Z(β) =
P

s exp (−βH(s)), H = 1
2

P

i,j Ji,jsisj −
P

i h0
i si とおくと、事後分布は

p(s|y; Ξ) =
exp (−βH(s))

Z(β)
(73)

と表される。

A.1 性能評価

系の自由エネルギーに対応する log Z(β) を計算し、そこから性能評価指標となるマクロ変数の導出を行
う [5, 14]。log Z(β) は {Jij} と {h0

i } の関数であり、Jij = 1
N

Pp
µ=1 ξµ

i ξµ
j , h0

i = 1√
N

Pp
µ=1 ξµ

i yµ, y =
1√
N

Ξη + nより、η, Ξと yの関数と言い換えることもできる。大システム極限で自己平均性が成り立ってい

ると仮定して、以下では１ユーザーあたりの自由エネルギーを η, Ξと yについて平均したものを計算する。こ
れらの平均操作は [·]で表す。

[log Z(β)] = EΞ

„

Z

dy

Z

dηp(η)p(y|η; Ξ) log Z(β)

«

(74)
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ここで、EΞ は拡散符号 Ξについての平均を表す。
[log Z(β)]を計算するのは困難である。恒等式 [log Z(β)] = limn→0

[Z(β)n]−1
n

より、[Z(β)n] を計算する。

[Z(β)n] = EΞ

„

Z

dy

Z

dηp(η)p(y|η; Ξ)Z(β)n

«

=

Z

dΞp(Ξ)

Z

dy

Z

dηp(η)p(y|η; Ξ)Z(β)n

=
1

2N

1

2Np

X

η

X

Ξ

Z

0

@

p
Y

µ=1

dyµp(yµ|η; Ξ)
X

sa

exp

 

−β
X

a

H(sa)

!

1

A . (75)

ここで、

uµ
0 =

1
√

N

N
X

i=1

ξµ
i ηi, uµ

a =
1

√
N

N
X

i=1

ξµ
i sia (76)

とおくと、

p(yµ|η; Ξ) =

r

β0

2π
exp

0

@−
β0

2

 

yµ −
1

√
N

N
X

i

ξµ
i ηi

!2
1

A =

r

β0

2π
exp

„

−
β0

2

`

yµ − uµ
0

´2
«

, (77)

exp

 

−β
X

a

H(sa)

!

= exp

0

@−
β

2

X

a

X

µ

`

(uµ
a)2 − 2yµuµ

a

´

1

A (78)

より、[Z(β)n]は

[Z(β)n] =
1

2N

1

2Np

X

η

X

Ξ

X

sa

Z

8

<

:

p
Y

µ=1

duµ
0 δ

 

uµ
0 −

1
√

N

N
X

i=1

ξµ
i ηi

!

9

=

;

×

8

<

:

Y

µ,a

duµ
aδ

 

uµ
a −

1
√

N

N
X

i=1

ξµ
i sia

!

9

=

;

8

<

:

p
Y

µ=1

dyµ

r

β0

2π
exp

„

−
β0

2

`

yµ − uµ
0

´2
«

9

=

;

× exp

0

@−β
X

a

X

µ

„

(uµ
a)2

2
− yµuµ

a

«

1

A (79)

となる。さらに次の関係式

δ

 

uµ
0 −

1
√

N

N
X

i=1

ξµ
i ηi

!

=

Z

dûµ
0

2π
exp

(

iûµ
0

 

uµ
0 −

1
√

N

N
X

i=1

ξµ
i ηi

!)

,

δ

 

uµ
a −

1
√

N

N
X

i=1

ξµ
i sia

!

=

Z

dûµ
a

2π
exp

(

iûµ
a

 

uµ
a −

1
√

N

N
X

i=1

ξµ
i sia

!)

を用いると、(79)式は、

[Z(β)n] =
1

2N

1

2Np

X

η

X

Ξ

X

sa

Z

8

<

:

p
Y

µ=1

duµ
0 dûµ

0

2π
exp

(

iûµ
0

 

uµ
0 −

1
√

N

N
X

i=1

ξµ
i ηi

!)

9

=

;

×

8

<

:

Y

µ,a

duµ
adûµ

a

2π
exp

(

iûµ
a

 

uµ
a −

1
√

N

N
X

i=1

ξµ
i sia

!)

9

=

;

×

8

<

:

p
Y

µ=1

dyµ

r

β0

2π
exp

„

−
β0

2

`

yµ − uµ
0

´2
«

9

=

;

exp

0

@−β
X

a

X

µ

„

(uµ
a)2

2
− yµuµ

a

«

1

A(80)
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となる。
次に Ξについての平均をとる。(80)式で、ξµ

i を含む項は

Y

µ,a

exp

(

−iûµ
0

1
√

N

N
X

i=1

ξµ
i ηi

)

exp

(

−iûµ
a

1
√

N

N
X

i=1

ξµ
i sia

)

=
Y

i,µ

exp

(

−
i

√
N

 

n
X

a=1

ûµ
asia + ûµ

0 ηi

!

ξµ
i

)

=
Y

i,µ

A(ξµ
i )

より、まず
Q

i,µ A(ξµ
i )の平均をとる。

Y

i,µ

EΞ

ˆ

A(ξµ
i )
˜

=
Y

i,µ

0
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X
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µ
i
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i )A(ξµ

i )
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√
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ûµ
asia + ûµ
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ûµ
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=
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i,µ

cos
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1
√
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ûµ
asia + ûµ
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!)

.

テーラー展開を行い、２次までとると、

Y
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ˆ
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˜
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Raûµ
0 ûµ
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× exp
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ûµ
0

´2

9

=

;

=
Y

µ

Z

8

<

:

Y

a<b

iNdqabdq̂ab

2π
exp

0

@−N
X

a<b

q̂ab

 

qab −
N
X

i=1

siasib

N

!

1

A

9

=

;

×
(

Y

a

iNdRadR̂a

2π
exp

 

−N
X

a

R̂a

 

Ra −
N
X

i=1

siaηi

N

!!)

× exp

8

<

:

−
Pn

a=1(ûµ
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となる。ここで
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とおいた。
以上より、(80)式は、
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q̂ab

 

qab −
N
X

i=1

siasib

N

!

1

A

9

=

;

×
(

Y

a

iNdRadR̂a

2π
exp

 

−N
X

a

R̂a

 

Ra −
N
X

i=1

siaηi

N

!!)

× exp

8

<

:

−
Pn

a=1(ûµ
a)2

2
−
X

a<b

qabû
µ
a ûµ

b −
X

a

Raûµ
0 ûµ

a −
1

2

`

ûµ
0

´2

9

=

;

×

8

<

:

p
Y

µ=1

dyµ

r

β0

2π
exp

„

−
β0

2

`

yµ − uµ
0

´2
«

9

=

;

exp

0

@−β
X

a

X

µ

„

(uµ
a)2

2
− yµuµ

a

«

1

A

=

Z

8

<

:

Y

a<b

iNdqabdq̂ab

2π

9

=

;

(

Y

a

iNdRadR̂a

2π

)

p
Y

µ=1

 

Z

duµ
0 dûµ

0

2π

(

Y

a

duµ
adûµ

a

2π

)

r

β0

2π
dyµ

× exp

8

<

:

iûµ
0 uµ

0 + i
X

a

ûµ
auµ

a −
P

a(ûµ
a)2

2
−
X

a<b

qabû
µ
a ûµ

b −
X

a

Raûµ
0 ûµ

a −
1

2

`

ûµ
0

´2

−
β0

2

`

yµ − uµ
0

´2 − β
X

a

(uµ
a)2

2
− β

X

a

yµuµ
a

)!

×
1

2N

X

η

X

sa

exp

0

@N
X

a<b

q̂ab

N
X

i=1

siasib

N
+ N

X

a

R̂a

N
X

i=1

siaηi

N

1

A

× exp

0

@−N
X

a<b

q̂abqab − N
X

a

R̂aRa

1

A
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=

Z

8

<

:

Y

a<b

iNdqabdq̂ab

2π

9

=

;

(

Y

a

iNdRadR̂a

2π

)

eN(G1+G2+G3) (82)

となる。ここで、eNG1 , eNG2 , eNG3 は、

eNG1 ≡
p
Y

µ=1

 

Z

duµ
0 dûµ

0

2π

(

Y

a

duµ
adûµ

a

2π

)

dyµ

r

β0

2π
exp

(

iûµ
0 uµ

0 + i
X

a

ûµ
auµ

a −
P

a(ûµ
a)2

2

−
X

a<b

qabû
µ
a ûµ

b −
X

a

Raûµ
0 ûµ

a −
1

2

`

ûµ
0

´2 −
β0

2

`

yµ − uµ
0

´2

− β
X

a

(uµ
a)2

2
− β

X

a

yµuµ
a

)!

, (83)

eNG2 ≡
1

2N

X

η

X

sa

exp

0

@

X

a<b

q̂ab

N
X

i=1

siasib +
X

a

R̂a

N
X

i=1

siaηi

1

A

=
1

2N

X

η

X

sa

8

<

:

Y

i

exp

0

@

X

a<b

q̂absiasib +
X

a

R̂asiaηi

1

A

9

=

;

, (84)

eNG3 ≡ exp

0

@−N
X

a<b

q̂abqab − N
X

a

R̂aRa

1

A (85)

である。

α = p
N
とすると eNG1 = e

pG1
α である。e

G1
α は、

e
G1
α =

 

Z

du0dû0

2π

(

Y

a

duadûa

2π

)

dy

r

β0

2π
exp

(

iû0u0 + i
X

a

ûaua

−
P

a(ûa)2

2
−
X

a<b

qabûaûb −
X

a

Raû0ûa −
1

2
(û0)2 −

β0

2
(y − u0)2

− β
X

a

(ua)2

2
− β

X

a

yua

)!

(86)

である。(86)式を、u0, û0, y について積分し、さらに次の関係式

e
Ax2

2 =

Z

Dte
√

Axt

を使って ua について積分すると、

e
G1
α =

Z

Dt

Z

(

Y

a

dûa

2π

s

2π

β
exp

 

−
1

2
û2

a +
β

2

1 + β0

β0
t2 −

û2
a

2β
+ i

s

1 + β0

β0
tûa

!)

× exp

0

@−
X

a<b

qabûaûb −
β

2
n

 

X

a

Raûa

!2

− inβ

s

1 + β0

β0
t
X

a

Raûa +
X

a,b

Rbûaûb

1

A (87)

となる。
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(82) 式の積分では、指数関数の肩が N に比例しているので N が大きい極限では、鞍点法により積分を評
価できる。G1(= α(G1

α
)), G2, G3 の qab, q̂ab, Ra, R̂a に (α G1

α
+ G2 + G3) を極値にする値を代入すると、

N → ∞で

[Z(β)n] ∼ eN(α
G1
α

+G2+G3) = e
Nn

“

α
G1
nα

+
G2
n

+
G3
n

”

となる。ここで、N を大きく保ったまま nを 0に近づけると、

[Z(β)n] ∼ 1 + Nn

„

α
G1

nα
+

G2

n
+

G3

n

«

(88)

となる。
このとき、１ユーザー当たりの自由エネルギーの平均値は次式で表される。

−βf = lim
n→0

lim
N→∞

[Z(β)n] − 1

nN

= lim
n→0

„

α
G1

nα
+

G2

n
+

G3

n

«

. (89)

A.2 レプリカ対称解

[Z(β)n]を具体的に得るため、レプリカ対称性 (RS) : Ra = R, qab = q, R̂a = R̂, q̂ab = q̂ を仮定する。

まず、e
GRS

1
α を計算する。RS解を仮定すると、

P

a<b ûaûb = 1
2

`

P

a ûa
´2 − 1

2

P

a ûa より (87)式は

e
GRS

1
α =

Z

Dt

Z

(

Y

a

dûa

2π

s

2π

β
exp

 

−
1

2
û2

a +
β

2

1 + β0

β0
t2 −

û2
a

2β
+ i

s

1 + β0

β0
tûa

!)

× exp

0

@−
q

2

 

X

a

ûa

!2

+
q

2

X

a

û2
a −

nβR2

2

 

X

a

ûa

!2

− inβ

s

1 + β0

β0
Rt
X

a

ûa + R

 

X

a

ûa

!2
1

A

=

Z

DtDz

„

1

1 + β(1 + q)

«

n
2

exp

 

n

2

β

β0
(1 + β0)t2 −

n

2

1

1 + β−1 − q

 

s

1 + β0

β0
t

− β

s

1 + β0

β0
ntR +

p

q − 2R + nβR2z

!2
1

A (90)

となる。
n → 0では enX ∼ 1 + nX より、

e
GRS

1
α ∼

„

1

1 + β(1 + q)

«

n
2
Z

DtDz

„

1 +
n

2

β

β0
(1 + β0)t2

−
n

2

1

1 + β−1 − q

 

s

1 + β0

β0
t +

p

q − 2Rz

!2
1

A .

さらに、
R

Dz(az2 + bz) = a
R

Dzz2 + b
R

Dzz = aより

e
GRS

1
α =

„

1

1 + β(1 + q)

«

n
2
„

1 +
n

2

β

β0
(1 + β0) −

n

2

1

1 + β−1 − q

„

1 + β0

β0
+ q − 2R

««

∼ exp

„

−
n

2
log (1 + β(1 − q)) +

n

2

„

β

β0
(1 + β0) −

1

1 + β−1 − q

„

1 + β0

β0
+ q − 2R

«««
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= exp

„

−
n

2



log (1 + β(1 − q)) −
β

β0
(1 + β0) +

1

1 + β−1 − q

„

1 + β0

β0
+ q − 2R

«ff«

.

(91)

ゆえに

GRS
1

α
= −

n

2



log (1 + β(1 − q)) −
β

β0
(1 + β0) +

1

1 + β−1 − q

„

1 + β0

β0
+ q − 2R

«ff

(92)

となる。
次に、eNGRS

2 を計算する。(84)式より eNGRS
2 は

eNGRS
2 =

1

2N

X

η

X

sa

8

<

:

Y

i

exp

0

@

q̂

2

 

X

a

sia

!2

−
q̂

2

X

a

s2
ia + R̂

X

a

siaηi

1

A

9

=

;

=
1

2N

X

η

X

sa

(

Y

i

Z

Dz exp

 

p

q̂z
X

a

sia −
q̂

2
n + R̂ηi

X

a

sia

!)

=
1

2N

X

η

(

Y

i

Z

Dz
X

sa

exp

(

“

p

q̂z + R̂ηi

”

X

a

sia

)

exp

„

−
q̂

2
n

«

)

=
1

2N

X

η

(

Y

i

Z

Dz
n

2 cosh
“

p

q̂z + R̂ηi

”on
exp

„

−
q̂

2
n

«

)

=
1

2N

8

<

:

Y

i

X

ηi

Z

Dz
n

2 cosh
“

p

q̂z + R̂ηi

”on
exp

„

−
q̂

2
n

«

9

=

;

=
1

2N

(

Y

i

Z

Dz
“n

2 cosh
“

p

q̂z + R̂
”on

+
n

2 cosh
“

p

q̂z − R̂
”on”

exp

„

−
q̂

2
n

«

)

=
1

2N

(

Y

i

2

Z

Dz
n

2 cosh
“

p

q̂z + R̂
”on

exp

„

−
q̂

2
n

«

)

=



Z

Dz
n

2 cosh
“

p

q̂z + R̂
”on

exp

„

−
q̂

2
n

«ffN

(93)

となる。ゆえに

NGRS
2 = N log

Z

Dz
n

2 cosh
“

p

q̂z + R̂
”on

exp

„

−
q̂

2
n

«

, (94)

GRS
2

n
=

1

n
log

Z

Dz
n

2 cosh
“

p

q̂z + R̂
”on

−
q̂

2
. (95)

n → 0で An = 1 + n log Aより、(95)式は

GRS
2

n
=

1

n
log

Z

Dz
n

1 + n log
“

2 cosh
“

p

q̂z + R̂
””o

−
q̂

2

=

Z

Dz log
“

2 cosh
“

p

q̂z + R̂
””

−
q̂

2
(96)

となる。
最後に eNGRS

3 を計算する。(85)式より

eNGRS
3 = exp

0

@−Nq̂q
X

a<b

−NR̂R
X

a

1

A
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= exp

„

−N
n(n − 1)

2
q̂q − NnR̂R

«

. (97)

ゆえに、n → 0で

eNGRS
3 = exp

“

N
n

2
q̂q − NnR̂R

”

, (98)

GRS
3

n
=

1

2
q̂q − R̂R (99)

となる。
以上より、レプリカ対称性を仮定した時の自由エネルギーは次のようになる。

−βfRS = lim
n→0

 

GRS
1

n
+

GRS
2

n
+

GRS
3

n

!

= −
α

2



log (1 + β(1 − q)) −
β

β0
(1 + β0) +

1

1 + β−1 − q

„

1 + β0

β0
+ q − 2R

«ff

+

Z

Dz log
“

2 cosh
“

p

q̂z + R̂
””

−
q̂

2
+

1

2
q̂q − R̂R. (100)
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付録 B スピノーダルライン
レプリカ対称性を仮定した場合の自由エネルギーは q, q̂, R, R̂, β, β0, αの関数である。

−βfRS = −βfRS(q, q̂, R, R̂, β, β0, α). (101)

鞍点方程式より、q̂, R, R̂ を q, β, β0, αの関数として表す。

q̂ = q̂(q, β, β0, α),

R = R(q, β, β0, α),

R̂ = R̂(q, β, β0, α). (102)

ここで、

r = (r1, r2, r3)T ≡ (q̂, R, R̂)T

とおく。解が共存する領域としない領域の境界点（スピノーダル点）は、自由エネルギーの q に関する変極点と
一致するので、

∂2(−βfRS)

∂q2
=

∂(−βfRS)

∂q
= 0 (103)

を満たす。
∂(−βfRS)

∂q
= 0に関しては、 ∂(−βfRS)

∂q
= ∂

∂q
(−βfRS) +

P

i
∂

∂ri
(−βfRS) ∂ri

∂q
であるが、極値条件

∂(−βfRS)

∂q
=

∂(−βfRS)

∂q̂
=

∂(−βfRS)

∂R
=

∂(−βfRS)

∂R̂
= 0

より、レプリカ対称解では常に成り立っている。

次に ∂2(−βfRS)

∂q2 = 0を計算する。

∂2

∂q2
(−βfRS(q, r(q, β, β0, α), β, β0, α))

=
∂

∂q

 

∂

∂q
(−βfRS) +

X

i

∂

∂ri
(−βfRS)

∂ri

∂q

!

=
∂2

∂q2
(−βfRS) +

X

i

∂

∂ri

„

∂

∂q
(−βfRS)

«

∂ri

∂q
+
X

i

∂2

∂q∂ri
(−βfRS)

∂ri

∂q

+
X

j

∂

∂rj

 

X

i

∂

∂ri
(−βfRS)

∂ri

∂q

!

∂rj

∂q
+
X

i

∂

∂ri
(−βfRS)

∂2ri

∂q2

=
∂2

∂q2
(−βfRS) + 2

X

i

∂2

∂q∂ri
(−βfRS)

∂ri

∂q
+
X

i,j

∂2

∂ri∂rj
(−βfRS)

∂ri

∂q

∂rj

∂q
= 0. (104)

−βfRS = α



−
1

2
log (1 + β(1 − q)) +

β

2β0
(1 + β0) −

1

2 (1 + β(1 − q))
β
“

1 + β−1
0 + q − 2R

”

ff

+

Z

Dz log
“

2 cosh
“

p

q̂z + R̂
””

−
q̂

2
(1 − q) − R̂R (105)

より、

∂

∂q
(−βfRS) = 0 = −

α

2

β2
“

q − 2R + 1 + β−1
0

”

(1 + β(1 − q))2
+

q̂

2
,
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∂2

∂q2
(−βfRS) = −

βq̂

(1 + β(1 − q))
−

1

2

βR̂

(1 + β(1 − q))
, (106)

∂2

∂R∂q
(−βfRS) =

βR̂

(1 + β(1 − q))
,

∂2

∂R̂∂q
(−βfRS) = 0,

∂2

∂q̂∂q
(−βfRS) =

1

2
, (107)

∂

∂R
(−βfRS) = 0 =

αβ

(1 + β(1 − q))
− R̂,

∂2

∂R2
(−βfRS) = 0,

∂2

∂R̂∂R
(−βfRS) = −1,

∂2

∂q̂∂R
(−βfRS) = 0, (108)

∂

∂q̂
(−βfRS) = 0 =

Z

Dz
1

cosh2
“√

q̂z + R̂
” −

1

2
(1 − q),

∂2

∂q̂2
(−βfRS) =

1

2

Z

Dz
−2 cosh

“√
q̂z + R̂

”

sinh
“√

q̂z + R̂
”

cosh4
“√

q̂z + R̂
”

1

2

z
√

q̂

= −
1

2

Z

Dz

0

@1 − tanh2
“

p

q̂z + R̂
”

− 3
tanh2

“√
q̂z + R̂

”

cosh2
“√

q̂z + R̂
”

1

A

= −
1

2

„

1 − 4q + 3

Z

Dz tanh4
“

p

q̂z + R̂
”

«

, (109)

∂2

∂R̂∂q̂
(−βfRS) =

Z

Dz tanh3
“

p

q̂z + R̂
”

− R, (110)

∂

∂R̂
(−βfRS) = 0 =

Z

Dz tanh
“

p

q̂z + R̂
”

− R,

∂2

∂R̂2
(−βfRS) =

Z

Dz
“

1 − tanh2
“

p

q̂z + R̂
””

= 1 − q. (111)

∂R̂
∂q

, ∂q̂
∂q

, ∂R
∂q
は、鞍点方程式 R̂ = αβ

1+β(1−q)
, q̂ =

αβ2(q−2R+1+β−1
0 )

(1+β(1−q))2
, R =

R

Dz tanh
“√

q̂z + R̂
”

より、

∂R̂

∂q
=

αβ2

(1 + β(1 − q))2
=

βR̂

1 + β(1 − q)
, (112)

∂q̂

∂q
=

αβ2

(1 + β(1 − q))2

„

1 − 2
∂R

∂q

«

+
2αβ3

(1 + β(1 − q))3
(q − 2R + 1 + β−1

0 ), (113)

∂R

∂q
= −

∂q̂

∂q

Z

Dz
“

tanh
“

p

q̂z + R̂
”

− tanh3
“

p

q̂z + R̂
””

+
αβ2

(1 + β(1 − q))2

Z

Dz
1

cosh2
“√

q̂z + R̂
” . (114)

ここで、
√

q̂z + R̂ ≡ V , 1 + β(1 − q) ≡ W とおく。

∂q̂

∂q
= −

2αβ2

W 2

∂R

∂q
+

αβ2

W 2
+

2β

W
q̂,

∂R

∂q
= −

∂q̂

∂q

„

R −
Z

Dz tanh3 V

«

+
αβ2

W 2
(1 − q),

 

2αβ2

W2 1

1 R −
R

Dz tanh3 V

! 

∂R
∂q
∂q̂
∂q

!

=

 

αβ2

W2 + 2β
W

q̂
αβ2

W2 (1 − q)

!

. (115)
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連立方程式 (115)式を解く。
„

a b
c d

«„

x
y

«

=

„

A
B

«

の解 x, y は

x =

˛

˛

˛

˛

A b
B d

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a b
c d

˛

˛

˛

˛

, y =

˛

˛

˛

˛

a A
c B

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a b
c d

˛

˛

˛

˛

より、

∂R

∂q
=

“

αβ2

W2 + 2β
W

q̂
”

`

R −
R

Dz tanh3 V
´

− αβ2

W2 (1 − q)

2αβ2

W2

`

R −
R

Dz tanh3 V
´

− 1
, (116)

∂q̂

∂q
=

2α2β4

W4 (1 − q) − αβ2

W2 − 2β
W

q̂

2αβ2

W2

`

R −
R

Dz tanh3 V
´

− 1
. (117)

(106), (107), (108), (109), (110), (111), (112), (116), (117) 式を用いて、(104)式を数値的に解くことで、
スピノーダル点は各 β, β0, αにおいて求まり、スピノーダルラインを描くことができる。
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付録 C AT安定性
レプリカ対称解の安定条件を求める [5, 14, 17]。
自由エネルギーのレプリカ対称解からのずれを計算する。

f = fRS +
X

a<b

(

∂f

∂qab

˛

˛

˛

˛

˛

RS

(qab − q) +
∂f

∂q̂ab

˛

˛

˛

˛

˛

RS

(q̂ab − q̂)

)

+
X

a

(

∂f

∂Ra

˛

˛

˛

˛

˛

RS

(Ra − R) +
∂f

∂R̂a

˛

˛

˛

˛

˛

RS

(R̂a − R̂)

)

+
X

a<b

X

c<d

(

1

2

∂2f

∂qab∂qcd

˛

˛

˛

˛

˛

RS

(qab − q)(qcd − q) +
1

2

∂2f

∂q̂ab∂q̂cd

˛

˛

˛

˛

˛

RS

(q̂ab − q̂)(q̂cd − q̂)

+
∂2f

∂qab∂q̂cd

˛

˛

˛

˛

˛

RS

(qab − q)(q̂cd − q̂)

)

+
X

a<b

X

c

(

∂2f

∂qab∂Rc

˛

˛

˛

˛

˛

RS

(qab − q)(Rc − R)

+
∂2f

∂q̂ab∂R̂c

˛

˛

˛

˛

˛

RS

(q̂ab − q̂)(R̂c − R̂) +
∂2f

∂qab∂R̂c

˛

˛

˛

˛

˛

RS

(qab − q)(R̂c − R̂)

+
∂2f

∂q̂ab∂Rc

˛

˛

˛

˛

˛

RS

(q̂ab − q̂)(Rc − R)

)

+
X

a,b

(

1

2

∂f

∂Ra∂Rb

˛

˛

˛

˛

˛

RS

(Ra − R)(Rb − R)

+
1

2

∂f

∂R̂a∂R̂b

˛

˛

˛

˛

˛

RS

(R̂a − R̂)(R̂b − R̂) +
∂f

∂Ra∂R̂b

˛

˛

˛

˛

˛

RS

(Ra − R)(R̂b − R̂)

)

+ · · · .

ここで、レプリカ対称解のまわりの微小変位を (qab − q) = εab, (q̂ab − q̂) = ε̂ab, (Ra − R) = γa,

(R̂a − R̂) = γ̂a とおく。
レプリカ対称解は ∂f

∂q
= ∂f

∂q̂
= ∂f

∂R
= ∂f

∂R̂
= 0を満たすので、微小変位について２次まで展開したものは、

f ' fRS +
X

a<b

X

c<d

(

1

2

∂2f

∂qab∂qcd

˛

˛

˛

˛

˛

RS

εabεcd +
1

2

∂2f

∂q̂ab∂q̂cd

˛

˛

˛

˛

˛

RS

ε̂abε̂cd +
∂2f

∂qab∂q̂cd

˛

˛

˛

˛

˛

RS

εabε̂cd

)

+
X

a<b

X

c

(

∂2f

∂qab∂Rc

˛

˛

˛

˛

˛

RS

εabγc +
∂2f

∂q̂ab∂R̂c

˛

˛

˛

˛

˛

RS

ε̂abγ̂c +
∂2f

∂qab∂R̂c

˛

˛

˛

˛

˛

RS

εabγ̂c +
∂2f

∂q̂ab∂Rc

˛

˛

˛

˛

˛

RS

ε̂abγc

)

+
X

a,b

(

1

2

∂f

∂Ra∂Rb

˛

˛

˛

˛

˛

RS

γaγb +
1

2

∂f

∂R̂a∂R̂b

˛

˛

˛

˛

˛

RS

γ̂aγ̂b +
∂f

∂Ra∂R̂b

˛

˛

˛

˛

˛

RS

γaγ̂b

)

= fRS − lim
n→0

1

βn

1

2
({εab}, {γa}, {ε̂ab}, {γ̂a}) G

0

B

B

@

{εab}
{γa}
{ε̂ab}
{γ̂a}

1

C

C

A

(118)

となる。Gはへシアンと呼ばれる εab, ε̂ab, γa, γ̂a についての２次形式の係数行列であり、(84), (85), (86),
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(89)式より

G =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

α
∂2 G1

α
∂qab∂qcd

˛

˛

˛

˛

˛

RS

α
∂2 G1

α
∂qab∂Rc

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G3
∂qab∂q̂cd

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G3
∂qab∂R̂c

˛

˛

˛

˛

˛

RS

α
∂2 G1

α
∂qab∂Rc

˛

˛

˛

˛

˛

RS

α
∂2 G1

α
∂Ra∂Rb

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G3
∂q̂ab∂Rc

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G3
∂Ra∂R̂b

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G3
∂qab∂q̂cd

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G3
∂q̂ab∂Rc

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G2
∂q̂ab∂q̂cd

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G2
∂q̂ab∂R̂c

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G3
∂qab∂R̂c

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G3
∂Ra∂R̂b

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G2
∂q̂ab∂R̂c

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G2
∂R̂a∂R̂b

˛

˛

˛

˛

˛

RS

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

=

„

αdG1 dG3

dGT
3 dG2

«

(119)

と表される。ここで、dG1, dG2, dG3 は

dG1 =

0

B

B

B

B

@

∂2 G1
α

∂qab∂qcd

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2 G1
α

∂qab∂Rc

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2 G1
α

∂qab∂Rc

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2 G1
α

∂Ra∂Rb

˛

˛

˛

˛

˛

RS

1

C

C

C

C

A

, (120)

dG2 =

0

B

B

B

B

@

∂2G2
∂q̂ab∂q̂cd

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G2
∂q̂ab∂R̂c

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G2
∂q̂ab∂R̂c

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G2
∂R̂a∂R̂b

˛

˛

˛

˛

˛

RS

1

C

C

C

C

A

, (121)

dG3 =

0

B

B

B

B

@

∂2G3
∂qab∂q̂cd

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G3
∂qab∂R̂c

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G3
∂q̂ab∂Rc

˛

˛

˛

˛

˛

RS

∂2G3
∂Ra∂R̂b

˛

˛

˛

˛

˛

RS

1

C

C

C

C

A

(122)

とおいた。
自由エネルギー f は、鞍点解で ({q̂ab}, {R̂a}) について最大であり、この時 ({qab}, {Ra}) については最

小となる。したがって、これを満たす条件は、|dG2| > 0かつ |G| < 0である。
次の２つの行列を考える。

P̂ =

„

E 0

dG−1
2 dGT

3 E

«

, Q̂ =

„

dĜ1 0
0 dG2

«

, (123)

dĜ1 = αdG1 − dGT
3 dG−1

2 dG3 (124)

を考える。

G = P̂ T Q̂P̂ ,

|P̂ | = 1, |Q̂| = |dĜ1||dG2| (125)

より、

|G| = |dĜ1||dG2|. (126)

以上より、|dG2| > 0かつ |G| < 0を満たすのは、|dG2| > 0かつ |dĜ1| < 0のときである。
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まず G1 に関する部分について具体的に計算する。(86)式より、

e
G1
α =

0

@

Z

du0dû0

2π

(

Y

a

duadûa

2π

)

dy

r

β0

2π
exp

8

<

:

iû0u0 + i
X

a

ûaua −
P

a(ûa)2

2
−
X

a<b

qabûaûb

−
X

a

Raû0ûa −
1

2
(û0)2 −

β0

2
(y − u0)2 − β

X

a

(ua)2

2
− β

X

a

yua

)!

. (127)

ここで、x ≡ (u1, · · · , un, û1, · · · , ûn, y, u0, û0) = ({ua}, {ûa}, y, u0, û0)とおく。
また

dx ≡
(

Y

a

duadûa

2π

)

r

β0

2π
dy

du0dû0

2π
, (128)

L({qab}, {Ra}, x) = iû0u0 + i
X

a

ûaua −
P

a(ûa)2

2
−
X

a<b

qabûaûb −
X

a

Raû0ûa

−
1

2
(û0)2 −

β0

2
(y − u0)2 − β

X

a

(ua)2

2
− β

X

a

yua (129)

とおくと (127)式は

e
G1
α =

Z

dxeL({qab},{Ra},x), (130)

G1

α
= log



Z

dxeL

ff

(131)

と表される。
G1
α
を {qab}, {Ra}について 2階微分する。

∂

∂qab

G1

α
=

∂
∂qab

R

dxeL

R

dxeL
=

„

e
G1
α

«−1 Z

dxeL ∂L

∂qab

より、

∂2

∂qab∂qcd

G1

α
=

∂

∂qcd

„

e
G1
α

«−1 Z

dxeL ∂L

∂qab

=

„

e
G1
α

«−1 Z

dxeL

„

∂L

∂qab

∂L

∂qcd
+

∂2L

∂qab∂qcd

«

−
„

e
2G1

α

«−1 Z

dxeL ∂L

∂qab

Z

dxeL ∂L

∂qcd
, (132)

∂2

∂Ra∂Rb

G1

α
=

∂

∂Rb

„

e
G1
α

«−1 Z

dxeL ∂L

∂Ra

=

„

e
G1
α

«−1 Z

dxeL

„

∂L

∂Ra

∂L

∂Rb
+

∂2L

∂Ra∂Rb

«

−
„

e
2G1

α

«−1 Z

dxeL ∂L

∂Ra

Z

dxeL ∂L

∂Rb
, (133)

∂2

∂qab∂Rc

G1

α
=

∂

∂Rc

„

e
G1
α

«−1 Z

dxeL ∂L

∂qab

=

„

e
G1
α

«−1 Z

dxeL

„

∂L

∂qab

∂L

∂Rc
+

∂2L

∂qab∂Rc

«
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−
„

e
2G1

α

«−1 Z

dxeL ∂L

∂qab

Z

dxeL ∂L

∂Rc
(134)

となる。ここで、

∂L

∂qab
= −ûaûb,

∂L

∂Ra
= −û0ûa, (135)

∂L

∂qab∂qcd
= 0,

∂L

∂Ra∂Rb
= 0,

∂L

∂qab∂Rc
= 0 (136)

であり、e
G1
α は n → 0で 1である。また、

Z

dxeLA ≡ EL(A)

とおくと、 ∂2

∂qab∂qcd

G1
α

˛

˛

˛

˛

˛

RS

, ∂2

∂Ra∂Rb

G1
α

˛

˛

˛

˛

˛

RS

, ∂2

∂qab∂Rc

G1
α

˛

˛

˛

˛

˛

RS

は (132), (133), (134)式より次のように表わ

せる。

∂2

∂qab∂qcd

G1

α

˛

˛

˛

˛

˛

RS

= EL|RS
(ûaûbûcûd) − EL|RS

(ûaûb) EL|RS
(ûcûd), (137)

∂2

∂Ra∂Rb

G1

α

˛

˛

˛

˛

˛

RS

= EL|RS
((û0)2ûaûb) − EL|RS

(û0ûa) EL|RS
(û0ûb), (138)

∂2

∂qab∂Rc

G1

α

˛

˛

˛

˛

˛

RS

= EL|RS
(û0ûaûbûc) − EL|RS

(û0ûa) EL|RS
(ûbûc). (139)

(137), (138), (139) 式を具体的に求める。(137) 式については、添字 a, b, c, d の取り方が
P

a<b

P

c<d より
n(n−1)

2
× n(n−1)

2
通りあり、３つのグループに分けられる。

I レプリカ添字が２つ一致する時 (a = c, b = d)

1 · n(n−1)
2

通り

P ≡ EL|RS
(û2

aû2
b) − EL|RS

(ûaûb)
2. (140)

II １つだけ一致する時 (a = cかつ b 6= d or a = d or b = c or b = d かつ a 6= c)

2(n − 2) · n(n−1)
2

通り

Q ≡ EL|RS
(û2

aûbûc) − EL|RS
(ûaûb) EL|RS

(ûaûc)

= EL|RS
(û2

aûbûc) − EL|RS
(ûaûb)

2. (141)

III 全て異なる時
(n−2)(n−3)

2
· n(n−1)

2
通り

R ≡ EL|RS
(ûaûbûcûd) − EL|RS

(ûaûb)
2. (142)

(138)式の添字の取り方は、
P

a,b より n × n通りあり、２つのグループに分けられる。
I a = bの時

n通り

A ≡ EL|RS
((û0)2û2

a) − EL|RS
(û0ûa)2. (143)

II a 6= bの時
n(n − 1)通り

B ≡ EL|RS
((û0)2ûaûb) − EL|RS

(û0ûa)2. (144)
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(139)式の添字の取り方は、
P

a<b

P

c より n
n(b−1)

2
通りあり、２つのグループに分けられる。

I 添字が１つ一致する時 (a = c or b = c)

2
n(n−1)

2
= n(n − 1)通り

C ≡ EL|RS
(û0û2

aûb) − EL|RS
(û0ûa) EL|RS

(ûaûb). (145)

II 全て異なる時
(n − 2) · n(n−1)

2
通り

D ≡ EL|RS
(û0ûaûbûc) − EL|RS

(û0ûa) EL|RS
(ûbûc). (146)

ここで EL|RS
(A)を具体的に計算する。(90)式より、

e
GRS

1
α =

Z

Dt

Z

(

Y

a

dûa

2π

s

2π

β
exp

 

−
1

2
û2

a +
β

2

1 + β0

β0
t2 −

û2
a

2β
+ i

s

1 + β0

β0
tûa

!)

× exp

0

@−
q

2

 

X

a

ûa

!2

+
q

2

X

a

û2
a −

nβR2

2

 

X

a

ûa

!2

− inβ

s

1 + β0

β0
Rt
X

a

ûa + R

 

X

a

ûa

!2
1

A

=

Z

Dt

Z

Dz exp

„

nβ

2

(1 + β0)

β0
t2
« n
Y

a=1

"

Z

dûa

s

1

2πβ
exp

„

−
1

2
(1 +

1

β
− q)û2

a

«

#

×
n
Y

a=1

"

exp

 

i

(

s

1 + β0

β0
t − nβ

s

1 + β0

β0
Rt +

p

q − 2R + nβR2z

)

ûa

!#

=

Z

 

n
Y

a=1

dûa

!

„

1

2πβ

«

n
2
Z

Dt

Z

Dz exp

„

nβ

2

(1 + β0)

β0
t2
« n
Y

a=1

exp

„

−
V

2
û2

a + Wûa

«

.

(147)

ただし V = 1 − q + 1
β

, W = i
n

q

1+β0
β0

(1 − nβR)t +
p

q − 2R + nβR2z
o

= i(Wtt + Wzz)とおいた。

Ik ≡
Z

dxxk exp

„

−
V

2
x2 + Wx

«

=

Z

dxxk exp

„

−
V

2
(x −

W

V
)2 +

W 2

2V

«

= exp

„

W 2

2V

«

Z

dxxk exp

„

−
V

2
(x −

W

V
)2
«

= exp

„

W 2

2V

«

Z

dy
1

√
V

„

y
√

V
+

W

V

«k

exp

„

−
y2

2

«

より、

I1 = exp

„

W 2

2V

«

Z

dy
1

√
V

„

y
√

V
+

W

V

«

exp

„

−
y2

2

«

= exp

„

W 2

2V

«

1

V

Z

dyy exp

„

−
y2

2

«

+
W

V
√

V

Z

dy exp

„

−
y2

2

«ff

=

r

2π

V
exp

„

W 2

2V

«

W

V
, (148)

I2 = exp

„

W 2

2V

«

Z

dy
1

√
V

„

y
√

V
+

W

V

«2

exp

„

−
y2

2

«
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= exp

„

W 2

2V

«

r

2π

V

1

V 2

`

W 2 + V
´

, (149)

I3 = exp

„

W 2

2V

«

Z

dy
1

√
V

„

y
√

V
+

W

V

«3

exp

„

−
y2

2

«

= exp

„

W 2

2V

«

r

2π

V

1

V 3

`

W 3 + 3V W
´

, (150)

I4 = exp

„

W 2

2V

«

Z

dy
1

√
V

„

y
√

V
+

W

V

«4

exp

„

−
y2

2

«

= exp

„

W 2

2V

«

r

2π

V

1

V 4

`

W 4 + 6W 2V + 3V 2
´

. (151)

これを用いると、

EL|RS
(ûaûb) =

Z

dxeL|RS ûaûb

=

„

1

2πβ

«

n
2
Z

Dt

Z

Dz exp

„

nβ

2

(1 + β0)

β0
t2
«

×
Z

0

@

n
Y

γ=1

dûγ

1

A

n
Y

γ=1

exp

„

−
V

2
û2

γ + Wûγ

«

ûaûb

=

„

1

2πβ

«

n
2
Z

Dt

Z

Dz exp

„

nβ

2

(1 + β0)

β0
t2
«

×
Z

0

@

n
Y

γ 6=a,b

dûγ

1

A

n
Y

γ=1

exp

„

−
V

2
û2

γ + Wûγ

«

Z

dûa exp

„

−
V

2
û2

a + Wûa

«

ûa

×
Z

dûb exp

„

−
V

2
û2

b + Wûb

«

ûb

=

Z

DtDz

„

1

2πβ

«

n
2

exp

„

nβ

2

(1 + β0)

β0
t2
«

 

r

2π

V
e

W2
2V

!n−2 r
2π

V
e

W2
2V

W

V

!2

=

Z

DtDz

„

1

2πβ

«

n
2

exp

„

nβ

2

(1 + β0)

β0
t2
«

 

r

2π

V
e

W2
2V

!n
W 2

V 2
. (152)

n → 0の極限をとると、

EL|RS
(ûaûb) =

Z

DtDz
W 2

V 2
. (153)

同様に、

EL|RS
(û2

aû2
b) =

Z

DtDz
1

V 4

`

W 2 + V
´2

, (154)

EL|RS
(û2

aûbûc) =

Z

DtDz
W 2

V 4

`

W 2 + V
´

, (155)

EL|RS
(ûaûbûcûd) =

Z

DtDz
W 4

V 4
, (156)

EL|RS
(û4

a) =

Z

DtDz
1

V 4

`

W 4 + 6W 2V + 3V 2
´

, (157)

EL|RS
(û3

aûb) =

Z

DtDz
W

V 4

`

W 3 + 3V W
´

. (158)
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W は、n → 0で、W = i(Wtt + Wzz) → i(wtt + wzz)となる。ただし、wt =
q

1+β0
β0

, wz =
√

q − 2R

である。また次の公式
R

Dxx = 0,
R

Dxx2 = 1,
R

Dxx3 = 0,
R

Dxx4 = 3を用いると、

EL|RS
(ûaûb) =

Z

DtDz
W 2

V 2
=

Z

DtDz
−1

V 2

`

w2
t t2 + 2wtwztz + w2

zz2
´

= −
1

V 2
(w2

t + w2
z)

= −
1+β0

β0
+ q − 2R

(1 − q + 1
β

)2
= −

β2(1 + q − 2R + β−1
0 )

[1 + β(1 − q)]2
(159)

となる。

次に、û0 に関する平均を具体的に計算する。
G1
α
に h0û0 を付加した e

G1
α

+h0û0 を計算し、最後に h0 → 0

の極限をとる。

e
G1
α

+h0û0 =

Z

dxeL+h0û0

=

Z

du0dû0

2π

(

Y

a

duadûa

2π

)

dy

r

β0

2π
exp

8

<

:

iû0u0 + i
X

a

ûaua −
P

a(ûa)2

2
−
X

a<b

qabûaûb

−
X

a

Raû0ûa −
1

2
(û0)2 −

β0

2
(y − u0)2 − β

X

a

(ua)2

2
− βy

X

a

ua + h0û0

)

=

Z

Dt

Z

 

n
Y

a=1

dûa

!

exp

0

@−
1

2

X

a

û2
a −

X

a<b

qabûaûb

1

A

×
 

n
Y

a=1

1

2π

s

2π

β
exp

 

1

2β

(

β2 (1 + β0)

β0
τ2 − β2(

X

b

Rbûb)
2 − û2

a

−2iβ2

s

1 + β0

β0
τ
X

b

Rbûb + 2β
X

b

Rbûaûb + 2iβ

s

1 + β0

β0
τûa

)!!

. (160)

ここで、τ ≡ t + i
q

β0
1+β0

h0 とする。h0 → 0で τ → tとなる。レプリカ対称性を仮定すると

e
GRS

1
α

+h0û0 =

Z

Dt

Z

Dz exp

„

nβ

2

(1 + β0)

β0
τ2

« n
Y

a=1

Z

dûa

s

1

2πβ
exp

„

−
1

2
(1 +

1

β
− q)û2

a

«

×
n
Y

a=1

exp

 

i

(

s

1 + β0

β0
τ − nβ

s

1 + β0

β0
Rτ +

p

q − 2R + nβR2z

)

ûa

!

=

Z

 

n
Y

a=1

dûa

!

„

1

2πβ

«

n
2
Z

Dt

Z

Dz exp

„

nβ

2

(1 + β0)

β0
τ2

« n
Y

a=1

exp

„

−
V

2
û2

a + Wûa

«

.

(161)

∂e
GRS

1
α

+h0û0

∂h0
=

Z

dx
∂

∂h0
eL|RS+h0û0 =

Z

dxeL|RS+h0û0 û0

= lim
n→0

Z

 

n
Y

a=1

dûa

!

„

1

2πβ

«

n
2
Z

Dt

Z

Dz
∂

∂h0
exp

„

nβ

2

(1 + β0)

β0
τ2

«

×
n
Y

a=1

exp

„

−
V

2
û2

a + Wûa

«
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= lim
n→0

Z

 

n
Y

a=1

dûa

!

„

1

2πβ

«

n
2
Z

Dt

 

n
(1 + β0)

β0
βτ + iWt

n
X

a=1

ûa

!

×
∂τ

∂h0
exp

„

nβ

2

(1 + β0)

β0
τ2

«

Z

Dz
n
Y

a=1

exp

„

−
V

2
û2

a + i(Wtτ + Wzz)ûa

«

.(162)

h0 → 0の極限をとる。

∂e
GRS

1
α

+h0û0

∂h0
=

Z

dxeL|RS û0 = EL|RS
(û0)

= lim
n→0

Z

 

n
Y

a=1

dûa

!

„

1

2πβ

«

n
2
Z

Dt

 

n
(1 + β0)

β0
βt + iWt

n
X

a=1

ûa

!

×i

s

β0

1 + β0
exp

„

nβ

2

(1 + β0)

β0
t2
«

Z

Dz
n
Y

a=1

exp

„

−
V

2
û2

a + i(Wtt + Wzz)ûa

«

=

Z

Dt

Z

Dz

 

−

s

β0

1 + β0
Wt

!

Z

0

@

n
Y

γ=1

dûγ

1

A

n
Y

γ=1

exp

„

−
V

2
û2

γ + Wûγ

« n
X

a=1

ûa

= −

s

β0

1 + β0
Wt

n
X

a=1

Z

dxeL|RS ûa

= −

s

β0

1 + β0
Wt

n
X

a=1

EL|RS
(ûa). (163)

Wt =
q

1+β0
β0

(1 − nβR)は n → 0で
q

1+β0
β0

より、

EL|RS
(û0) = −

n
X

a=1

EL|RS
(ûa). (164)

同様に、

EL|RS
(û2

0) =
∂2e

GRS
1
α

+h0û0

∂h2
0

=

Z

dxeL|RS

0

@

X

c

û2
c + 2

X

c<d

ûcûd

1

A = EL|RS

0

@

n
X

c=1

û2
c + 2

X

c<d

ûcûd

1

A , (165)

EL|RS
(ûaûbû

2
0) = EL|RS

0

@ûaûb

8

<

:

n
X

c=1

û2
c + 2

X

c<d

ûcûd

9

=

;

1

A

= EL|RS

0

@û3
aûb + ûaû3

b + ûaûb

X

c6=a,b

û2
c + 2û2

aû2
b + 2

X

a<d

û2
aûbûd + 2

X

b<d

ûaû2
b ûd

+2
X

c( 6=a,b)<d( 6=a,b)

ûaûbûcûd

1

A

= EL|RS

`

2û3
aûb + 2û2

aû2
b + 5(n − 2)û2

aûbûc + (n − 2)(n − 3)ûaûbûcûd

´

, (166)

EL|RS
(û2

0û2
a) = EL|RS

0

@

8

<

:

n
X

c=1

û2
c + 2

X

c<d

ûcûd

9

=

;

ûa

1

A
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= EL|RS

`

û4
a + (n − 1)û2

aû2
c + 2(n − 1)û3

aûd + (n − 1)(n − 2)û2
aûcûd

´

, (167)

EL|RS
(û0û2

aûb) = EL|RS

 (

−
n
X

c=1

ûc

)

û2
aûb

!

= −EL|RS

`

û3
aûb + û2

aû2
b + (n − 2)û2

aûbûc
´

, (168)

EL|RS
(û0ûaûbûc) = −EL|RS

`

3û2
aûbûc + (n − 3)ûaûbûcûd

´

, (169)

EL|RS
(û0ûa) = −EL|RS

`

û2
a + (n − 1)ûaûb

´

. (170)

n → 0の極限をとると

EL|RS
(ûaûbû

2
0) = EL|RS

`

2û3
aûb + 2û2

aû2
b − 10û2

aûbûd + 6ûaûbûcûd

´

, (171)

EL|RS
(û2

aû2
0) = EL|RS

`

û4
a − û2

aû2
b − 2û3

aûb + 2û2
aûbûc

´

, (172)

EL|RS
(û0û2

aûb) = −EL|RS

`

û3
aûb + û2

aû2
b − 2û2

aûbûc
´

, (173)

EL|RS
(û0ûaûbûc) = −EL|RS

`

3û2
aûbûc − 3ûaûbûcûd

´

, (174)

EL|RS
(û0ûa) = −EL|RS

`

û2
a − ûaûb

´

. (175)

次に G2 を計算する。(84)式より、

eNG2 =
1

2N

X

η

X

sa

8

<

:

Y

i

exp

0

@

X

a<b

q̂absiasib +
X

a

R̂asiaηi

1

A

9

=

;

. (176)

ここで、ゲージ変換 sia → siaηi を行う。eNG2 はこの変換に対して不変であるので、次のように変形できる。

eNG2 =
1

2N

X

η

X

sa

8

<

:

Y

i

exp

0

@

X

a<b

q̂absiasibη
2
i +

X

a

R̂asiaη2
i

1

A

9

=

;

=
1

2N

X

sa

8

<

:

Y

i

exp

0

@

X

a<b

q̂absiasib +
X

a

R̂asia

1

A

X

ηi

1

9

=

;

=

8

<

:

X

sa

exp

0

@

X

a<b

q̂absasb +
X

a

R̂asa

1

A

9

=

;

N

. (177)

ゆえに

NG2 = N log

8

<

:

X

sa

exp

0

@

X

a<b

q̂absasb +
X

a

R̂asa

1

A

9

=

;

, (178)

G2 = log

8

<

:

X

sa

exp

0

@

X

a<b

q̂absasb +
X

a

R̂asa

1

A

9

=

;

. (179)

ここで L̂({q̂ab}, {R̂a}, {sa}) ≡
P

a<b q̂absasb +
P

a R̂asa とおく。

G2 を {q̂ab}, {R̂a}について 2階微分する。
eG2 は n → 0で 1である。また、

X

sa

eL̂A ≡ EL̂(A)

とおくと、 ∂2

∂q̂ab∂q̂cd
G2, ∂2

∂R̂a∂R̂b
G2, ∂2

∂q̂ab∂R̂c
G2 は次のように表される。

∂2

∂q̂ab∂q̂cd
G2 = EL̂

 

∂L̂

∂q̂ab

∂L̂

∂q̂cd

!

+ EL̂

 

∂2L̂

∂q̂ab∂q̂cd

!

− EL̂

 

∂L̂

∂q̂ab

!

EL̂

 

∂L̂

∂q̂cd

!

, (180)
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∂2

∂R̂a∂R̂b

G2 = EL̂

 

∂L̂

∂R̂a

∂L̂

∂R̂b

!

+ EL̂

 

∂2L̂

∂R̂a∂R̂b

!

− EL̂

 

∂L̂

∂R̂a

!

EL̂

 

∂L̂

∂R̂b

!

, (181)

∂2

∂q̂ab∂R̂c

G2 = EL̂

 

∂L̂

∂q̂ab

∂L̂

∂R̂c

!

+ EL̂

 

∂2L̂

∂q̂ab∂R̂c

!

− EL̂

 

∂L̂

∂q̂ab

!

EL̂

 

∂L̂

∂R̂c

!

. (182)

ここで

∂L̂

∂q̂ab
= sasb,

∂L̂

∂R̂a

= sa,

∂L̂

∂q̂ab∂q̂cd
= 0,

∂L̂

∂R̂a∂R̂b

= 0,
∂L̂

∂q̂ab∂R̂c

= 0 (183)

より、 ∂2

∂q̂ab∂q̂cd
G2

˛

˛

˛

˛

˛

RS

, ∂2

∂R̂a∂R̂b
G2

˛

˛

˛

˛

˛

RS

, ∂2

∂q̂ab∂R̂c
G2

˛

˛

˛

˛

˛

RS

は

∂2

∂q̂ab∂q̂cd
G2

˛

˛

˛

˛

˛

RS

= EL̂|RS
(sasbscsd) − EL̂|RS

(sasb) EL̂|RS
(scsd) , (184)

∂2

∂R̂a∂R̂b

G2

˛

˛

˛

˛

˛

RS

= EL̂|RS
(sasb) − EL̂|RS

(sa) EL̂|RS
(sb) , (185)

∂2

∂q̂ab∂R̂c

G2

˛

˛

˛

˛

˛

RS

= EL̂|RS
(sasbsc) − EL̂|RS

(sasb) EL̂|RS
(sc) (186)

と表せる。
(184)式の添字 a, b, c, dの取り方は、

P

a<b

P

c<d より
n(n−1)

2
× n(n−1)

2
通りあり、３つのグループに分

けられる。
I レプリカ添字が２つ一致する時 (a = c, b = d)

1 · n(n−1)
2

通り

P ′ ≡ EL̂|RS

`

s2
as2

b

´

− EL̂|RS
(sasb)

2 = EL̂|RS
(1) − EL̂|RS

(sasb)
2 . (187)

II １つだけ一致する時 (a = cかつ b 6= d or a = d or b = c or b = d かつ a 6= c)

2(n − 2) · n(n−1)
2

通り

Q′ ≡ EL̂|RS

`

s2
asbsc

´

− EL̂|RS
(sasb) EL̂|RS

(sasc) = EL̂|RS
(sasb) − EL̂|RS

(sasb)
2 .(188)

III 全て異なる時
(n−2)(n−3)

2
· n(n−1)

2
通り

R′ ≡ EL̂|RS
(sasbscsd) − EL̂|RS

(sasb)
2 . (189)

(185)式の添字の取り方は、
P

a,b より n × n通りあり、２つのグループに分けられる。
I a = bの時

n通り

A′ ≡ EL̂|RS
(1) − EL̂|RS

(sa)2 . (190)

II a 6= bの時
n(n − 1)通り

B′ ≡ EL̂|RS
(sasb) − EL̂|RS

(sa)2 . (191)
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(186)式の添字の取り方は、
P

a<b

P

c より n
n(n−1)

2
通りあり、２つのグループに分けられる。

I 添字が１つ一致する時 (a = c or b = c)

2
n(n−1)

2
= n(n − 1)通り

C′ ≡ EL̂|RS
(sa) − EL̂|RS

(sasb) EL̂|RS
(sa) . (192)

II 全て異なる時
(n − 2) · n(n−1)

2
= 1

2
n(n − 1)(n − 2)通り

D′ ≡ EL̂|RS
(sasbsc) − EL̂|RS

(sasb) EL̂|RS
(sa) . (193)

ここで EL̂|RS
(A)を具体的に計算する。

J =
X

s

seZs = eZ − e−Z = 2 sinh Z = 2 cosh Z tanh Z

を使うと、(93)式より、

EL̂|RS
(sasb) =

X

sγ

sasbe
L̂|RS

=
X

sγ

Z

Dzsasb exp

0

@(
p

q̂z + R̂)
X

γ

sγ −
nq̂

2

1

A

= e−
nq̂
2

Z

Dz

0

@

Y

γ 6=a,b

X

sγ

e(
√

q̂z+R̂)sγ

1

A

 

X

sa

sae(
√

q̂z+R̂)sa

!

0

@

X

sb

sbe
(
√

q̂z+R̂)sb

1

A

= e−
nq̂
2

Z

Dz
“

2 cosh(
p

q̂z + R̂)
”n−2

22 cosh2(
p

q̂z + R̂) tanh2(
p

q̂z + R̂)

= e−
nq̂
2

Z

Dz
“

2 cosh(
p

q̂z + R̂)
”n

tanh2(
p

q̂z + R̂) (194)

となる。n → 0の極限をとると、

EL̂|RS
(sasb) =

Z

Dz tanh2(
p

q̂z + R̂). (195)

同様にして、

EL̂|RS
(sa) =

Z

Dz tanh(
p

q̂z + R̂), (196)

EL̂|RS
(sasbsc) =

Z

Dz tanh3(
p

q̂z + R̂), (197)

EL̂|RS
(sasbscsd) =

Z

Dz tanh4(
p

q̂z + R̂). (198)

次に G3 について計算する。(85)式より、

eNG3 = exp

0

@−N
X

a<b

q̂abqab − N
X

a

R̂aRa

1

A , (199)

G3 = −
X

a<b

q̂abqab −
X

a

R̂aRa. (200)

G3 を {qab}, {q̂ab}, {Ra}, {R̂a}について２階微分する。

∂G3

∂qab
= −q̂ab,

∂G3

∂q̂ab
= −qab,

∂G3

∂Ra
= −R̂a,

∂G3

∂R̂a

= −Ra,
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∂2G3

∂qabq̂cd
= −δa,cδb,d,

∂G3

∂Ra∂R̂b

= −δa,b. (201)

それ以外の 2階微分は全て 0となる。したがって、

dG3 =

0

B

B

B

@

−1
−1 0

0
. . .

−1

1

C

C

C

A

= −E. (202)

へシアン Gは全部で n(n+1)
2

個の固有ベクトルを持ち、それらは３種類に分けられる。以下では、それぞれ
の固有ベクトルの場合について Gから導出されるレプリカ対称解の安定条件を調べる。

(I) 全てのレプリカの添字が対称な場合、εab = a, γa = b, ε̂ab = â, γ̂a = b̂を考える。
このような固有ベクトルを ω1 ≡ ({a} {b} {â} {b̂})T とする。また、ωT

1 = (v1 v̂1), vT
1 =

({a} {b}), v̂T
1 = ({â} {b̂})とおく。

ここで dG1v1 を考えると、第
n(n−1)

2
行目までは次式のようになる。

„

P + 2(n − 2)Q +
(n − 2)(n − 3)

2
R

«

a + (2C + (n − 2)D) b. (203)

第 n(n−1)
2

+ 1行目からは次式のようになる。
„

(n − 1)C +
(n − 1)(n − 2)

2
D

«

a + (A + (n − 1)B) b. (204)

dG2v̂1 を考える。この時、第
n(n−1)

2
行目までは次式のようになる。

„

P ′ + 2(n − 2)Q′ +
(n − 2)(n − 3)

2
R′
«

â +
`

2C′ + (n − 2)D′´ b̂. (205)

第 n(n−1)
2

+ 1行目からは次式のようになる。
„

(n − 1)C′ +
(n − 1)(n − 2)

2
D′
«

â +
`

A′ + (n − 1)B′´ b̂. (206)

v1, v̂1 は、
n(n+1)

2
行 2列の次のような行列

dU1 =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 0
..
.

..

.
1 0
0 1
..
.

..

.
0 1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(207)

を考えると、

v1 = dU1

„

a
b

«

, v̂1 = dU1

„

â

b̂

«

(208)

と表せる。行列 U1 を次のように定義する。

U1 =

„

dU1 0
0 dU1

«

. (209)

(203), (204), (205), (206)より、UT
1 GU1 は

UT
1 GU1 =

„

α (H1) −E

−E Ĥ1

«

, (210)
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H1 =

 

P + 2(n − 2)Q +
(n−2)(n−3)

2
R 2C + (n − 2)D

(n − 1)C +
(n−1)(n−2)

2
D A + (n − 1)B

!

, (211)

Ĥ1 =

 

P ′ + 2(n − 2)Q′ +
(n−2)(n−3)

2
R′ 2C′ + (n − 2)D′

(n − 1)C′ +
(n−1)(n−2)

2
D′ A′ + (n − 1)B′

!

(212)

となる。n → 0で

H1 =

„

P + 4Q + 3R 2(C − D)
−(C − D) A − B

«

, (213)

Ĥ1 =

„

P ′ + 4Q′ + 3R′ 2(C′ − D′)
−(C′ − D′) A′ − B′

«

. (214)

ここで、A − B は、(143), (144), (154), (155), (156), (157), (158), (171), (172) 式より、

A − B =
˘

EL|RS
(û2

0û2
a) − EL|RS

(û0ûa)2
¯

−
˘

EL|RS
(û2

0ûaûb) − EL|RS
(û0ûa)2

¯

= EL|RS
(û2

0û2
a) − EL|RS

(û2
0ûaûb)

= EL|RS

`

û4
a − û2

aû2
b − 2û3

aûb + 2û2
aûbûc

´

−EL|RS

`

2û3
aûb + 2û2

aû2
b − 10û2

aûbûd + 6ûaûbûcûd

´

= EL|RS

`

û4
a − 3û2

aû2
b − 4û3

aûb + 12û2
aûbûc − 6ûaûbûcûd

´

=

Z

DtDz
1

V 4

˘

(W 4 + 6W 2V + 3V 2) − 3(W 2 + V )2 − 4W (W 3 + 3V W )

+ 12W 2(W 2 + V ) − 6W 4)
¯

= 0. (215)

C − D は、(145), (146), (154), (155), (156), (158), (173), (174) 式より、

C − D =
˘

EL|RS
(û0û2

aûb) − EL|RS
(û0ûa) EL|RS

(ûaûb)
¯

−
˘

EL|RS
(û0ûaûbûc) − EL|RS

(û0ûa) EL|RS
(ûbûc)

¯

= EL|RS
(û0û2

aûb) − EL|RS
(û0ûaûbûc)

= −EL|RS

`

û3
aûb + û2

aû2
b − 2û2

aûbûc
´

+ EL|RS

`

3û2
aûbûc − 3ûaûbûcûd

´

= EL|RS
(−û3

aûb − û2
aû2

b + 5û2
aûbûc − 3ûaûbûcûd)

=

Z

DtDz
1

V 4

˘

−W (W 3 + 3V W ) − (W 2 + V )2 + 5W 2(W 2 + V ) − 3W 4
¯

= −
1

V 2
= −

β2

[1 + β(1 − q)]2
. (216)

P − 4Q + 3Rは、(140), (141), (142), (154), (155), (156), (159)式より、

P − 4Q + 3R =
˘

EL|RS
(û2

aû2
b) − EL|RS

(ûaûb)
2
¯

− 4
˘

EL|RS
(û2

aûbûc) − EL|RS
(ûaûb)

2
¯

+3
˘

EL|RS
(ûaûbûcûd) − EL|RS

(ûaûb)
2
¯

= EL|RS
(û2

aû2
b) − 4 EL|RS

(û2
aûbûc) + 3 EL|RS

(ûaûbûcûd)

=

Z

DtDz
1

V 4

˘

(W 2 + V )2 − 4W 2(W 2 + V ) + 3W 4
¯

=
1

V 2
−

2

V 3

Z

DtDzW 2

=
1

V 2

„

1 +
2

V
(w2

t + w2
z)

«

=
β2

[1 + β(1 − q)]2



1 +
2β

1 + β(1 − q)
(1 + q − 2R + β−1

0 )

ff

. (217)
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また、A′ − B′ は (190), (191), (195)式より

A′ − B′ =
n

EL̂|RS
(1) − EL̂|RS

(sa)2
o

−
n

EL̂|RS
(sasb) − EL̂|RS

(sa)2
o

= 1 − EL̂|RS
(sasb)

= 1 −
Z

Dz tanh2(
p

q̂z + R̂). (218)

C′ − D′ は (192), (193), (196), (197)式より

C′ − D′ =
n

EL̂|RS
(sa) − EL̂|RS

(sasb) EL̂|RS
(sa)

o

−
n

EL̂|RS
(sasbsc) − EL̂|RS

(sasb) EL̂|RS
(sa)

o

= EL̂|RS
(sa) − EL̂|RS

(sasbsc)

=

Z

Dz tanh(
p

q̂z + R̂) −
Z

Dz tanh3(
p

q̂z + R̂). (219)

P ′ − 4Q′ + 3R′ は (187), (188), (189), (195), (198)式より

P ′ − 4Q′ + 3R′ =
n

EL̂|RS
(1) − EL̂|RS

(sasb)
2
o

− 4
n

EL̂|RS
(sasb) − EL̂|RS

(sasb)
2
o

+3
n

EL̂|RS
(sasbscsd) − EL̂|RS

(sasb)
2
o

= 1 − 4 EL̂|RS
(sasb) + 3 EL̂|RS

(sasbscsd)

= 1 − 4

Z

Dz tanh2(
p

q̂z + R̂) + 3

Z

Dz tanh4(
p

q̂z + R̂). (220)

固有ベクトル ω1 でのレプリカ対称解の安定条件は、自由エネルギーが v̂1 で最大、そのとき v1 につ
いては最小より |Ĥ1| > 0かつ |UT

1 GU1| < 0である。ところで、固有ベクトル ω1 は縦方向のモード
を表しており、ω1 の微小変位に対して、レプリカの対称性は保たれる。したがって、このモードの安
定条件からは、レプリカ対称性が安定であることのみが保証される。

(II) １つのレプリカ θ を特別扱いする場合 εθb = a′, εab = b′, γθ = c′, γa = d′, ε̂θb = â′, ε̂ab =

b̂′, γ̂θ = ĉ′, γ̂a = d̂′ ; a 6= θ を考える。
このような固有ベクトルを ω2 とする。
ω1 と ω2 は直交するので次の直交条件を満たす。

(n − 1)aa′ +
(n − 1)(n − 2)

2
ab′ + bc′ + (n − 1)bd′

= (n − 1)

„

a′ +
n − 2

2
b′
«

a +
`

c′ + (n − 1)d′
´

b = 0, (221)

(n − 1)ââ′ +
(n − 1)(n − 2)

2
âb̂′ + b̂ĉ′ + (n − 1)b̂d̂′

= (n − 1)

„

â′ +
n − 2

2
b̂′
«

â +
“

ĉ′ + (n − 1)d̂′
”

b̂ = 0. (222)

任意の a, b, â, b̂について (222), (222)式の等号がなりたつための条件は

a′ +
n − 2

2
b′ = 0, c′ + (n − 1)d′ = 0. (223)

â′ +
n − 2

2
b̂′ = 0, ĉ′ + (n − 1)d̂′ = 0. (224)

ωT
2 = (v2 v̂2)とおく。

v2 = dU2

„

a′

c′

«

, v̂3 = dU3

„

â′

ĉ′

«

(225)
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を満たす dU2 を用いて行列 U2 を

U2 =

„

dU2 0
0 dU2

«

(226)

と表す。
n → 0では a′ = b′, c′ = d′, â′ = b̂′, ĉ′ = d̂′ となるので、このとき UT

2 GU2 は

UT
2 GU2 =

0

B

B

@

α (P + 4Q + 3R) α (2(C − D)) −1 0
α (−(C − D)) α (A − B) 0 −1

−1 0 P ′ − 4Q′ + 3R′ 2(C′ − D′)
0 −1 −(C′ − D′) A′ − B′

1

C

C

A

=

„

αH1 −E

−E Ĥ1

«

(227)

となり、(I)と同じ安定条件が得られる。
ω2 はレプリカの添字の選び方は全部で n 通りある。一方、ω1 は ω2 の n 個のベクトルの和の形式で
表される。行列 H1, Ĥ1 の固有空間は２次元なので、固有ベクトル ω1, ω2 合わせると、2n個の独立
な固有ベクトルが得られたことになる。

(III) ２つのレプリカ θ, ν を特別扱いする場合、
εθν = a′′ (1個),

εθb = εaθ = ενb = εaν = b′′ ; a 6= θ, ν, b 6= θ, ν (2(n − 2)個),

εab = c′′ ; a, b 6= θ, ν ( 1
2
(n − 2)(n − 3)個),

γθ = γν = d′′ (2個),

γa = e′′ ; a 6= θ, ν ((n − 2)個),

ε̂θν = â′′ (1個),

ε̂θb = ε̂aθ = ε̂νb = ε̂aν = b̂′′ ; a 6= θ, ν, b 6= θ, ν (2(n − 2)個),

ε̂ab = ĉ′′ ; a, b 6= θ, ν ( 1
2
(n − 2)(n − 3)個),

γ̂θ = γ̂ν = d̂′′ (2個),

γ̂a = ê′′ ; a 6= θ, ν ((n − 2)個)

を考える。
このような固有ベクトルを ω3 とする。レプリカの添字の選び方は、全部で

n(n−1)
2

通りあるが、
n(n−1)

2
個のベクトルのうち n 個は、線形従属なので、独立な固有ベクトルの数は n(n−3)

2
個である。

したがって、ω1, ω2, ω3 を合わせると独立な固有ベクトルの数は
n(n+1)

2
個となるので、全ての場合

の固有ベクトルを考えたことになる。
ω3 は ω1, ω2 と直交するので、次の直交条件を満たす。



a′′ + 2(n − 2)b′′ +
1

2
(n − 2)(n − 3)c′′

ff

a +
˘

2d′′ + (n − 2)e′′
¯

b = 0,

˘

a′′ + (n − 2)b′′
¯

a′ +



(n − 2)b′′ +
1

2
(n − 2)(n − 3)c′′

ff

b′

+d′′c′ +
˘

d′′ + (n − 2)e′′
¯

d′ = 0,


â′′ + 2(n − 2)b̂′′ +
1

2
(n − 2)(n − 3)ĉ′′

ff

â +
n

2d̂′′ + (n − 2)ê′′
o

b̂ = 0,

n

â′′ + (n − 2)b̂′′
o

â′ +



(n − 2)b̂′′ +
1

2
(n − 2)(n − 3)ĉ′′

ff

b̂′

+d̂′′ĉ′ +
n

d̂′′ + (n − 2)ê′′
o

d̂′ = 0. (228)

これより、

a′′ =
1

2
(3 − n)(2 − n)c′′, b′′ =

1

2
(3 − n)c′′, d′′ = e′′ = 0,
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â′′ =
1

2
(3 − n)(2 − n)ĉ′′, b̂′′ =

1

2
(3 − n)ĉ′′, d̂′′ = ê′′ = 0. (229)

ωT
3 = (v3 v̂3)とおく。

v3 = dU3c′′, v̂3 = dU3ĉ′′ (230)

を満たす dU3 を用いて行列 U3 を

U3 =

„

dU3 0
0 dU3

«

(231)

と表すと、このとき UT
3 GU3 は n → 0で

UT
3 GU3 =

„

α (P + 2Q + R) −1
−1 P ′ − 2Q′ + R′

«

(232)

となる。
固有ベクトル ω3 はレプリコンモードと呼ばれる。レプリコンモードでのレプリカ対称解の安定条件は

P ′ − 2Q′ + R′ > 0, (233)

α (P + 2Q + R) − (P ′ − 2Q′ + R′)−1 < 0 (234)

である。
P − 2Q + Rは (140), (141), (142), (153), (154), (155), (156)式より、

P − 2Q + R =
˘

EL|RS
(û2

aû2
b) − EL|RS

(ûaûb)
2
¯

− 2
˘

EL|RS
(û2

aûbûc) − EL|RS
(ûaûb)

2
¯

+
˘

EL|RS
(ûaûbûcûd) − EL|RS

(ûaûb)
2
¯

= EL|RS
(û2

aû2
b) − 2 EL|RS

(û2
aûbûc) + EL|RS

(ûaûbûcûd)

=

Z

DtDz
1

V 4

˘

(W 2 + V )2 − 2W 2(W 2 + V ) + W 4
¯

=
1

V 2
＝

β2

(1 + β(1 − q))2
. (235)

P ′ − 2Q′ + R′ は (187), (188), (189), (195), (198)式より

P ′ − 2Q′ + R′ =
n

EL̂|RS
(1) − EL̂|RS

(sasb)
2
o

− 2
n

EL̂|RS
(sasb) − EL̂|RS

(sasb)
2
o

+
n

EL̂|RS
(sasbscsd) − EL̂|RS

(sasb)
2
o

= 1 − 2 EL̂|RS
(sasb) + EL̂|RS

(sasbscsd)

= 1 − 2

Z

Dz tanh2(
p

q̂z + R̂) +

Z

Dz tanh4(
p

q̂z + R̂)

=

Z

Dz
“

1 − tanh2(
p

q̂z + R̂)
”2

=

Z

Dzsech4(
p

q̂z + R̂) > 0. (236)

(236)式より、(233)は常に満たされる。(234)は

αβ2

(1 + β(1 − q))2
−
„

Z

Dzsech4(
p

q̂z + R̂)

«−1

< 0. (237)

ゆえに、レプリコンモードにおけるレプリカ対称解の安定条件は

αβ2

(1 + β(1 − q))2

Z

Dzsech4(
p

q̂z + R̂) − 1 < 0 (238)

である。これが、レプリカ対称解における AT安定性の条件である。
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付録 D case 1の 1RSB解
qab, q̂ab を n×nの行列の要素とみなす。レプリカ対称解は対角成分以外は同じ値を持つから、例えば n = 6

とすると次のように表される。

{qab} =

0

B

B

B

B

B

@

0
0 q

0
0

q 0
0

1

C

C

C

C

C

A

, {q̂ab} =

0

B

B

B

B

B

@

0
0 q̂

0
0

q̂ 0
0

1

C

C

C

C

C

A

. (239)

１ステップレプリカ対称性破れの解 (1RSB 解) は、正の m(≤ n) を導入して、n 個のレプリカを n
m
個のブ

ロックに分割し、非対角ブロックに q0, q̂0、対角ブロックに q1, q̂1 を割り当てる。対角要素は 0である。n = 6,

m = 3の場合は次のように表される。

{qab} =

0

B

B

B

B

B

@

0 q1 q1

q1 0 q1 q0

q1 q1 0
0 q1 q1

q0 q1 0 q1

q1 q1 0

1

C

C

C

C

C

A

, {q̂ab} =

0

B

B

B

B

B

@

0 q̂1 q̂1

q̂1 0 q̂1 q̂0

q̂1 q̂1 0
0 q̂1 q̂1

q̂0 q̂1 0 q̂1

q̂1 q̂1 0

1

C

C

C

C

C

A

. (240)

1ステップレプリカ対称性の破れを仮定した場合の自由エネルギー f1RSB を導出する。まず、G1RSB
1 を計算

する。(87)式より

e
G1
α =

Z

Dt

Z

(

Y

a

dûa

2π

s

2π

β
exp

 

−
1

2
û2

a +
β

2

1 + β0

β0
t2 −

û2
a

2β
+ i

s

1 + β0

β0
tûa

!)

× exp

0

@−
X

a<b

qabûaûb −
β

2
n

 

X

a

Raûa

!2

− inβ

s

1 + β0

β0
t
X

a

Raûa +
X

a,b

Rbûaûb

1

A .

ここで、1ステップレプリカ対称性破れを仮定する。l1 = 1, · · · , n
m
はブロック番号を表し、l2 = 1, · · · , m

はブロック内の列番号を表すとする。この時、qab = q(l1,l2)(l′1,l′2) より、(87)式中の
P

a<b qabûaûb は、

X

a<b

qabûaûb =
q0

2

X

a,b

ûaûb +
q1 − q0

2

n
m
X

l1=1

m
X

l2=1

m
X

l′2=1

ûl1l2 ûl1l′2
−

q1

2

X

a

û2
a

=
q0

2

 

X

a

ûa

!2

+
q1 − q0

2

n
m
X

l1=1

0

@

m
X

l2=1

ûl1l2

1

A

2

−
q1

2

X

a

û2
a (241)

と表される。したがって、e
G1RSB

1
α は

e
G1RSB

1
α =

Z

Dt

Z

(

Y

a

dûa

2π

s

2π

β
exp

 

−
1

2
û2

a +
β

2

1 + β0

β0
t2 −

û2
a

2β
+ i

s

1 + β0

β0
tûa

!)

× exp

0

@−
q0

2

 

X

a

ûa

!2

−
q1 − q0

2

n
m
X

l1=1

0

@

m
X

l2=1

ûl1l2

1

A

2

+
q1

2

X

a

û2
a −

β

2
nR2

 

X

a

ûa

!2

− inβ

s

1 + β0

β0
tR
X

a

ûa + R

 

X

a

ûa

!2
1

A
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=

Z

Dt exp

„

n
β

2

1 + β0

β0
t2
«

×
Z

(

Y

a

dûa

2π

s

2π

β
exp

 

−
1

2

„

1 − q1 +
1

β

«

û2
a + i

s

1 + β0

β0
tûa − inβ

s

1 + β0

β0
tRûa

!)

× exp

0

@

1

2

`

−q0 − βnR2 + 2R
´

 

X

a

ûa

!2
1

A× exp

0

@−
q1 − q0

2

n
m
X

l1=1

0

@

m
X

l2=1

ûl1l2

1

A

21

A

(242)

となる。ここで、

exp

0

@

1

2

`

−q0 − βnR2 + 2R
´

 

X

a

ûa

!2
1

A =

Z

Dz exp

 

i
p

q0 − 2R + nβR2z
X

a

ûa

!

,

exp

0

@−
q1 − q0

2

n
m
X

l1=1

0

@

m
X

l2=1

ûl1l2

1

A

21

A =

n
m
Y

l1=1

Z

Dtl1 exp

0

@

p

−(q1 − q0)

0

@

m
X

l2=1

ûl1l2

1

A tl1

1

A

を用いて、(242)式を整理すると、

e
G1RSB

1
α =

Z

Dt

Z

Dz

„

1

1 + β(1 − q1)

«

n
2

exp(n
β

2

1 + β0

β0
t2)

×

n
m
Y

l1=1

Z

Dtl1 exp

 

−
m(q1 − q0)

2(1 + q1 + 1
β

)

`

tl1

+
1

√
q1 − q0

(

s

1 + β0

β0
t(1 − nβR) +

p

q0 − 2R + nβR2z

)!2
1

A (243)

となる。

B ≡
m(q1 − q0)

1 − q1 + 1
β

,

C ≡
1

√
q1 − q0

(

s

1 + β0

β0
(1 − nβR)t +

p

q0 − 2R + nβR2z

)

=
1

√
q1 − q0

{Ctt + Czz}

とおくと、

e
G1RSB

1
α =

Z

Dt

Z

Dz

„

1

1 + β(1 − q1)

«

n
2

exp(n
β

2

1 + β0

β0
t2)

n
m
Y

l1=1

Z

Dtl1 exp

„

−
B

2

`

tl1 + C
´2
«

=

Z

Dt

Z

Dz

„

1

1 + β(1 − q1)

«

n
2
„

1

1 + B

«

n
2m

× exp

„

n



β

2

1 + β0

β0
t2 −

B

2m(B + 1)

(Ctt + Czz)2

q1 − q0

ff«

.

n ¿ 1より

e
G1RSB

1
α ∼

Z

Dt

Z

Dz

„

1

1 + β(1 − q1)

«

n
2
„

1

1 + B

«

n
2m

×
„

1 +

„

n



β

2

1 + β0

β0
t2 −

B

2m(B + 1)

(Ctt + Czz)2

q1 − q0

ff««

80



=

„

1

1 + β(1 − q1)

«

n
2
„

1

1 + B

«

n
2m
„

1 + n
β

2

1 + β0

β0
−

nB

2m(B + 1)

C2
t + C2

z

q1 − q0

«

∼
„

1

1 + β(1 − q1)

«

n
2
„

1

1 + B

«

n
2m

exp

„

n

2

β

β0
(1 + β0) −

nB

2m(B + 1)

C2
t + C2

z

q1 − q0

«

.(244)

ゆえに

G1RSB
1

α
= −

n

2
log (1 + β(1 − q1)) −

n

2m
log (1 + B) +

n

2

β

β0
(1 + β0) −

nB

2m(B + 1)

C2
t + C2

z

q1 − q0
.

(245)

n → 0で、

Ct =

s

1 + β0

β0
(1 − nβR) →

s

1 + β0

β0
,

Cz =
p

q0 − 2R + nβR2 →
p

q0 − 2R

より、

lim
n→0

G1RSB
1

n
= α

„

−
1

2
log (1 + β(1 − q1)) −

1

2m
log

„

1 +
mβ(q1 − q0)

1 + β(1 − q1)

«

+
1

2

β

β0
(1 + β0)

−
β(1 + β−1

0 + q0 − 2R)

2(1 + β(1 − q1) + mβ(q1 − q0))

!

. (246)

次に、G1RSB
2 を計算する。(84)式より、

eNG2 =

8

<

:

X

sa

exp

0

@

X

a<b

q̂absasb +
X

a

R̂asa

1

A

9

=

;

N

.

１ステップレプリカ対称性破れを仮定すると、

eNG1RSB
2 =

8

<

:

X

sa

exp

0

@

q̂0

2

 

X

a

sa

!2

+
q̂1 − q̂0

2

n
m
X

l1=1

0

@

m
X

l2=1

sl1l2

1

A

2

−
q̂1

2

X

a

+R̂
X

a

sa

1

A

9

=

;

N

=

(

X

sa

Z

Dz exp

 

p

q̂0z
X

a

sa + R̂
X

a

sa −
n

2
q̂1

!

×
Z

2

4

n
m
Y

l1=1

Dtl1 exp

0

@

p

q̂1 − q̂0tl1

m
X

l2=1

sl1l2

1

A

3

5

9

=

;

N

=

8

<

:

exp
“

−
n

2
q̂1

”

Z

Dz

Z

2

4

n
m
Y

l1=1

Dtl1

3

5

×
Y

l1l2

2

4

X

sl1l2

exp
“

(
p

q̂0z + R̂ +
p

q̂1 − q̂0tl1 )sl1l2

”

3

5

9

=

;

N

=

8

<

:

exp
“

−
n

2
q̂1

”

Z

Dz

Z

2

4

n
m
Y

l1=1

Dtl1

n

2 cosh
“

p

q̂0z + R̂ +
p

q̂1 − q̂0tl1

”om

3

5

9

=

;

N

=

(

exp
“

−
n

2
q̂1

”

Z

Dz

„

Z

Dt
n

2 cosh
“

p

q̂0z + R̂ +
p

q̂1 − q̂0t
”om

«

n
m

)N

. (247)
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ゆえに

lim
n→0

G1RSB
2

n
= −

q̂1

2
+

1

m

Z

Dz log

„

Z

Dt
n

2 cosh
“

p

q̂0z + R̂ +
p

q̂1 − q̂0t
”om

«

. (248)

最後に G1RSB
3 を計算する。(85)式より、

G3 = −
X

a<b

q̂abqab −
X

a

R̂aRa.

1ステップレプリカ対称性破れを仮定すると、

G1RSB
3 = −

0

@

q0q̂0

2

X

a,b

+
q1q̂1 − q0q̂0

2

n
m
X

l1=1

0

@

m2
X

l2=1

1

A

2

−
q1q̂1

2

X

a

1

A− R̂R
X

a

= −
n

2
(q0q̂0n + (q1q̂1 − q0q̂0)m − q1q̂1) − nRR̂. (249)

ゆえに

lim
n→0

G1RSB
3

n
=

1

2
(1 − m)q1q̂1 +

m

2
q0q̂0) − RR̂. (250)

(246), (248), (250)式より 1RSBを仮定したときの自由エネルギーは次のように表せる。

−βf1RSB = lim
n→0

G1 + G2 + G3

n

= α

„

−
1

2
log (1 + β(1 − q1)) −

1

2m
log

„

1 +
mβ(q1 − q0)

1 + β(1 − q1)

«

+
1

2

β

β0
(1 + β0)

−
β(1 + β−1

0 + q0 − 2R)

2(1 + β(1 − q1) + mβ(q1 − q0))

!

−
q̂1

2
+

1

m

Z

Dz log

„

Z

Dt
n

2 cosh
“

p

q̂0z + R̂ +
p

q̂1 − q̂0t
”om

«

+
1

2
(1 − m)q1q̂1 +

m

2
q0q̂0 − RR̂. (251)
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付録 E スパースな拡散符号を持つ DS-CDMAモデルのレプ

リカ計算

[Zn] =

Z

dηp(η)

Z

dΞp(Ξ)

2

4

Y

µ

Z

dyµp(yµ|η; Ξ)

3

5Zn

=

Z

dηp(η)

Z

"

n
Y

a=1

dsap(sa)

#

2

4

Y

µ

Z

dyµ EΞ

 

p(yµ|η; Ξ)
n
Y

a=1

p(yµ|sa; Ξ)

!

3

5 (252)

を計算する。ここで、p(η), p(s), p(Ξ)は各変数の分布関数を表わしている。また、

yµ =
1
√

ρ

N
X

i=1

ξµ
i xi + nµ, (253)

p(y|η; Ξ) =

 

r

β0

2π

!p

exp

„

−
β0

2
‖y −

1
√

ρ
Ξη‖2

«

(254)

p(y|s; Ξ) =

 

r

β

2π

!p

exp

„

−
β

2
‖y −

1
√

ρ
Ξs‖2

«

(255)

である。まず、

Y

µ

Z

dyµ EΞ

 

p(yµ|η; Ξ)
n
Y

a=1

p(yµ|sa; Ξ)

!

(256)

を計算する。EΞ は、Ξについての平均を表す。

Y

µ

Z

dyµ EΞ

 

p(yµ|η; Ξ)
n
Y

a=1

p(yµ|sa; Ξ)

!

=
Y

µ

Z

dyµ

r

β0

2π

 

n
Y

a=1

r

β

2π

!

× EΞ

 

exp

"

−
β0

2
(yµ −

1
√

ρ

X

i

ξµ
i xi0)2

#

n
Y

a=1

exp

"

−
β

2
(yµ −

1
√

ρ

X

i

ξµ
i xia)2

#!

=
Y

µ

Z

dyµ

r

β0

2π

 

r

β

2π

!n
Z

dvµ
0 δ

 

vµ
0 −

1
√

ρ

N
X

i=1

ξµ
i ηi

!

n
Y

a=1

Z

dvµ
a δ

 

vµ
a −

1
√

ρ

N
X

i=1

ξµ
i xia

!

× EΞ

 

exp

»

−
β0

2
(yµ − vµ

0 )2
– n
Y

a=1

exp

»

−
β

2
(yµ − vµ

a )2
–

!

.

δ

 

vµ
0 −

1
√

ρ

N
X

i=1

ξµ
i ηi

!

=

Z

dv̂µ
0

2π
exp

(

iv̂µ
0

 

vµ
0 −

1
√

ρ

N
X

i=1

ξµ
i ηi

!)

,

δ

 

vµ
a −

1
√

ρ

N
X

i=1

ξµ
i xia

!

=

Z

dv̂µ
a

2π
exp

(

iv̂µ
a

 

vµ
a −

1
√

ρ

N
X

i=1

ξµ
i sia

!)
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より

Y

µ

Z

dyµ EΞ

 

p(yµ|η; Ξ)
n
Y

a=1

p(yµ|sa; Ξ)

!

=
Y

µ

Z

dyµ

r

β0

2π

 

r

β

2π

!n
Z

dvµ
0

 

n
Y

a=1

dvµ
a

!

e−
β0(yµ−v

µ
0 )2

2

 

n
Y

a=1

e−
β(yµ−v

µ
a )2

2

!

×
1

2π

Z

dωµ
0

Z

"

n
Y

a=1

dωµ
a

#

EΞ

 

exp

"

−iωµ
0 (vµ

0 −
1
√

ρ

X

i

ξµ
i xi0)

#

×
n
Y

a=1

exp

"

−iωµ
a (vµ

a −
1
√

ρ

X

i

ξµ
i xia)

#!

=
Y

µ

Z

dyµ

Z

dωµ
0

2π

Z

"

n
Y

a=1

dωµ
a

2π

#

e−iyµω
µ
0 e−iyµ P

a=1 ωµ
a e

− 1
2β0

(ω
µ
0 )2− 1

2β

Pn
a=1(ωµ

a )2

×EΞ

 

e
i√
ρ

ω
µ
0

P

i ξ
µ
i xi0

n
Y

a=1

e
i√
ρ

ωµ
a

P

i ξ
µ
i xia

!

=
Y

µ

1

(2π)n

Z

dωµe−
1
2ωT

µΣωµδ(ωµ · 1) EΞ

 

N
Y

i=1

e
i√
ρ

ξ
µ
i ωµ·xi

!

=
Y

µ

1

(2π)n

Z

dωµe−
1
2ωT

µΣωµδ(ωµ · 1)P (ω). (257)

ただし、

vµ
0 ≡

1
√

ρ

N
X

i=1

ξµ
i xi0, (258)

vµ
a ≡

1
√

ρ

N
X

i=1

ξµ
i xia, (259)

Σ ≡ diag(β−1
0 , β−1, · · · , β−1), (260)

xi = (x0i, x1i, · · · , xni)
T ≡ (ηi, si1, si2, · · · , sin)T (261)

である。この時 p(ηi) = p(x0i), p(sai) = p(xai)である。
また、P (ω)を次のように定義する。

P (ω) ≡
Y

µ

EΞ

 

N
Y

i=1

e
1√
ρ

ξ
µ
i ωµ·xi

!

=
Y

µ

Y

i

Z

dξµ
i p(ξµ

i )e
1√
ρ

ξ
µ
i ωµ·xi .

ここで

p(ξµ
i ) = (1 −

ρ

p
)δ(ξµ

i ) +
ρ

p
π(ξµ

i ) (262)

より、P (ω)は

P (ω) =
Y

µ

Y

i

»

(1 −
ρ

p
) +

ρ

p

Z

dξµ
i π(ξµ

i )e
iξ

µ
i

ωµ·xi√
ρ

–

. (263)

ここで、次の束縛条件を考慮する。
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束縛条件：拡散符号 {ξµ, µ = 1 · · · p}の値が 0でない要素は厳密に ρ個とする。
この時、P (ω)は

P (ω) =
Y

µ

Y

i

»

(1 −
ρ

p
) +

ρ

p
Θi

Z

dξµ
i π(ξµ

i )e
iξ

µ
i

ωµ·xi√
ρ

–

(264)

として Θρ
i の係数をとれば良い。

また、

P (ω = 0) =
Y

i

8

<

:

Y

µ

»

(1 −
ρ

p
) +

ρ

p
Θi

–

のΘρ
iの係数

9

=

;

=
Y

i

»

(1 −
ρ

p
) +

ρ

p
Θi

–p

のΘρ
iの係数

ff

=
Y

i



pCρ(
ρ

p
Θi)

ρ(1 −
ρ

p
)p−ρのΘρ

iの係数
ff

=

N
Y

i

pCρ(
ρ

p
)ρ(1 −

ρ

p
)p−ρ ≡ NN (265)

より、規格化条件 P (ω = 0) = 1 を満たす規格化定数は 1
NN である。

この時、P (ω)は、次のようになる。

P (ω) =
1

NN

Y

i

8

<

:

Y

µ

[1 +
ρ

p
(Θi

Z

dξµ
i π(ξµ

i )e
iξ

µ
i

ωµ·xi√
ρ − 1)]のΘρ

iの係数

9

=

;

∼
1

NN

Y

i

8

<

:

Y

µ

exp[
ρ

p
(Θiφ(

ωµ · xi√
ρ

) − 1)]のΘρ
iの係数

9

=

;

=
1

NN

8

<

:

Y

µ

exp[
N

p
ρ(

1

N

N
X

i=1

Θiφ(
ωµ · xi√

ρ
) − 1)]のΘρ

iの係数

9

=

;

=
1

NN

8

<

:

Y

µ

exp[
ρ

α
(

Z

1

N

N
X

i=1

Θiδ(x− xi)φ(
ωµ · x
√

ρ
)dx− 1)]のΘρ

iの係数

9

=

;

=

(

Z

dc(x)δ

 

c(x) −
1

N

N
X

i=1

Θiδ(x− xi)

!

×
1

NN

8

<

:

Y

µ

exp[
ρ

α
(

Z

c(x)φ(
ωµ · x
√

ρ
)dx− 1)]

9

=

;

のΘρ
iの係数

9

=

;

. (266)

ここで、

φ(
ω · x
√

ρ
) ≡

Z

dξπ(ξ)e
iξ ω·x√

ρ , (267)

c(x) ≡
1

N

N
X

i=1

Θiδ(x− xi) (268)

とする。この時、[Zn]は、

[Zn] =

Z

dc(x)

Z

dηp(η)

Z

 

n
Y

a=1

dsap(xa)

!(

δ

 

c(x) −
1

N

N
X

i=1

Θiδ(x− xi)

!

のΘρ
iの係数

)

×
„

1

(2π)n

Z

dωe−
1
2ωTΣωδ(ω · 1)P (ω)

«p
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=

Z

dc(x)

Z N
Y

i=1

"

p(x0i)

n
Y

a=1

p(xai)

#

dxi

(

δ

 

c(x) −
1

N

N
X

i=1

Θiδ(x− xi)

!

のΘρ
iの係数

)

×
»

1

(2π)n

Z

dωe−
1
2ωTΣωδ(ω · 1)P (ω)

–p

=

Z

dc(x)µ(c(x))

»

1

(2π)n

Z

dωe−
1
2ωTΣωδ(ω · 1)P (ω)

–p

(269)

となる。ただし、

P (ω) ≡
1

N
N
p

e
ρ
α

“

R

c(x)φ(ω·x√
ρ

)dx−1
”

, (270)

µ(c(x)) ≡
Z N
Y

i=1

"

p(x0i)
n
Y

a=1

p(xai)

#

dxi

(

δ

 

c(x) −
1

N

N
X

i=1

Θiδ(x− xi)

!

のΘρ
iの係数

)

(271)

とおいた。

ここで N, p → ∞, α = p
N
有限の大システム極限を考え、c(x)についての積分を鞍点で評価する。

lim
N→∞

1

N
log [Zn] = lim

N→∞

1

N
log

Z

dc(x)µ(c(x))

»

1

(2π)n

Z

dωe−
1
2ωTΣωδ(ω · 1)P (ω)

–p

= lim
N→∞

1

N
log

Z

dc(x)e
log µ(c(x))+p log

»

1
(2π)n

R

dωe
− 1

2ωTΣω
δ(ω·1)P (ω)

–

= lim
N→∞

p

N
sup
c(x)



1

p
log µ(c(x)) + log

Z

dωe−
1
2ωTΣωδ(ω · 1)P (ω) − n log 2π

ff

.

(272)

µ(c(x))を計算する。

µ(c(x)) =

Z

"

N
Y

i=1

dxip(x0i)
n
Y

a=1

p(xai)

#(

δ

 

c(x) −
1

N

N
X

i=1

Θiδ(x− xi)

!

のΘρ
iの係数

)

=

Z

"

N
Y

i=1

dxip(x0i)

n
Y

a=1

p(xai)

#



Z

dc̃(x)

2π
e−i

R

c̃(x)(c(x)− 1
N

Θiδ(x−xi))dxのΘρ
iの係数

ff

=

Z

dNc̃(x)

2πi
e−N

R

c̃(x)c(x)dx

×
(

Z

"

N
Y

i=1

dxip(x0i)
n
Y

a=1

p(xai)e
Θi

R

c̃(x)δ(x−xi)dx

#

のΘρ
iの係数

)

=

Z

dNc̃(x)

2πi
e−N

R

c̃(x)c(x)dx

(

Z

"

N
Y

i=1

dxip(x0i)

n
Y

a=1

p(xai)e
Θic̃(xi)

#

のΘρ
iの係数

)

=

Z

dNc̃(x)

2πi
e−N

R

c̃(x)c(x)dx

"

Z

dxp(x0)
n
Y

a=1

p(xa)eΘc̃(x)のΘρの係数

#N

=

Z

dNc̃(x)

2πi
e−N

R

c̃(x)c(x)dx

2

4

Z

dxp(x0)

"

n
Y

a=1

p(xa)

# ∞
X

j=0

(Θc̃(x))j

j!
のΘρの係数

3

5

N

=

Z

dNc̃(x)

2πi
e−N

R

c̃(x)c(x)dx

"

Z

dxp(x0)

"

n
Y

a=1

p(xa)

#

(c̃(x))ρ

ρ!

#N
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=

Z

dNc̃(x)

2πi
e
−N

n

R

c̃(x)c(x)dx+log
h

R

dxp(x0)[
Qn

a=1 p(xa)] (c̃(x))ρ

ρ!

io

. (273)

これを用いると、(272)式は最終的に次のように表される。

lim
N→∞

1

N
log [Zn]

= lim
N→∞

sup
c(x)



α

„

log

Z

dωe−
1
2ωTΣωδ(ω · 1)P (ω) − n log 2π

«

+
1

N
log µ(c(x))

ff

= lim
N→∞

sup
c(x)



α

„

log

Z

dωe−
1
2ωTΣωδ(ω · 1)P (ω) − n log 2π

«

+
1

N
log

Z

dNc̃(x)

2πi
e
−N

n

R

c̃(x)c(x)dx+log
h

R

dxp(x0)[
Qn

a=1 p(xa)] (c̃(x))ρ

ρ!

io

ff

= lim
N→∞

sup
c(x)



α

„

log

Z

dωe−
1
2ωTΣωδ(ω · 1)P (ω) − n log 2π

«

+ sup
c̃(x)

(

−
Z

c̃(x)c(x)dx + log

"

Z

dxp(x0)

"

n
Y

a=1

p(xa)

#

(c̃(x))ρ

ρ!

#))

= lim
N→∞

sup
c(x)

{αG(c(x)) − I(c(x))} , (274)

G(c(x)) = log

Z

dωe−
1
2ωTΣωδ(ω · 1)P (ω) − n log 2π, (275)

I(c(x)) = sup
c̃(x)

(

Z

c̃(x)c(x)dx− log

"

Z

dxp(x0)

"

n
Y

a=1

p(xa)

#

(c̃(x))ρ

#

+ log ρ!

)

. (276)
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付録 F スパースな拡散符号を持つ DS-CDMAモデルのレプ

リカ対称解
送信情報が +1と −1のみをとるバイナリの場合について考える。送信情報は+1と −1が等確率で出現する
一様な事前分布 p(η) = p(s) = 1

2N に従うとする。したがって、x0i = ±1, xai = ±1となる。

この場合におけるレプリカ対称解 cRS(x), c̃RS(x)を次のようにとる。

cRS(x) =

Z

P (h)
ehx0

Pn
a=1 xa

2(2 cosh h)n
dh, (277)

c̃RS(x) =

Z

P̃ (h̃)
eh̃x0

Pn
a=1 xa

2(2 cosh h̃)n
dh̃. (278)

この時、cRS(x), c̃RS(x)は、レプリカの添字 a = 1, · · · , nの入れ替えに依存しない。ただし、(268)式より h

は
Z

P (h)dh = 1 (279)

を満たす。
G(cRS(x))と I(cRS(x))を計算する。

Z

cRS(x)φ(
ω · x
√

ρ
)dx =

Z Z

P (h)
ehx0

Pn
a=1 xa

2(2 cosh h)n
dh

Z

π(ξ)e
i ω·x√

ρ
ξ
dξdx

=

Z Z

π(ξ)P (h)
1

2(2 cosh h)n

»

Z

dxe
hx0

Pn
a=1 xa+iξ ω·x√

ρ

–

dξdh

=

Z Z

π(ξ)P (h)
1

2(2 cosh h)n

2

4

X

x={±1}
e
hx0

Pn
a=1 xa+iξ ω·x√

ρ

3

5 dξdh

=

Z Z

π(ξ)P (h)
1

2(cosh h)n

X

x0=±1

e
i ξ√

ρ
ω0x0

n
Y

a=1

cosh(hx0 + i
ξ
√

ρ
ωa)dξdh

=
1

2

Z Z

π(ξ)P (h)
X

x0=±1

e
i ξ√

ρ
ω0x0

×
n
Y

a=1



cosh(hx0)

cosh h
cosh(i

ξ
√

ρ
ωa) +

sinh(hx0)

cosh h
sinh(i

ξ
√

ρ
ωa)

ff

dξdh

=

Z Z

π(ξ)P (h)e
i ξ√

ρ
ω0

n
Y

a=1

cosh(i
ξ
√

ρ
ωa)



1 + tanh h tanh(i
ξ
√

ρ
ωa)

ff

dξdh. (280)

ただし、π(ξ)は

π(ξ) =
1

2
{π(ξ) + π(−ξ)} (281)

である。
(280)式より、G(cRS(x))は

G(cRS(x)) = log

Z

dωe
− 1

2β0
ω2
0−

1
2β

Pn
a=1 ω2

aδ(ω0 +

n
X

a=1

ωa)e
ρ
α

ρ{
R

cRS(x)φ(ω·x√
ρ

)dx−1}
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−
1

α
logN − n log 2π

= log

Z n
Y

a=1

dωae
− 1

2β0
(
Pn

a=1 ωa)2− 1
2β

Pn
a=1 ω2

a

×
fi

[

Z

cRS(x)φ(
ω · x
√

ρ
)|ω0=−

Pn
a=1 ωa

dx]L
fl

L

−
1

α
logN − n log 2π

= log

Z

Dz

*

[
L
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)]

(

Z

dωe
− 1

2β
ω2+i 1√

β0
zω

 

L
Y

l=1

e
−i ω√

ρ
ξl

× cosh(i
ω

√
ρξl

)[1 + tanh hl tanh(i
ω
√

ρ
ξl)]

«ffnfl

L

−
1

α
logN − n log 2π. (282)

ここで次の関係式を用いた。
ポアソン分布の積率母関数：

exp[λ(et − 1)] =

∞
X

L=0

λLe−λ

L!
etL ≡

D

etL
E

L
. (283)

...
∞
X

L=0

λLe−λ

L!
etL = e−λ

∞
X

L=0

(λet)L

L!
= e−λeλet

= exp[λ(et − 1)]

ポアソン分布の期待値：

〈L〉L =
∞
X

L=0

λLe−λ

L!
L = λ

∞
X

L=1

λL−1e−λ

(L − 1)!
L = λ

∞
X

k=0

λke−λ

k!
= λ. (284)

〈·〉L はポアソン分布についての平均を表し、ここでは

〈L〉L =
ρ

α
. (285)

である。以後、〈·〉L はポアソン分布についての平均を表す。

(282)式を整理する。

e
−i ω√

ρ
ξl cosh(i

ω
√

ρ
ξl)[1 + tanh hl tanh(i

ω
√

ρ
ξl)]

=
1

2

X

τl=±1

e
i ω√

ρ
ξl(τl−1){1 + τl tanh hl}, (286)

Z

dωe
− 1

2β
ω2+i 1√

β0
zω 1

2L

L
Y

l=1

2

4

X

τl=±1

e
i ω√

ρ
ξl(τl−1){1 + τl tanh hl}

3

5

=
p

2πβ
1

2L

"

L
Y

l=1

(1 + tanh hl)

#

X

τ
e

PL
l=1(τl−1)hl−

β
2 (z 1√

β0
+ 1√

ρ

PL
l=1 ξl(τl−1))2

=
X

τ=±1

(1 + tanh hL)e(τ−1)hLΩ(τ)

= (Ω(1) + Ω(−1))

„

1 + tanh

„

1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)

«

tanh hL

«

. (287)

ここで、

Ω(τ) =
p

2πβ

"

L−1
Y

l=1

(1 + tanh hl)

#

1

2L

X

τ={−1,1}L−1

exp

"

L−1
X

l=1

(τl − 1)hl
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−
β

2
(z

1
√

β0
+

1
√

ρ
{

L−1
X

l=1

ξl(τl − 1) + ξL(τ − 1)})2
#

, (288)

Ω(1) =
p

2πβ

"

L−1
Y

l=1

(1 + tanh hl)

#

1

2L
e
− β

2β0
z2 X

τ={−1,1}L−1

exp

"

L−1
X

l=1

(τl − 1)hl

−β
z 1√

β0√
ρ

L−1
X

l=1

ξl(τl − 1) −
β(
PL−1

l=1 ξl(τl − 1))2

2ρ

#

=
1

2

p

2πβ

"

L−1
Y

l=1

1 + tanh hl

2

#

e
− β

2β0
z2 X

τ={−1,1}L−1

exp

"

L−1
X

l=1

(τl − 1)hl

−β
z 1√

β0√
ρ

L−1
X

l=1

ξl(τl − 1) −
β(
PL−1

l=1 ξl(τl − 1))2

2ρ

#

, (289)

Ω(−1) =
1

2

p

2πβ

"

L−1
Y

l=1

1 + tanh hl

2

#

e
− β

2 (z 1√
β0

− 2√
ρsL

)2 X

τ={−1,1}L−1

exp

"

L−1
X

l=1

(τl − 1)hl

−β
1
√

ρ

„

z
1

√
β0

−
2ξL√

ρ

«L−1
X

l=1

ξl(τl − 1) −
β(
PL−1

l=1 ξl(τl − 1))2

2ρ

#

(290)

である。ゆえに、

G(cRS(x)) = log

Z

Dz

*

Z

[
L
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)] {(Ω(1) + Ω(−1))

×
„

1 + tanh

„

1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)

«

tanh hL

«ffnfl

L

−
1

α
logN − n log 2π. (291)

次に I(cRS(x))を計算する。
Z

cRS(x)c̃RS(x)dx =

Z Z Z

P (h)P̃ (h̃)
ehx0

Pn
a=1 xa

2(2 cosh h)n

eh̃x0
Pn

a=1 xa

2(2 cosh h̃)n
dxdhdh̃

=

Z Z Z

P (h)P̃ (h̃)
1

2(2 cosh h)n

1

2(2 cosh h̃)n

"

n
Y

a=1

e(h+h̃)x0xadxa

#

dx0dhdh̃.

一様な事前分布を考えているので、
Z

"

n
Y

a=1

e(h+h̃)x0xadxa

#

dx0 =
X

x0=±1

n
Y

a=1

X

xa=±1

e(h+h̃)x0xa

=
X

x0=±1

n
Y

a=1

“

e(h+h̃)x0 + e−(h+h̃)x0
”

=
X

x0=±1

“

e(h+h̃)x0 + e−(h+h̃)x0
”n

=
“

e(h+h̃) + e−(h+h̃)
”n

+
“

e−(h+h̃) + e(h+h̃)
”n

= 2
n

2 cosh(h + h̃)
on

= 2n+1
n

cosh h cosh h̃ + sinh h sinh h̃
o

(292)

より、
Z

cRS(x)c̃RS(x)dx =

Z

P (h)P̃ (h̃)
1

2n+1
(1 + tanh h tanh h̃)ndhdh̃. (293)
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また、
Z

(c̃RS(x))ρp(x0)

"

n
Y

a=1

p(xa)

#

dx

=

Z

dx

Z

· · ·
Z

"

ρ
Y

c=1

dh̃cP̃ (h̃c)
eh̃cx0

Pn
a=1 xa

2(2 cosh h̃c)n

#

1

2n+1

n
Y

a=0

[δ(xa − 1) + δ(xa + 1)]

=
1

2n+1

Z

· · ·
Z

"

ρ
Y

c=1

dh̃cP̃ (h̃c)
1

2(2 cosh h̃c)n

#

X

x0=±1

8

<

:

X

x=±1

ex0x
Pρ

c=1 h̃c

9

=

;

n

=
1

2n+1

Z

· · ·
Z

"

ρ
Y

c=1

dh̃cP̃ (h̃c)
1

2(2 cosh h̃c)n

#

X

x0=±1

(

2 cosh(x0

ρ
X

c=1

h̃c)

)n

=
1

2n+1

Z

· · ·
Z

"

ρ
Y

c=1

dh̃cP̃ (h̃c)
1

2(2 cosh h̃c)n

#

2

(

2 cosh(

ρ
X

c=1

h̃c)

)n

=

Z

· · ·
Z

1

2ρ+nρ

"

ρ
Y

c=1

dh̃cP̃ (h̃c)
1

(cosh h̃c)n

#(

cosh(

ρ
X

c=1

h̃c)

)n

(294)

より、I(cRS(x))は次のように表される。

I(cRS(x)) =

Z

P (h)P̃ (h̃)
1

2n+1
(1 + tanh h tanh h̃)ndhdh̃

− log

Z

· · ·
Z

1

2ρ+nρ

"

ρ
Y

c=1

dh̃cP̃ (h̃c)
1

(cosh h̃c)n

#(

cosh(

ρ
X

c=1

h̃c)

)n

+ log ρ!. (295)

次に鞍点条件

δ

δP̃ (h̃)

n

αG(cRS(x)) − I(cRS(x))
o

= 0, (296)

δ

δP (h)

n

αG(cRS(x)) − I(cRS(x))
o

= 0 (297)

より、鞍点方程式を導出する。
まず、(296)式を計算する。(291)式より

δ

δP̃ (h̃)
G(cRS(x)) = 0. (298)

また、

δ

δP̃ (h̃)

Z

· · ·
Z

1

2ρ+nρ

"

ρ
Y

c=1

dh̃cP̃ (h̃c)
1

(cosh h̃c)n

#(

cosh(

ρ
X

c=1

h̃c)

)n

=
1

2ρ+nρ

δ

δP̃ (h̃)

Z

· · ·
Z

"

ρ
Y

c=1

dh̃cP̃ (h̃c)

#(

cosh(h̃1 + · · · + h̃ρ)

cosh h̃1 · · · cosh h̃ρ

)n

=
1

2ρ+nρ

(

Z

· · ·
Z

dh̃2dh̃3 · · · dh̃ρP̃ (h̃2)P̃ (h̃3) · · · P̃ (h̃ρ)

(

cosh(h̃ + h̃2 + · · · + h̃ρ)

cosh h̃ cosh h̃2 · · · cosh h̃ρ

)n

+

Z

· · ·
Z

dh̃1dh̃3 · · · dh̃ρP̃ (h̃1)P̃ (h̃3) · · · P̃ (h̃ρ)

(

cosh(h̃1 + h̃ + · · · + h̃ρ)

cosh h̃1 cosh h̃ · · · cosh h̃ρ

)n

+ · · · +
Z

· · ·
Z

dh̃1 · · · dh̃ρ−1P̃ (h̃1) · · · P̃ (h̃ρ−1)

(

cosh(h̃1 + · · · + h̃)

cosh h̃1 · · · cosh h̃

)n)
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ここで cosh(h̃ + h̃2 + · · · + h̃ρ) = cosh h̃ cosh(
Pρ

c=2 h̃c) + sinh h̃ sinh(
Pρ

c=2 h̃c)より

=
ρ

2ρ+nρ

Z

· · ·
Z

dh̃1 · · · dh̃ρ−1P̃ (h̃1) · · · P̃ (h̃ρ−1)

(

cosh(
Pρ−1

c=1 h̃c)
Qρ−1

c=1 cosh h̃c

+ tanh h̃
sinh(

Pρ−1
c=1 h̃c)

Qρ−1
c=1 cosh h̃c

)n

=
ρ

2ρ+nρ

Z

dh[cosh h + tanh h̃ sinh h]n
Z

· · ·
Z

2

4

ρ−1
Y

c=1

dh̃cP̃ (h̃c)

{cosh h̃c}n

3

5 δ

0

@h −
ρ−1
X

c=1

h̃c

1

A

=
ρ

2ρ+nρ

Z

dh(cosh h)n(1 + tanh h̃ tanh h)n

Z

· · ·
Z

2

4

ρ−1
Y

c=1

dh̃cP̃ (h̃c)

{cosh h̃c}n

3

5 δ

0

@h −
ρ−1
X

c=1

h̃c

1

A (299)

より、

δ

δP̃ (h̃)
I(cRS(x)) =

1

2n+1

Z

(1 + tanh h tanh h̃)nP (h)dh

−
ρ
R

dh(cosh h)n(1 + tanh h̃ tanh h)n
R

· · ·
R

h

Qρ−1
c=1

dh̃cP̃ (h̃c)

{cosh h̃c}n

i

δ
“

h −
Pρ−1

c=1 h̃c

”

R

· · ·
R

h

Qρ
c=1 dh̃cP̃ (h̃c)

1
(cosh h̃c)n

in

cosh(
Pρ

c=1 h̃c)
on (300)

となる。したがって、
1

2n+1

Z

(1 + tanh h tanh h̃)nP (h)dh

=
ρ
R

dh(cosh h)n(1 + tanh h̃ tanh h)n
R

· · ·
R

h

Qρ−1
c=1

dh̃cP̃ (h̃c)

{cosh h̃c}n

i

δ
“

h −
Pρ−1

c=1 h̃c

”

R

· · ·
R

h

Qρ
c=1 dh̃cP̃ (h̃c)

1
(cosh h̃c)n

in

cosh(
Pρ

c=1 h̃c)
on . (301)

n → 0とすると、

1

2
P (h) =

ρ
R

· · ·
R

h

Qρ−1
c=1 dh̃cP̃ (h̃c)

i

δ
“

h −
Pρ−1

c=1 h̃c

”

R

· · ·
R

h

Qρ
c=1 dh̃cP̃ (h̃c)

i . (302)

...P (h) = 2
ρ
R

· · ·
R

h

Qρ−1
c=1 dh̃cP̃ (h̃c)

i

δ
“

h −
Pρ−1

c=1 h̃c

”

R

· · ·
R

h

Qρ
c=1 dh̃cP̃ (h̃c)

i . (303)

次に、(297)式を計算する。

δ

δP (h)
G(cRS(x))

=
1

R

Dz

*

R

[
L
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)]
n

(Ω(1) + Ω(−1))
“

1 + tanh
“

1
2

log
Ω(1)

Ω(−1)

”

tanh hL

”on
+

L

×
Z

Dz

*

Z

δ

δP (h)
dhLP (hl)dξLπ(ξL)[

L−1
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)]

×


(Ω(1) + Ω(−1))

„

1 + tanh

„

1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)

«

tanh hL

«ffn

+ · · ·
fl

L

=

R

Dz

*

L
R

dξLπ(ξL)[

L−1
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)]
n

(Ω(1) + Ω(−1))
“

1 + tanh
“

1
2

log
Ω(1)

Ω(−1)

”

tanh h
”on

+

L

R

Dz

*

R

[

L
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)]
n

(Ω(1) + Ω(−1))
“

1 + tanh
“

1
2

log
Ω(1)

Ω(−1)

”

tanh hL

”on
+

L
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=
1

R

Dz

*

R

[

L
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)]
n

(Ω(1) + Ω(−1))
“

1 + tanh
“

1
2

log
Ω(1)

Ω(−1)

”

tanh hL

”on
+

L

×
Z

dh̃

Z

Dz

*

L

Z

dξLπ(ξL)[

L−1
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)]
n

(Ω(1) + Ω(−1))
“

1 + tanh h̃ tanh h
”on

× δ

„

h̃ −
1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)

«fl

L

, (304)

δ

δP (h)
I(cRS(x))

=
1

2n+1

Z

(1 + tanh h tanh h̃)nP̃ (h̃)dh̃. (305)

(304)、(305)式より、

1

2n+1

Z

(1 + tanh h tanh h̃)nP̃ (h̃)dh̃

= α
1

R

Dz

*

R

[
L
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)]
n

(Ω(1) + Ω(−1))
“

1 + tanh
“

1
2

log
Ω(1)

Ω(−1)

”

tanh hL

”on
+

L

×
Z

dh̃(1 + tanh h tanh h̃)n

Z

Dz

*

L

Z

dξLπ(ξL)[

L−1
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)](Ω(1) + Ω(−1))n

× δ

„

h̃ −
1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)

«fl

L

. (306)

ここで n → 0をとると

1

2
P̃ (h̃) = α

R

Dz

*

L
R

dξLπ(ξL)[

L−1
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)]δ
“

h̃ − 1
2

log
Ω(1)

Ω(−1)

”

+

L

R

Dz

*

R

[

L
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)]

+

L

= α

Z

Dz

*

L

Z

dξLπ(ξL)[

L−1
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)]δ

„

h̃ −
1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)

«

+

L

(307)

となる。この時、

Z

P̃ (h̃)dh̃ = 2α

Z

dh̃

Z

Dz

*

L

Z

δ

„

h̃ −
1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)

«

dξLπ(ξL)

"

L−1
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)

#+

L

= 2α

Z

Dz

*

L

Z

dξLπ(ξL)

"

L−1
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)

#+

L

= 2α 〈L〉L
Z

Dz = 2α
ρ

α
= 2ρ (308)

となる。(303)式を積分すると

Z

P (h)dh =

Z

dh
2ρ
R

· · ·
R

h

Qρ−1
c=1 dh̃cP̃ (h̃c)

i

δ(h −
Pρ−1

c=1 h̃c)
R

· · ·
R

Qρ
c=1 P̃ (h̃c)dh̃c
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1 =
2ρ
R

· · ·
R

h

Qρ−1
c=1 dh̃cP̃ (h̃c)

i

(2ρ)ρ

= 2ρ
(2ρ)ρ−1

(2ρ)ρ
=

ρ

ρ
= 1 (309)

となり、(279)式が満たされていることがわかる。
規格化された P̃ (h̃)を P̂ (h̃)とおく。P̂ (h̃) = 1

2ρ
P̃ (h̃)である。

P̂ (h̃) =
α

ρ

Z

Dz

*

L

Z

δ

„

h̃ −
1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)

«

dsLπ(ξL)

"

L−1
Y

l=1

dhlP (hl)ξlπ(ξL)

#+

L

=
α

ρ

Z

Dz
∞
X

L=0

( ρ
α

)Le−
ρ
α

L!
L

Z

δ

„

h̃ −
1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)

«

dξLπ(ξL)

"

L−1
Y

l=1

dhlP (hl)ξlπ(ξL)

#

=

Z

Dz
∞
X

L=1

( ρ
α

)L−1e−
ρ
α

(L − 1)!

Z

dξLπ(ξL)

"

L−1
Y

l=1

dhlP (hl)ξlπ(ξL)

#

δ

„

h̃ −
1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)

«

.

(310)

規格化された P̂ (h̃)を用いると P (h)は次式のように表される。

P (h) = 2ρ

R

· · ·
R

h

Qρ−1
c=1 dh̃cP̂ (h̃c)2ρ

i

δ
“

h −
Pρ−1

c=1 h̃c

”

R

· · ·
R

h

Qρ
c=1 dh̃cP̂ (h̃c)2ρ

i

=
2ρ[2ρ]ρ−1

[2ρ]ρ

Z

· · ·
Z

2

4

ρ−1
Y

c=1

dh̃cP̂ (h̃c)

3

5 δ

0

@h −
ρ−1
X

c=1

h̃c

1

A

=

Z

· · ·
Z

2

4

ρ−1
Y

c=1

dh̃cP̂ (h̃c)

3

5 δ

0

@h −
ρ−1
X

c=1

h̃c

1

A .

(311)
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付録 G ビット誤り率
送信情報とその推定値のオーバーラップ R を計算する。Ra は次式で定義される。

Ra =
1

N

"
P

sγ
η · sa

Qn
γ=1 e−βH(sγ)

P

sγ

Qn
γ=1 e−βH(sγ)

#

(312)

ここで、[·]は η, Ξと yについての平均を表す。したがって Ra は

Ra =
1

N

Z

dηp(η)

0

@

Y

µ

Z

dyµ

Z

dsµp(yµ|η; Ξ)

1

A

P

sγ
η · sa

Qn
γ=1 e−βH(sγ)

Zn

=
1

N

Z

dηp(η)
X

sγ

2

4

n
Y

γ=1

p(sγ)

3

5η · sa

2

4

Y

µ

Z

dyµ

Z

dsµp(sµ)p(yµ|η; Ξ)
n
Y

γ=1

p(yµ|sγ ; Ξ)

3

5

=
1

N

Z

dc(x)

Z

8

<

:

N
Y

i=1

p(xi0)

2

4

n
Y

γ=1

p(xiγ)

3

5 dxi

9

=

;

η · saδ

 

c(x) −
1

N

N
X

i=1

Θiδ(x− xi)

!

×
»

1

(2π)n

Z

dωe−
1
2ωTΣωδ(ω · 1)P (ω)

–p

=
1

N

Z

dc(x)
N

2πi
dc̃(x)e−N

R

c̃(x)c(x)dx
Z

8

<

:

N
Y

i=1

p(xi0)

2

4

n
Y

γ=1

p(xiγ)

3

5 dxie
Θic̃(xi)

9

=

;

η · xa

×
»

1

(2π)n

Z

dωe−
1
2ωTΣωδ(ω · 1)P (ω)

–p

=
1

N
e−N

R

c̃RS(x)cRS(x)dx
Z

8

<

:

N
Y

i=1

p(xi0)

2

4

n
Y

γ=1

p(xiγ)

3

5 dxi

`

c̃RS(xi)
´ρ

ρ!

9

=

;

X

i

xi0xia

×
»

1

(2π)n

Z

dωe−
1
2ωTΣωδ(ω · 1)P (ω)

–p

. (313)

R



QN
i=1 p(xi0)

h

Qn
γ=1 p(xiγ)

i

dxi
(c̃RS(xi))

ρ

ρ!

ff

P

i xi0xia の部分を計算する。

Z

8

<

:

N
Y

i=1

p(xi0)

2

4

n
Y

γ=1

p(xiγ)

3

5 dxi

`

c̃RS(xi)
´ρ

ρ!

9

=

;

X

i

xi0xia

=

Z

8

<

:

N
Y

i=2

p(xi0)

2

4

n
Y

γ=1

p(xiγ)

3

5 dxi

`

c̃RS(xi)
´ρ

ρ!

9

=

;

×
Z

p(x10)

2

4

n
Y

γ=1

p(x1γ)

3

5 dx1

`

c̃RS(x1)
´ρ

ρ!

 

x10x1a +
X

i=2

xi0xia

!

. (314)

さらに、
R

p(x10)
h

Qn
γ=1 p(x1γ)

i

dx1
(c̃RS(x1))ρ

ρ!

`

x10x1a +
P

i=2 xi0xia

´

を整理する。

Z

p(x10)

2

4

n
Y

γ=1

p(x1γ)

3

5 dx1

`

c̃RS(x1)
´ρ

ρ!

 

x10x1a +
X

i=2

xi0xia

!
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=
1

ρ!

Z

dx1

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

"

dh̃1cP̃ (h̃1c)
eh̃1cx10

Pn
γ=1 x1a

2(2 cosh h̃1c)n

# 

x10x1a +
X

i=2

xi0xia

!

×
1

2n+1

n
Y

γ=0

[δ(x1γ − 1) + δ(x1γ + 1)]

=
1

ρ!2n+1

" 

X

i=2

xi0xia

!

Z

· · ·
Z

"

ρ
Y

c=1

dh̃1cP̃ (h̃1c)

#

2n+1[cosh
Pρ

c=1 h̃1c]n

2ρ
Qρ

c=1(2 cosh h̃1c)n

+

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

dh̃1cP̃ (h̃1c)

Z

dx1

n
Y

γ=0

[δ(x1γ − 1) + δ(x1γ + 1)] x10x1a
e

Pρ
c=1 h̃1cx10

Pn
γ=1 x1γ

2ρ
Qρ

c=1(2 cosh h̃1c)n

3

5

=
1

ρ!2n+1

" 

X

i=2

xi0xia

!

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

dh̃1cP̃ (h̃1c)
2n+1[cosh

Pρ
c=1 h̃1c]n

2ρ
Qρ

c=1(2 cosh h̃1c)n

+

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

dh̃1cP̃ (h̃1c)

Z

dx10 [δ(x10 − 1) + δ(x10 + 1)] x10

n

e
Pρ

c=1 h̃1cx10 − e−
Pρ

c=1 h̃1cx10
o

×
n

e
Pρ

c=1 h̃1cx10 + e−
Pρ

c=1 h̃1cx10
on−1 1

2ρ
Qρ

c=1(2 cosh h̃1c)n

#

=
1

ρ!2n+1

" 

X

i=2

xi0xia

!

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

dh̃1cP̃ (h̃1c)
2n+1[cosh

Pρ
c=1 h̃1c]n

2ρ
Qρ

c=1(2 cosh h̃1c)n

+

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

"

dh̃1cP̃ (h̃1c)

2(2 cosh h̃1c)n

#

„

n

e
Pρ

c=1 h̃1c − e−
Pρ

c=1 h̃1c

on

e
Pρ

c=1 h̃1c + e−
Pρ

c=1 h̃1c

on−1

−
n

e−
Pρ

c=1 h̃1c − e
Pρ

c=1 h̃1c

on

e−
Pρ

c=1 h̃1c + e
Pρ

c=1 h̃1c

on−1
«–

=
1

ρ!2n+1

" 

X

i=2

xi0xia

!

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

dh̃1cP̃ (h̃1c)
2n+1[cosh

Pρ
c=1 h̃1c]n

2ρ
Qρ

c=1(2 cosh h̃1c)n

+

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

"

dh̃1cP̃ (h̃1c)

2(2 cosh h̃1c)n

#

2
n

e
Pρ

c=1 h̃1c − e−
Pρ

c=1 h̃1c

on

e
Pρ

c=1 h̃1c + e−
Pρ

c=1 h̃1c

on−1
#

=
1

ρ!2n+1

" 

X

i=2

xi0xia

!

Z

· · ·
Z

"

ρ
Y

c=1

dh̃1cP̃ (h̃1c)

#

2n+1[cosh
Pρ

c=1 h̃1c]n

2ρ
Qρ

c=1(2 cosh h̃1c)n

+

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

"

dh̃1cP̃ (h̃1c)

2(2 cosh h̃1c)n

#

2 tanh

 

ρ
X

c=1

h̃1c

! 

2 cosh

 

ρ
X

c=1

h̃1c

!!n#

. (315)

ここで n → 0をとる。

Z

p(x10)

2

4

n
Y

γ=1

p(x1γ)

3

5 dx1

`

c̃RS(x1)
´ρ

ρ!

 

x10x1a +
X

i=2

xi0xia

!

=
1

ρ!2

" 

X

i=2

xi0xia

!

2ρρ + 2

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

"

dh̃1cP̃ (h̃1c)

2

#

tanh

 

ρ
X

c=1

h̃1c

!#

=
1

ρ!

" 

X

i=2

xi0xia

!

ρρ +

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

"

dh̃1cP̃ (h̃1c)

2

#

tanh

 

ρ
X

c=1

h̃1c

!#

. (316)
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ゆえに (314)式は

Z

(

N
Y

i=1

p(xi0)

"

n
Y

a=1

p(xia)

#

dxi

`

c̃RS(xi)
´ρ

ρ!

)

X

i

xi0xia

= N
(ρρ)N−1

(ρ!)N

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

"

dh̃cP̃ (h̃c)

2

#

tanh

 

ρ
X

c=1

h̃c

!

(317)

となる。
(313)式の

R

c̃RS(x)cRS(x)dxの部分は、
Z

c̃RS(x)cRS(x)dx =

Z

P (h)P̃ (h̃)
1

2n+1

“

1 + tanh h tanh h̃
”n

dhdh̃ (318)

より n → 0で

=
1

2

Z

P (h)P̃ (h̃)dhdh̃ = ρ (319)

となる。また (313)式の 1
(2π)n

R

dωe−
1
2ωTΣxδ(ω · 1)P (ω)の部分は

1

(2π)n

Z

dωe−
1
2ωTΣxδ(ω · 1)P (ω)

=
1

(2π)n

1

N
1
α

Z

Dz

*

Z

[
L
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)] {(Ω(1) + Ω(−1))

×
„

1 + tanh

„

1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)

«

tanh hL

«ffnfl

L

(320)

より、n → 0で

=
1

N
1
α

Z

Dz

*

Z

[
L
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)]

+

L

=
1

N
1
α

(321)

となる。N は

N = pCρ

„

ρ

p

«ρ „

1 −
ρ

p

«p−ρ

=
p!

ρ!(p − ρ)!

„

ρ

p

«ρ „

1 −
ρ

p

«p−ρ

∼ p(p − 1) · · · (p − ρ + 1)

„

ρ

p

«ρ

e−ρ 1

ρ!
∼ ρρe−ρ 1

ρ!
. (322)

... A =
“

1 − ρ
p

”p−ρ
とおく。log A = (p − ρ) log

“

1 − ρ
p

”

∼ (p − ρ)
“

− ρ
p

”

= −ρ + ρ
p2 ∼ −ρ より

log A ∼ −ρ, ... A ∼ e−ρ.

以上より、Rは次式で表される。

R =
(ρρ)N−1

(ρ!)N
e−Nρ

„

1

N
1
α

«p Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

"

dh̃cP̃ (h̃c)

2

#

tanh

 

ρ
X

c=1

h̃c

!

= ρ−ρ

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

"

dh̃cP̃ (h̃c)

2

#

tanh

 

ρ
X

c=1

h̃c

!

=
1

(2ρ)ρ

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

h

dh̃cP̃ (h̃c)
i

tanh

 

ρ
X

c=1

h̃c

!
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=
1

(2ρ)ρ

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

h

dh̃cP̂ (h̃c)2ρ
i

tanh

 

ρ
X

c=1

h̃c

!

=

Z

· · ·
Z ρ
Y

c=1

h

dh̃cP̂ (h̃c)
i

tanh

 

ρ
X

c=1

h̃c

!

. (323)

ビット誤り率 Pb とオーバーラップ Rの関係は Pb = 1−R
2
より、ビット誤り率は次のように表される。

Pb =

“

1 −
R

Qρ
c=1

“

dh̃cP̃ (h̃c)
”

tanh
“

Pρ
c=1 h̃c

””

2
. (324)
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付録 H 通信路容量
通信路容量を求めるために、相互情報量 I(X; y)を計算する。

I(X; y) = H(y) − H(y|X). (325)

まず、H(y|x)(= H(n))を計算する。

H(n) = −
Z

2

4

Y

µ

dnµ

3

5

0

B

@

1
q

2πσ2
0

1

C

A

p

e
−

P

µ
(nµ)2

2σ2
0

8

<

:

−
p

2
log(2πσ2

0) −
X

µ

(nµ)2

2σ2
0

9

=

;

=
p

2
log(2πσ2

0)

0

B

@

1
q

2πσ2
0

1

C

A

p

Y

µ

Z

dnµe
− (nµ)2

2σ2
0

+

0

B

@

1
q

2πσ2
0

1

C

A

p
Z

2

4

Y

µ

dnµe
− (nµ)2

2σ2
0

3

5

X

µ

(nµ)2

2σ2
0

=
p

2
log(2πσ2

0) + p

0

B

@

1
q

2πσ2
0

1

C

A

p
Z

dn
n2

2σ2
0

e
− n2

2σ2
0

"

Z

dne
− n2

2σ2
0

#p−1

=
p

2
log(2πσ2

0) +
p

2

1
q

2πσ2
0

Z

σ0dxx2e−
x2
2

=
p

2
log(2πσ2

0) +
p

2

Z

Dxx2

=
p

2
(1 + log(2πσ2

0)). (326)

σ2
0 = 1

β0
より

H(n) =
p

2
(1 + log

2π

β0
). (327)

次に情報エントロピー

H(y) = −
Z

dy

Z

dηp(y|η; Ξ)p(η) log2 {Z(y; Ξ)} (328)

を、計算する。大システム極限で自己平均性を仮定し、１ユーザー当たりの情報エントロピー 1
N

H(y) を計算

する代わりに Ξのランダム性について平均をとった１ユーザー当たりの情報エントロピー Ĥ を計算する。ここ
で Ĥ は、

Ĥ = lim
N→∞

EΞ

„

1

N
H(y)

«

= − lim
N→∞

1

N
EΞ

„

Z

dy

Z

dηp(y|η; Ξ)p(η) log2 {Z(y; Ξ)}
«

である。対数関数の底が 2であることに注意する。底の変換は、log2 Z = log Z log2 eより、Ĥ は、まず log Z

について計算し、最後に log2 eを掛けることで得られる。

− lim
N→∞

1

N
EΞ

„

Z

dy

Z

dηp(y|η; Ξ)p(η) log {Z(y; Ξ)}
«
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= − lim
N→∞

1

N
lim
n→0

∂

∂n
log [Zn] = βfRS . (329)

lim
N→∞

1

N
log [Zn] = αG(cRS(x)) − I(cRS(x)) (330)

より、G(cRS(x))と I(cRS(x))を nで偏微分する。

G(cRS(x)) = log

Z

Dz

*

Z

"

L
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)

#

{(Ω(1) + Ω(−1))

×
„

1 + tanh(
1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)
) tanh hL

«ffnfl

L

−
1

α
logN − n log(2π). (331)

∂G(cRS(x))

∂n

=
1

R

Dz
D

R

h

QL
l=1 dhlP (hl)dξlπ(ξl)

in

(Ω(1) + Ω(−1))
“

1 + tanh( 1
2

log
Ω(1)

Ω(−1)
) tanh hL

”onE

L

×
Z

fi

Z

· · ·
Z



(Ω(1) + Ω(−1))

„

1 + tanh(
1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)
) tanh hL

«ffn

× log



(Ω(1) + Ω(−1))

„

1 + tanh(
1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)
) tanh hL

«ff

"

L
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)

#+

L

DZ

− log(2π) (332)

n → 0をとると、

=

Z

fi

Z

· · ·
Z

log



(Ω(1) + Ω(−1))

„

1 + tanh(
1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)
) tanh hL

«ff

×
"

L
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)

#+

L

DZ − log(2π). (333)

I(cRS(x)) =

Z

P (h)P̃ (h̃)
1

2n+1
(1 + tanh h tanh h̃)ndhdh̃

− log

Z

· · ·
Z

1

2ρ+nρ

"

ρ
Y

c=1

dh̃cP̃ (h̃c)
1

(cosh h̃c)n

#(

cosh(

ρ
X

c=1

h̃c)

)n

+ log ρ!.

(334)

∂I(cRS(x))

∂n
=

„

∂

∂n

1

2n+1

«

Z Z

(1 + tanh h tanh h̃)nP (h)P̃ (h̃)dhdh̃

+
1

2n+1

Z Z

(1 + tanh h tanh h̃)n log(1 + tanh h tanh h̃)P (h)P̃ (h̃)dhdh̃

−

R

· · ·
R

1
2ρ+nρ

h

Qρ
c=1 dh̃cP̃ (h̃c)

i



cosh(
Pρ

c=1 h̃c)
Qρ

c=1 cosh h̃c

ffn

log



cosh(
Pρ

c=1 h̃c)
Qρ

c=1 cosh h̃c

ff

R

· · ·
R

1
2ρ+nρ

h

Qρ
c=1 dh̃cP̃ (h̃c)

1
(cosh h̃c)n

in

cosh(
Pρ

c=1 h̃c)
on
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(335)

n → 0をとると、

= −
1

2
(log 2)

Z Z

P (h)P̃ (h̃)dhdh̃ +
1

2

Z Z

log(1 + tanh h tanh h̃)P (h)P̃ (h̃)dhdh̃

−

R

· · ·
R

h

Qρ
c=1 dh̃cP̃ (h̃c)

i

log



cosh(
Pρ

c=1 h̃c)
Qρ

c=1 cosh h̃c

ff

R

· · ·
R

h

Qρ
c=1 dh̃cP̃ (h̃c)

i

= −ρ log 2 +
1

2

Z Z

log(1 + tanh h tanh h̃)P (h)P̃ (h̃)dhdh̃

−
1

(2ρ)ρ

Z

· · ·
Z

"

ρ
Y

c=1

dh̃cP̃ (h̃c)

#

log

(

cosh(
Pρ

c=1 h̃c)
Qρ

c=1 cosh h̃c

)

. (336)

ゆえに Ĥ は次式で表される。

Ĥ = βfRS log2 e =

„

− lim
n→0

∂

∂n

n

αG(cRS(x)) − I(cRS(x))
o

«

log2 e

=

„

−α

Z

fi

Z

· · ·
Z

log



(Ω(1) + Ω(−1))

„

1 + tanh(
1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)
) tanh hL

«ff

×
"

L
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)

#+

L

DZ

+α log 2π − ρ log 2 +
1

2

Z Z

log(1 + tanh h tanh h̃)P (h)P̃ (h̃)dhdh̃

−
1

(2ρ)ρ

Z

· · ·
Z

"

ρ
Y

c=1

dh̃cP̃ (h̃c)

#

log

(

cosh(
Pρ

c=1 h̃c)
Qρ

c=1 cosh h̃c

)!

log2 e

=

„

−α

Z

fi

Z

· · ·
Z

log



(Ω(1) + Ω(−1))

„

1 + tanh(
1

2
log

Ω(1)

Ω(−1)
) tanh hL

«ff

×
"

L
Y

l=1

dhlP (hl)dξlπ(ξl)

#+

L

DZ

+α log 2π − ρ log 2 + ρ

Z Z

log(1 + tanh h tanh h̃)P (h)P̂ (h̃)dhdh̃

−
Z

· · ·
Z

"

ρ
Y

c=1

dh̃cP̂ (h̃c)

#

log

(

cosh(
Pρ

c=1 h̃c)
Qρ

c=1 cosh h̃c

)!

log2 e. (337)
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