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1. 1次元対称単純ランダムウォーク

X1, X2, · · · , Xnは，単位時間ごとに独立に移動する粒子の運動で，以下の分布に従うと
する．

Xi =
{

+1 (確率: p)
−1 (確率: q = 1 − p)

Sn = X1 + X2 + · · · + Xn とおくと，Sn は，時刻 n における位置を表す確率変数となる．
以後，p = q = 1/2 の場合を考える．これは，１次元対称単純ランダムウォークと呼ばれる．
（以下，ランダムウォークと呼ぶ．）

一般に，Sn のとる値は，Sn = n−2k (k = 0, 1, 2, · · · , n) となる．このとき，Xi = +1
となる確率変数が n − k個，Xi = −1 となる確率変数が k個 ある．ここで，Sn = 0 とな
る場合は，n が偶数のときであることに注意する．また，

P (Sn = n − 2k) =
1
2n

(
n
k

) (
=

1
2n nCk

)

各 Xi について，期待値：E[Xi] = 0, 分散：V ar(Xi) = 1 となる．よって，E[Sn] =
E[X1 + X2 + · · · + Xn] = 0, V ar(Sn) = V ar(X1 + X2 + · · · + Xn) = n.
ランダムウォークの道のグラフの一例は次のとおり．
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ここで，時刻 nまでのすべての結果（道）の数は 2n個，おのおのの道のもつ確率は 2−n

となる．

2. ランダムウォークが原点へ戻る確率

u2n =
1

22n

(
2n
n

)
, n = 0, 1, 2, · · ·

f0 = 0, f2n =
1

2n − 1
u2n, n = 1, 2, · · ·

とおくと，(i) 時刻 2n に原点へ帰る確率 = u2n, (ii) 時刻 2n も含めて，それまでに原
点へ帰らない確率 = u2n, (iii) 時刻 2n に原点へ初めて帰る確率 = f2n となる．さらに，
f = f2 + f4 + · · ·+ f2n + · · · とおくと，f は，ある n (≥ 1) があって，S2n = 0 となる確率
をあらわす．1次元対称単純ランダムウォークの場合は，f = 1 となる．（このことを「再帰
的」であるという．）

3. リードを続ける確率

p2k,2n を，粒子が 0 から 2n の時間間隔のうち, 正の側で 2k単位時間，負の側で 2n−2k
単位時間を過ごす確率を表すとする．このとき，p2k,2n = u2ku2n−2k が成り立つ．
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次に，正の側で費やされる総時間の割合 k/n について考える．直感的には，正の側で過
ごす時間の割合は 1/2 に近いと考えられるが，実際は，1/2 に近い値をとる確率が最も少な
く，逆に，k/n = 0 および k/n = 1 という端の値をとる確率が最も大きい．

u2nをスターリングの公式 (n! ∼ (2π)
1
2 nn+ 1

2 e−n (n → ∞))で近似すると，u2n ∼ 1/
√

πn
となるので，

p2k,2n = u2ku2n−2k ∼ 1√
πk

1√
π(n − k)

=
1

π
√

k(n − k)

正の側に滞在する時間の割合 k/n が a と b (0 < a < b < 1) の間にある確率は

∑
a≤ k

n
≤b

p2k,2n ∼
∑

a≤ k
n
≤b

1
π
√

k(n − k)
=

1
π

∑
a≤ k

n
≤b

1
n

1√
k
n(1 − k

n)

と計算できる．k/n = x とすると，右辺は次の積分を近似するリーマン和と考えられる．な
お，次式の被積分関数は，以下の図のような概形となる．
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定理 (逆正弦法則)
任意の 0 < α < 1 に対して，正の側で費やされる時間の割合 x (= k/n) が x < αとなる

確率は次式に等しい

P (x < α) =
1
π

∫ α

0

dx√
x(1 − x)

=
2
π

arcsin
√

α
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