
修士論文

3次元球面内の
pre-fiber surfaceのdeplumbingについて

奈良女子大学大学院 人間文化研究科 数学専攻

近藤 悠佳子

2008 年 1 月



目 次

1 序文 2

2 準備 4
2.1 Knots and links . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Fiber surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.3 Sutured manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.4 村杉和 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3 Pre-fiber surfaces 15

4 定理 1の証明 18

5 定理 2の証明 22

6 Pre-fiber surfacesの様々な deplumbingの例 40
6.1 Pre-fiber surface Σ1

1の deplumbing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
6.2 Pre-fiber surfaces Σ1

g, Σ2
gの deplumbing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1



1 序文

この論文では 3次元球面 S3 内の pre-fiber surfaceの deplumbingについて調べる. はじめに,
pre-fiber surfaceの概念の動機となった Sharlemann-Thompsonの研究結果を紹介する [5]. S3内
の disk Dで link Lと 2点で交わり,かつその交わりの符号が +と−になっているようなものをと
る. LをDに沿っていったん切り離してから ±360◦ひねりを入れてつなぎ直すことによって新し
い link L′が得られる. このような操作のことを unknotting operationという. いま, Lは knot
であるとする. このとき, Lに有限回の unknotting operation(s)を施すことによって trivial knot
が得られることが容易にわかる. このように, Lに unkontting operation(s)を施して trivial knot
が得られるまでの unknotting operation(s)の最少数を Lの unknotting numberという. この
とき Sharlemann-Thompsonは次を示した.

定理 1.1 [5] いま, Lは unknotting numberが 1の knotとする. このとき Lの minimal genus
Seifert surface Sで次のようなものが存在する.

Sはある surfaceと Hopf bandの plumbingになっており, かつ unknotting operation
はこの Hopf bandのひねりをほどくことに対応する.

(1) (2)

D

図 1.1: Unknotting operation

例 1.2 図 1.2(1)は Quachによって考察された knotである [8]. 図 1.2からわかるようにこの knot
の unknotting numberは 1である. このとき定理 1.1の Sに対応する surfaceは図 1.2(1)になって
いる.

(1) (2)

図 1.2: Unknotting number 1 の knot
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いま Lが fibered linkならばその minimal genus Seifert surfaceは一意であることが知られてい
る. 従って定理 1.1において特に Lが fibered linkであるとすると, Sは一意的に定まる. (なお,
unknotting numberが 1である fibered knotは“たくさん”存在することが Quachによって示され
ている [8].) 従って定理 1.1よりこのような Sはある surfaceとHopf bandの plumbingになってい
ることがわかる. Sのこの Hopf bandの部分のひねりを unknotting operationによってほどくこ
とによって得られる surfaceを S ′と書くことにする. このとき S ′は trivial knotの Seifert surface
になっているが, このような Seifert surfaceは pre-fiber surfaceと呼ばれるものになっていること
が [6]で示されている. また同じ論文でその逆, 即ち pre-fiber surfaceが与えられたとき, それにど
こで twistを加えれば fiber surfaceになるか,という問題が取り扱われており, そのような場所の特
徴付けも与えられている. 従って fibered knotの unknotting numberを調べるためには pre-fiber
surfaceを調べることが有効である. 特に単純な surfaceから出発して組織的に pre-fiber surfaceを
構成してゆくことは興味深い. これに関しては fiber surfaceと pre-fiber surfaceの連結和 (:2辺形
に沿っての村杉和)は必ず pre-fiber surfaceになっていることが知られている. この論文ではまず
一般の 2n辺形に沿っての村杉和でも同様の結果が成り立つことを示す (定理 3.3). 次に連結和に
関してはこの逆が成立することを示す. 即ち次が成り立つ.

定理 1 Rを pre-fiber surfaceとする. いま Rは 2つの surfaces R1, R2の連結和になっていると
する. このとき R1 (または R2)は pre-fiber surfaceであり, R2 (または R1)は fiber surfaceである.

また定理 2では同様の問題を plumbing (:4辺形に沿っての村杉和)に対して考察し , 次のような
結果が得られた.

定理 2 Rを pre-fiber surfaceとする. いまRは 2つの surfaces R1, R2の plumbingになってい
るとする. このときR1または R2は pre-fiber surfaceである.

いま定理 2において R1が pre-fiber surfaceであるとする. このときR2は fiber surfaceになるこ
とが (上の定理 1から)期待されるが, 実はこれは正しくない. 実際第 6節で R2として non-fiber
minimal genus Seifert surfaceや pre-fiber surfaceが現れることがあることを示す.

この論文の構成は以下の通りである. 第2節で knots, links, Seifert surfaces, fiber surfaces, sutured
manifolds, 村杉和等の定義及び基本的な性質について紹介する. 第 3節で pre-fiber surfacesの定
義及びその基本的な性質を紹介する. 特に上記の定理 3.3の証明を与える. 第 4節で定理 1を証明
する. 第 5節で定理 2を証明する. 第 6節では trivial knotや 2-component trivial linkの Seifert
surfacesになっているような pre-fiber surfaceの deplumbingでどのような surfacesが現れるのか
という問題についていくつかの例を与える.

最後になりましたが , 御多忙の中いつも温かくご指導下さった小林毅先生をはじめ数学教室の皆様
に深く御礼申し上げます. 名古屋工業大学の平澤美可三氏には pre-fiber surfaceに関する有益な情
報をいただきました (特に 6.2節の Facts A,Bは同氏に御教示をいただいたものです). また, 奈良
教育大学の市原一裕氏には knotsや linksに関する助言をいただきました. 深く御礼申し上げます.
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2 準備

2.1 Knots and links

3次元球面 S3 の中に, 滑らかに埋め込まれた互いに交わらない有限個の向き付けられた 1次元
球面 S1 の和集合のことを linkと呼ぶ. 特に 1成分からなる linkを knotと呼ぶ. Knots, linksに
関する標準的な用語については [9]を参照のこと. Link Lに対して, その正則近傍をN (L)と書く.
S3 \ IntN(L) を E(L)と書き, L の外部空間と呼ぶ.
写像 p : S3 → S2を S3内のある球面 S2への正射影とする. Lの像 p(L)上の点 cで p−1(c)∩ Lが
2個以上の点を含むとき, cを射影の多重点といい, p−1(c) ∩ Lの個数を cの次数という. n次の多
重点を n重点という. このとき pが Lに関する正則射影であるとは, p(K)の多重点は有限個の横
断的な 2重点のみからなることとする.

図 2.3: 横断的 図 2.4: 横断的でない

今後, 簡単のために S2を xy平面と同一視し正則射影の方向を z軸方向とする. 正則射影像 p(L)
の 2重点を交点といい, その逆像のうち z座標の大きい方を上交点, 他方を下交点という. 正則射
影像 p(L)のすべての 2重点のところで下交点を通る辺の一部を消去することにより, 上交点, 下交
点の区別をつけたものを linkの正則表示という. 像 p(L)には Lから指定された向きがついている
ものとする. いくつかの knotや linkの例を図 2.5に示す.

trivial knot trefoil knot figure eight knot

2-component trivial link Hopf link

図 2.5: 正則表示

Hopf linkには向きの入れ方によって +Hopf linkと−Hopf linkの 2種類があることが知られて
いる.
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Hopf linkHopf link _+

図 2.6: ±Hopf link

Link Lに対し , S3内のコンパクトで向き付けられた, 閉じた成分を含まない surface Sで, 向き
まで込めて ∂S = L となるものを Lの Seifert surfaceと呼ぶ.

定理 2.1 任意の link Lに対して, Lの Seifert surfaceが存在する.

証明 Dを Lの正則表示とする. 各交点の近くでその正則表示を図のように変形してDの交点を
すべてなくしてしまった正則表示をD′とする.

D D'

図 2.7: 交点の消去

このときD′の各成分は射影された平面上の単純閉曲線であるからその平面上の向きづけられた
diskの境界になっている. ここで必要ならば diskの内部を少し平面から押し上げることによりこ
れらの disksは互いに disjointだとしてよい. このようにして得られた disksに, 各交点の所で, 図
のように半分ねじられた bandを貼り付けていくことにより Lを境界にもつコンパクトな surface
Sが得られる. いまD′を張る diskには D′ ∩ L上で Lの向きと一致するように向きを入れておく
と, 図からわかるようにこの向きは自然に Sの向きに拡張する. また明らかに, ∂Sは向きまで込
めて Lと一致する. Sが閉じた成分を含まないことは容易にわかる. したがって Sは Lの Seifert
surfaceである.
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図 2.8: Bandの貼り付け

例 2.2 ±Hopf linkには annulusに同相なSeifert surfaceをはることができる. これを±Hopf band
という.

+Hopf band Hopf band_

図 2.9: ± Hopf band

Surface Sのオイラー標数を χ(S)と書くことにする. Link Lの Seifert surface Sが

χ(S) = max{χ(F )|F は Lの Seifert surface}
となっているとき, すなわちオイラー標数の意味で最も単純な surfaceとなっているとき, S は
minimal genus Seifert surfaceであるという.

2.2 Fiber surfaces

Lを S3内の link, Sを Lの Seifert surfaceとする. このとき S ∩N (L)は ∂Sの Sにおける正則
近傍になっているとしてよい. 以下では S ∩ E(L)(= S \ IntN(L))を SEと書くことにする. Link
Lに対して, ある Seifert surface Sで“ (E(L), ∂E(L))を SEで切り開くことにより得られる多様
体対 (E ′, ∂E ′)が (SE × [0, 1], ∂SE × [0, 1])に同相になる”ようなものが存在するとき, Sを fiber
surfaceという. また fiber surfaceをもつようなLを fibered link（または fibered knot）とい
う. Fibered links, fibered knotsに対しては次が知られている [9].

定理 2.3 Fibered linkの Seifert surface Sに対して, 次の 3つの条件は互いに同値である.
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1. Sは minimal genus.
2. Sは incompressible.
3. Sは fiber surface.

注意 Sが link Lに対する fiber surfaceであるとき, SE × [0, 1]の [0, 1]成分の方向に SEをずらし
ていくことにより, SEは E(L)の中を“ 一周”することがわかる. 逆に Seifert surface S ′をこの
ように E(L)の中で“一周”させることができれば S ′は fiber surfaceであることが知られている.

SE

N(L)

図 2.10: Fibration

例 2.4 (Trivial knot)
Kを trivial knotとする. 3次元球面 S3は 2つの 3-balls B1, B2の境界を同一視することによって
得られる. いま, K ⊂ ∂B1(= ∂B2)とし D1を ∂B1内の diskで ∂D1 = Kとなるものとする. D1

は ∂B2内の disk D2と同一視されるとする. 特に B1と B2から境界上のD1とD2を自然に同一
視して得られる多様体は図 2.11からわかるように 3-ballになっている.(また, 残りの部分 ∂Bi \Di

を同一視すれば S3になる.)

B1

B2

B1

B2

図 2.11: 3-ball

このときDiの像を Kの Seifert surface (Sと書くことにする)とみなしてやると, 図 2.12 から
わかるように Sは E(K)の中で“一周”することができる. したがってKは Sを fiber surfaceと
する fibered knotであることがわかる.
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S

図 2.12: Trivial knotの fibration

例 2.5 図 2.5の trefoil knot, figure eight knotも fibered knotであることが知られている.

例 2.6 (Non-fiber surface)
図 2.13のような 2 回以上ひねられた annulusは fiber surfaceでないこと, また minimal genus
Seifert surfaceであることが知られている.

図 2.13: Non-fiber surface

2.3 Sutured manifolds

ここでは [2]で導入された sutured manifoldに関して紹介する.
Compactで向き付けられた 3次元多様体M と, ∂M内の surface γとの多様体対 (M, γ)が sutured
manifoldであるとは, 次の 1, 2, 3を満たすときをいう.

1. γ は annulasの直和 A(γ)と torusの直和 T (γ)の直和である,
2. A(γ) の各 componentは sutureと呼ばれるその中心となる向きのついた単純閉
曲線（その和を s(γ) と書く）を含んでいる,

3. R(γ) = ∂M \ Intγ とするとき, R(γ)には, ∂R(γ)の各成分が s(γ) の対応する成
分と γ においてホモローグとなるように, 向きが入っている. (R(γ) の成分のう
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ちで法線ベクトルが外向き, 内向きのもの全体の和をそれぞれ R+(γ), R−(γ) と
書く. ）

Compactで境界のある surface S に対して, M = S × [0, 1], γ = ∂S × [0, 1], R+(γ) = S ×
{1}, R−(γ) = S×{0}とすれば, (M, γ)は sutured manifoldとなる. このような sutured manifold
のことを product sutured manifoldと呼ぶ.

R γ(  )+ γ(  )_R

s γ(  )

図 2.14: Product sutured manifold

Sutured manifold (M, γ)に対し , M に properに埋め込まれた disk Dが次を満たすとき, Dを
product diskと呼ぶ.

D ∩ R+(γ), D ∩ R−(γ)が各々R+(γ), R−(γ)に properに埋め込まれた一本の arcか
らなっている.

また, このとき (M, γ)を product disk Dに沿って図のように decomposeすることができる. そ
うしてできた (M ′, γ ′)には (M, γ)から導入される sutured manifoldの構造が自然に入る. この
sutured manifold (M ′, γ ′)は (M, γ)から Dに沿っての product decompositionによって得ら
れたという.

product disk

suture

product decomposition

図 2.15: Product decomposition

Sutured manifold (N0, γ0)に対して product decompositionの列:(N0, γ0)
D1−→ (N1, γ1)

D2−→
· · · Dp−→ (Np, γp)でNpは 3-ballsの和集合 B1, . . . , Bkで s(γp)∩Bi (i = 1, . . . , k)は 1本の sutureか
らなるようなものが存在するとき, この product decompositionの列のことを complete product
decompositionという. Sを link LのSeifert surfaceとし SE(⊂ E(L))を上の通りとする. 正則近
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傍対 (N, δ) = (N (SE, E(L)), N(∂SE, ∂E(L)))には自然に product sutured manifoldの構造が入る.
この (N, δ)を Sから得られる sutured manifoldと呼ぶ. N c = cl(E(L)\N ), δc = cl(∂E(L)\ δ)
とし , (N c, δc)に R+(δc) = R−(δ)なる構造を入れた sutured manifold (N c, δc)のことを S の
complementary sutured manifoldと呼ぶ. Sの complementary sutured manifold (N c, δc)に
対して complete decompositionが存在するときこの product decompositionの列を Sの complete
C-product decompositionと呼ぶ.

定理 2.7 R ⊂ S3 を oriented link Lの Seifert surfaceとする. そのとき Lが Rを fiberとする
fibered linkである必要十分条件は, Rが complete C-product decompositionをもつことである.

証明 まず Lが Rを fiberとする fibered linkであることの必要十分条件は,“Rの complementary
sutured manifold (N c, δc)が (R × [0, 1], ∂R× [0, 1])と同相になることである”ことに注意する.

⇒の証明. 仮定より (N c, δc) ∼= (R × [0, 1], ∂R × [0, 1])である. いま Rに properに埋め込
まれた arcs α1, . . . , αn で

⋃
αi は R を 1つの diskに cut するようなものをとってくる. この

とき Di = αi × [0, 1](⊂ (N c, δc))(i = 1, . . . , n)とすると Diは (N c, δc)の product diskであ
る. (N c, δc)(= (N0, δ0)と書くことにする)に D1, . . . , Dnで次々と product decompositionを行

う:(N0, δ0)
D1−→ (N1, δ1)

D2−→ · · · Dn−→ (Nn, δn). このとき明らかに (Nn, δn)は (D2 × [0, 1], ∂D2 ×
[0, 1])に同相である.よってRは complete C-product decompositionをもつ.

⇐の証明. 仮定より (N c, δc)の complete C-product decomposition (N0, δ0)
D1−→ (N1, δ1)

D2−→
· · · Dp−→ (Np, δp) が存在する. いま (Np, δp) ∼= (D × [0, 1], ∂D× [0, 1])である. (但し Dは有限個
の disksの和集合である.) この productの構造は product disks Dp, . . . , D2, D1を用いて次々と引
き戻されていく. これより (N0, δ0)(= (N c, δc))が product sutured manifoldであることがわかる.
したがってRは fiber surfaceである.

例 2.8 図 2.16の Seifert surfaceについて考える.

図 2.16: Seifert surface

図 2.17より, この Seifert surfaceは complete C-product decompositionをもつことがわかる.
従ってこれは fiber surfaceであることがわかる.
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product disk
product disk

product
decomposition

product
decomposition

図 2.17: Complete C-product decomposition

2.4 村杉和

向き付けられた曲面R(⊂ S3)が 2つの向き付けられた曲面R1, R2 の（2n辺形に沿った）村杉
和（または一般化された plumbing）であるとは, 次の 2つの条件が満たされていることをいう:

1. R = R1 ∪R2, 但し R1 ∩R2 は 2n 辺形D で ∂D の辺を a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn

とすると, ai (bi) は ∂R1 (∂R2) に含まれ, R2, (R1) 内の properな arcになって
いる.

2. S3内の 3-balls B1, B2で, 次のようなものがある:⎧⎪⎨
⎪⎩

B1 ∪ B2 = S3, B1 ∩ B2 = ∂B1 = ∂B2 = S2

Bi ⊃ Ri (i = 1, 2)
∂B1 ∩ R1 = ∂B2 ∩ R2 = D

(2.1)

R1

R
2

R1

R
2

a1 a2

b1

b2

図 2.18: R1, R2の村杉和
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2辺形に沿っての村杉和を連結和と呼ぶ. 4辺形に沿っての村杉和を plumbingと呼ぶ. また, こ
のとき R1(または R2)は Rから R2(または R1)を deplumbingして得られるという.

Observation 2.9 Seifert surface S の一部に図 2.19(1)のような部分があるとする. このとき S

から Hopf bandを deplumbingすることができる.

deplumbing(1)

図 2.19: Deplumbing Hopf band

村杉和の dual diskと complementary sutured manifold
R, R1, R2, D, B1, B2を上の通りとする. このとき, cl(S2−D)をD∗とかき, Dのdual diskと呼ぶ.
いま Rの complementary sutured manifoldを (N c, δc), Riの complementary sutured manifold
を (Ni

c, δi
c)と書くことにする. 図 2.20からわかるように D∗ = D∗ ∩ N cは N cに properに埋め

込まれた diskで s(δc)と 2n個の点で交わるとしてよい.

+
_

_+
D _

R+

R_

*D
_

R_

R+

(1) (2)

図 2.20: Dual disk D∗

図 2.20(2)の内側と外側を入れ換えて描いたものが図 2.21(1)である.
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R+

(1) (2)

R_R_
R_ R_

R_ R_

R+

R+

D*

図 2.21: Dual disk D∗

このとき図 2.21(2)からわかるようにN cをD∗で cutして得られる多様体は 2つの components
からなり, しかもそれぞれの compomentには (N c, δc), D∗から induceされる sutured manifold
structureが自然に入るがそれは (N1

c, δ1
c), (N2

c, δ2
c)に他ならない. 以上のことを逆に考えれば

次がわかる.

Proposition 2.10 (N c, δc)は (N1
c, δ1

c), (N2
c, δ2

c)から次のようにして得られる. D1
+をR+(δ1

c)
に埋め込まれたDに対応する disk, D2

−をR−(δ2
c)に埋め込まれたDに対応する diskとする. こ

のとき N cは N1
cと N2

cから D1
+とD2

−を同一視して得られる多様体に homeomorphicで更に
s(δ1

c) ∪ s(δ2
c)から ∂D1

+ \ s(δ)(= ∂D2
− \ s(δ))に対応する 2n本の arcsを取り除いて得られる 1

次元多様体に対応している.

定理 2.11 R ⊂ S3は S3内の oriented surfaces R1, R2の村杉和であるとする. そのとき L = ∂R

が Rを fiberとする fibered linkになる必要十分条件は, i = 1, 2に対して Li = ∂Riが Riを fiber
とする fibered linkとなることである.

⇐の証明. R1
c = cl(R1 \ D), R2

c = cl(R2 \ D), D∗ =cl(S2 \ D)とすると, R = R1
c ∪ D ∪ R2

c

である. また R∗ = R1
c ∪ D∗ ∪ R2

cも Lの Seifert surfaceとなる. R1
∗ = R1

c ∪ D∗とする. R1は
fiber surfaceだから定理 2.3とその注意より R1

∗は R1まで動かせる. この isotopyを図 2.22の上
半分のところに適用すると R∗は Rに isotopicになることがわかる. 同様に R2を使って Rは R∗

まで図 2.22の下半分の部分を通って動かせることがわかる. 以上より Rは“一周”動かせること
がわかった. 従って 2.2節の注意より, Rは fiber surfaceである.
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R1

R
2

R
2

R1

図 2.22: R1, R2の村杉和

⇒の証明. RとR∗を上の通りとする. Isotopyで少し動かすことによりRとR∗は S3 − IntN(L)
で disjointにできる. また Rは fiber surfaceであるから Rと R∗は isotopicである. したがって
S3 − IntN(L)は R ∪R∗によって 2つの product sutured manifolds (H1, δ1), (H2, δ2)に分けるこ
とができる. 図 2.23のような product disks D1, D2, . . . , Dnに沿って product decompositionを
行うと, (R1

c × [0, 1], ∂R1
c × [0, 1])と R2の complementary sutured manifoldの和集合に同相な

sutured manifoldが得られる, 但し R1
cは上の通りとする. よって R2の complementary sutured

manifoldは product sutured manifoldである. よって L2は R2を fiberとする fibered linkである.
同様にして L1は R1を fiberとする fibered linkである.

R1

R
2

D1 D2

図 2.23: (H2, δ2)

例 2.12 例 1.2の (1)の surfaceについて考える. 容易にわかるようにこの surfaceから 2つのHopf
bandsを deplumbingすると例 2.8の surfaceが得られる. 従って定理 2.11よりこれは fiber surface
であることがわかる.
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3 Pre-fiber surfaces

S を S3 内の connected Seifert surfaceとし , (N c, δc) を S に対する complementary sutured
manifoldとする. いま, R+(δc), R−(δc)の互いに disjointな compressing disks D+, D−で次のよ
うなものが存在するとき, Sは pre-fiber surfaceであるという.

N c を D+ ∪ D− で cutして得られる多様体を N c′ とかくとき, (N c′, δc)は product
sutured manifoldになっている.

そのとき, S の compressing disks D
+
, D

−
で次のようなものが存在する: IntD+ ∩ IntD− =

∅, D
+ ∩ N c = D+, D

− ∩ N c = D−. このようなD
+
, D

−
を pre-fiber surface S の canonical

compressing disksという. 逆にN cはN c′に 2つの 1-handleを attachして得られると考えるこ
とができるが,このときN c′のR+(δ)側に attachされる 1-handleをD+handle, R−(δ)側に attach
される 1-handleをD−handleと呼ぶ.
また, N c′が connected(または disconnected)であるとき, pre-fiber surface Sは type 1(または type
2)であるという.

例 3.1 次の図 3.24, 図 3.25の surfacesは pre-fiber surfacesであることが知られている.

定理 3.2 [6] S3内の genus gの pre-fiber surfaceで境界が trivial knotになっているものは図 3.24
の Σ1

gと isotopicである.

1
1

1
2 1

3

D+
D+ D+

D
_

D
_

D
_

図 3.24: Pre-fiber surface Σ1
g

定理 3.3 [7] S3内の genus gの pre-fiber surfaceで境界が 2-component trivial linkになっている
ものは図 3.25の Σ2

gと isotopicである.
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Σ2
0 Σ2

1 Σ2
2

D+

D
_

D+

D
_

D
_

D+

図 3.25: Pre-fiber surface Σ2
g

注意 Σ1
gは全て type1である. Σ2

gは g = 0のとき type2であり, それ以外は全て type1である.

pre-fiber surface complementary
sutured manifold

1

2
0

1Σ

Σ
D+

D
_

D+

D
_

D+

D+

D
_

D
_

図 3.26: Pre-fiber surfaceの complementary sutured manifold

Pre-fiber surface Sに対して, 次が成り立つ.

定理 3.4 Fiber surfaceと pre-fiber surfaceの村杉和は pre-fiber surfaceである.

証明 R1を fiber surface, R2を pre-fiber surface, R1, R2の村杉和を Rとする. 定理 2.11の証
明と同様に考える. R1は fiber surfaceだから, complete C-product decompositionをもつ. 特
にこの decompositionsは村杉和を行う disk Dと disjointとしてよい. この complete C-product
decompositionを行うことにより, R2の complementary sutured manifoldが得られる. R2は pre-
fiber surfaceだから, R2の complementary sutured manifoldは (surface × [0, 1] ∪ (D+handle) ∪

16



(D−handle), ∂(surface) × [0, 1])に同様である. 上の decompositionを逆にたどることによりこの
surface×[0, 1]の構造は Rの complementary sutured manifoldまで引き戻され, 特に Rの comple-
mentary sutured manifoldも (surface× [0, 1]∪ (D+handle) ∪ (D−handle), ∂(surface) × [0, 1])の
構造をもつことがわかる. 従って Rは pre-fiber surfaceである.

注意 第 6節でこの定理の逆は成り立たない, 即ち pre-fiber surfaceと fiber surfaceでない surface
の plumbingで pre-fiber surfaceが生じることがある, ことを見る.

S3内の surface Sと Sに properに埋め込まれた arc αに対して, S ′が Sに, αに沿って twistを
加えて得られる surfaceであるとは, 次を満たすときをいう.

D ∩ S = αとなるような disk Dがあり, Sに対し Dで cutして ±360◦ひねりを入れ
てつなぎ直すことによって Sが得られる.

Pre-fiber surfaceに twistを加えることにより“たくさん”の fiber surfacesが得られることが知ら
れている. 具体的には次が成り立つ.

定理 3.5 [6] Sを canonical compressing disks D
+
, D

−
をもつような pre-fiber surfaceとする. a

を Sに properに埋め込まれた arcで ∂D+, ∂D−とそれぞれ一点で交わるようなものとする. この
とき, aに沿って Sに ±twistを加えて得られる surface S ′は fiber surfaceである.

例 3.6 例 3.1の Σ1
1について考える. Arc a(⊂ Σ1

1)を図 3.27(1)のようにとるとこれは定理 3.5よ
り aに沿って twistを加えて得られる surfaceは fiber surfaceになることがわかるが, 実際 twistの
結果, trefoil knot, figure eight knotが得られる. (図 3.27(2))

D+

D
_

a

(1) (2)

trefoil knot

figure eight knot

図 3.27:
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4 定理 1の証明

定理 1 Rを pre-fiber surfaceとする. いま Rは 2つの surfaces R1, R2の連結和になっていると
する. このとき R1 (または R2)は pre-fiber surfaceであり, R2 (または R1)は fiber surfaceである.

証明 いまD, B1, B2, (N c, δc), (Ni
c, δi

c), D∗, D∗を 2.4節の通りとする. また D+, D−を
(N c, δc)の canonical compressing disksの pairとする. (したがって (N c, δc)をD+ ∪D−で cutし
て得られる多様体をN c′とすると, (N c′, δc)は (F × [0, 1], ∂F × [0, 1])に homeomorphicである.)
いま Rは pre-fiber surfaceだから connectedである. したがって R1, R2 も connectedである.
Innermost disk argument, outermost arc argumentによりD∗はD+handle, D−handleと disjoint
である, 従って (N c′, δc)内の product diskである, としてよい.

Case I. Rは type 1.

いまD∗は N cを 2つの componentに分けるから, N c′を 2つの components M1, M2に分ける.

D*
_

M1

M2

図 4.28: M1, M2

Case 1. D+ handle, D− handleともにM1, またはともにM2に attachされる.

ここではともに M2に attachされるとする. (図 4.29)

図 4.29: Case 1.

18



Proposition 2.10より N1
c, N2

cは N cをD∗で cutして sutureを図 4.30のようにつなげて得ら
れる.

(a) (b)

図 4.30: Case 1.

これは R1が fiber surface, R2が pre-fiber surfaceであることを意味している.

Case 2. D+ handleが M1または M2に attachされ, D− handleが M2または M1に attachさ
れる.

ここでは D+ handleがM1に attachされ, D− handleが M2に attachされるとする. (図 4.31)

図 4.31: Case 2.

Proposition 2.10より N1
c, N2

cは N cをD∗で cutして sutureを図 4.32のようにつなげて得ら
れる.
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(a) (b)

図 4.32: Case 2.

しかしこの場合 R+(δi
c)と R−(δi

c)は homeomorphicにならないので矛盾する. よって Case 2
は起こり得ない.

Case II. Rは type 2.

このとき (N c′, δc)は 2つの product sutured manifoldsの和集合になっている. これらの product
sutured manifoldsを (Na

c′, δa
c), (Nb

c′, δb
c)と書く.

D∗ ⊂ Na
c′とする. R+(δc), R−(δc)は connectedだから , D+handle, D−handleは Na

c′と Nb
c′

をつなぐ . D∗は N cを 2つの componentに分けるから, Na
c′を 2つの components Na1

c′, Na2
c′

に分ける. R+(δi
c), R−(δi

c)は connectedだから, D+handle, D−handleはともに Na1
c′ ∪Nb

c′(ま
たは Na2

c′ ∪ Nb
c′)に attachされる.

Na1  ' Nb  ' cc

Na2  'c

図 4.33: Na1
c′, Na2

c′, Nb
c′

ここではD+handle, D−handleがともに Na2
c′ ∪ Nb

c′に attachされるとする.(図 4.34)
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図 4.34: Case II

Proposition 2.10より N1
c, N2

cは N cをD∗で cutして sutureを図 4.35のようにつなげて得ら
れる.

図 4.35: Case II

これは R1が fiber surface, R2が pre-fiber surfaceであることを意味している.

以上で定理 1が証明できた.
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5 定理 2の証明

定理 2 Rを pre-fiber surfaceとする. いま Rは 2つの surfaces R1, R2の plumbingになってい
るとする. このときR1または R2は pre-fiber surfaceである.

証明 いまD, B1, B2, (N c, δc), (Ni
c, δi

c), D∗, D∗を 2.4節の通りとする. また D+, D−を
(N c, δc)の canonical compressing disksの pairとする. (したがって (N c, δc)をD+ ∪D−で cutし
て得られる多様体を N c′とすると, (N c′, δc)は (F × [0, 1], ∂F × [0, 1])に homeomorphicである.)
いま innnermost disk argumentにより, D∗ ∩ (D+ ∪ D−)の各 componentは arc αであるとして
よい. いま ∂αが ∂D∗ ∩ (R±(δc))の 1つの componentに含まれるときは type A, そうでないとき
は type Bと呼ぶことにする.

R+(δ )c

R_(δ )c
type B

type A

R+(δ )c

R_(δ )c

図 5.36: D∗ ∩ (D+ ∩ D−)

Type A arcに対しては outermost arc argumentを適用することによりそれらを消してしまう
ことができるので予めD+, D−を取り直すことによりD∗ ∩ (D+ ∪D−)の各 compomentは type
B arcであるとしてよい. またこれらの arcsは全てR+(δc)内の 2点を結んでいるとしてよい. (図
5.37 )

R+(δ )c

R_(δ )c . ..

R+(δ )c

R_(δ )c

図 5.37: Type B arc

Claim. (N c, δc)内の product disks D1, D2で次のようなものが存在する.
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1. (D1 ∪ D2) ∩ (D+ ∪ D−) = ∅
2. R+(δc)内の arc βで次のようなものが存在する.

(a) β ∩ D1 = ∂β ∩ D1 :1点
β ∩ D2 = ∂β ∩ D2 :1点

(b) D∗はD1∪D2に βに沿ってbandを attachして得られるdiskに (N c, δc)
で properly isotopicである.

s(δ)

D*

図 5.38: Dual disk D∗

Claimの証明. いま D∗ ∩ (D+ ∪ D−) = ∅とする. このとき D∗を F × [0, 1]内の diskと考える
と, 付録 1の定理の 3より Claimは直ちにわかる. よって以下では D∗ ∩ (D+ ∪ D−) = ∅とする.
このとき D∗ ∩ (D+ ∪ D−)の各 componentは type Bだから, D∗をD∗ ∩ (D+ ∪ D−)で cutする
ことにより, 2つの 2角形Δ1, Δ2と n − 1個の 4角形Ri(i = 1, . . . , n − 1)が得られる.

R+(δ )c

R_(δ )c ...R1 Rn-1

Δ1 Δ2

R+(δ )c

R_(δ )c

図 5.39: Δ1, Δ2

ここで Δj(j = 1, 2), Riは F × [0, 1]に properに embedされた disksとみなす. このとき付録
1の定理の 2より各Δj は F × [0, 1]内の product disk, 付録 1の定理 1より各 Riは F × {1}に
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parallelな diskになっていることがわかる. D∗はこれらの disksを次々とつなげて得られるが, Δi

をDiとみなすことにより Claimが従う.

いまRは pre-fiber surfaceだから connectedである. したがってR1, R2も connectedである. い
まD∗は N cを分けるから D1 ∪ D2も N cを分ける.

Case I. Rは type 1.

Case 1. D1 ∪ D2は (N c′, δc)を 2つの components M1, M2に分ける.

いま βはM2側に含まれるとする.

M1

D*
_

s(δ)

M2

図 5.40: M1, M2

Case 1.1. D+ handle, D− handleともにM2に attachされる.

図 5.41: Case 1.1.

このとき N2
cはM2に D+ handle, D− handleを attachして得られる. また Proposition 2.10

により δ2
cに対応する sutureは次のいずれかである. (図 5.42(a), (b))
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(a) (b)

図 5.42: Case 1.1.

しかしいまR+(δ2
c)とR−(δ2

c)は homeomorphicであるから (b)は起こり得ない. よって (a)が
成り立っており, これは R2が pre-fiber surfaceであることを意味している. またこのとき, suture
のつき方を見ると R1は fiber surfaceになることがわかる.

Case 1.2. D+ handleが M2に attachされ, D− handleが M1に attachされる.

図 5.43: Case 1.2.

このとき N1
cは M1 に, D− handleと β に対応する 1-handleを attachして得られる. また

Proposition 2.10により δ1
cに対応する sutureは次のいずれかである. (図 5.44(a), (b))
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(a) (b)

図 5.44: Case 1.2.

しかしいまR+(δ1
c)とR−(δ1

c)は homeomorphicであるから (b)は起こり得ない. よって (a)が
成り立っており, これは R1が pre-fiber surfaceであることを意味している.

注意 図 5.45のようにD∗をとると, R2が fiber surfaceにならないことがわかる.

図 5.45: R2が fiber surfaceにならない例

Case 1.3. D+ handle, D− handleともにM1に attachされる.
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図 5.46: Case 1.3.

このとき N1
cはM1に, D+ handle, D− handleと βに対応する 1-handleを attachして得られ

る. また Proposition 2.10により δ1
cに対応する sutureは次のいずれかである. (図 5.47(a), (b))

(a) (b)

図 5.47: Case 1.3.

しかしいまR+(δ1
c)とR−(δ1

c)は homeomorphicであるから (b)は起こり得ない. よって (a)が
成り立っており, これは R1が pre-fiber surfaceであることを意味している. またこのとき, R2は
fiber surfaceになることがわかる.

Case 1.4. D+ handleが M1に attachされ, D− handleが M2に attachされる.
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図 5.48: Case 1.4.

このとき N2
cはM2に D− handleを attachして得られる. また Proposition 2.10により δ2

cに
対応する sutureは次のいずれかである. (図 5.49(a), (b))

(a) (b)

図 5.49: Case 1.4.

しかしいまR+(δ2
c)とR−(δ2

c)は homeomorphicであるから (a)も (b)も起こり得ない. よって
Case 1.4は起こり得ない.

Case 2. D1 ∪ D2は (N c′, δc)を 3つの components M1, M1
′, M2に分ける.

ここで M1, M1
′は N1

cに対応し , M2は N2
cに対応しているとする. いま N c

1は connectedだか
ら, βは必ずM2に含まれ, M1とM1

′をつなぐ .

28



M2

D*
_

s(δ)

M1 M1'

図 5.50: M1, M1
′, M2

Case 2.1. D+ handle, D− handleがともに M1 ∪ M1
′に attachされる.

A B

C D

図 5.51: Case 2.1.

D+ handle, D− handleのM1 ∪ M1
′への attachのされ方は図 5.51のいずれかである. このと

きN1
cはM1 ∪ M1

′に, D+ handle, D− handleと βに対応する 1-handleを attachして得られる.
また Proposition 2.10により δ1

cに対応する sutureは次のいずれかである. (図 5.52A(a), B(a),
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C(a), D(a), A(b), B(b), C(b), D(b))

A (a) A (b)

B (a) B (b)

C (a)

D (a)

C (b)

D (b)

図 5.52: Case 2.1.

しかしいま R+(δ1
c)と R−(δ1

c)は homeomorphicであるから A(a), B(a), C(a), D(a)は起こり
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得ない. よって A(b), B(b), C(b), D(b)が成り立っており, これは R1が pre-fiber surfaceである
ことを意味している. またこのとき, R2は fiber surfaceになっている.

Case 2.2. D+ handleが M2に attachされ, D− handleが M1 ∪ M1
′に attachされる.

R−(δc
1)は connectedだから D−handleはM1とM1

′をつなぐ .

図 5.53: Case 2.2.

このとき N1
cはM1 ∪ M1

′に, D−handleと βに対応する 1-handleを attachして得られる. ま
た Proposition 2.10により δ1

cに対応する sutureは次のいずれかである. (図 5.54(a), (b))

 (a) (b)

図 5.54: Case 2.2.

しかしこの場合, (b)は R+(δ1
c)と R−(δ1

c)が homeomorphicにならないので矛盾する. よって
(a)が成り立っており, これは R2が pre-fiber surfaceであることを意味している. またこのとき,
R1は fiber surfaceになっている.

Case 2.3. D+ handleが M1 ∪ M1
′に attachされ, D− handleがM2に attachされる.

31



A B

図 5.55: Case 2.3.

D+ handleの M1 ∪ M1
′ への attachのされ方は図 5.55のいずれかである. このとき N1

c は
M1 ∪ M1

′に, D+handleと βに対応する 1-handleを attachして得られる. また Proposition 2.10
により δ1

cに対応する sutureは次のいずれかである. (図 5.56A(a), B(a), A(b), B(b))

A (a) A (b)

B (a) B (b)

図 5.56: Case 2.3.

しかし , いずれの場合もR+(δ1
c)とR−(δ1

c)が homeomorphicにならないので矛盾する. よって
Case 2.3は起こり得ない.
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Case 2.4. D+ handle, D− handleともにM2に attachされる.

図 5.57: Case 2.4.

このときN2
cはM2に D+handle, D−handleを attachして得られる. また Proposition 2.10に

より δ2
cに対応する sutureは次のいずれかである. (図 5.58(a), (b))

(a) (b)

図 5.58: Case 2.4.

しかしいま, R+(δ2
c)と R−(δ2

c)は homeomorphicであるから (b)は起こり得ない. よって (a)
が成り立っており, これは R2が pre-fiber surfaceであることを意味している. またこのとき, R1

は fiber surfaceになっている.

Case II. Rは type 2.

このとき (N c′, δc)は 2つの product sutured manifoldsの和集合になっている. これらの product
sutured manifoldsを (Na

c′, δa
c), (Nb

c′, δb
c)と書く.

Case 1. D1は Na
c′に含まれ, D2は Nb

c′に含まれる.
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D1, D2は (N c′, δc)を 4つの components Na1
c′, Na2

c′, Nb1
c′, Nb2

c′に分ける. ただし Nai
c′, Nbi

c′

は Ni
c(i = 1, 2)に含まれているとする.

D+handleは Na2
c′とNb2

c′をつなぐとしてよい. このときR+(δc)は connectedだから βは Na1
c′

とNb1
c′をつなぐ .

Na1  'c Na2  'c

Nb1  'c

Nb2  'c

図 5.59: Na1
c′, Na2

c′, Nb1
c′, Nb2

c′

Case 1.1. D− handleが Na2
c′ ∪ Nb2

c′に attachされる.

図 5.60: Case 1.1.

このときN2
cはNa2

c′∪Nb2
c′にD+handle, D−handleを attachして得られる. またProposition

2.10により δ2
cに対応する sutureは次のいずれかである. (図 5.61(a), (b))

(a) (b)

図 5.61: Case 1.1.
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しかしいまR+(δ2
c)とR−(δ2

c)は homeomorphicであるから (b)は起こり得ない. よって (a)が
成り立っており, これは R2が pre-fiber surfaceであることを意味している. またこのとき, R1は
fiber surfaceになっている.

Case 1.2. D− handleが Na1
c′ ∪ Nb1

c′に attachされる.

図 5.62: Case1.2

このとき N1
cは Na1

c′ ∪ Nb1
c′に D− handleと βに対応する 1-handleを attachして得られる.

また Proposition 2.10により δ1
cに対応する sutureは次のいずれかである. (図 5.63(a), (b))

 (b) (a)

図 5.63: Case1.2

しかしいまR+(δ1
c)とR−(δ1

c)は homeomorphicであるから (b)は起こり得ない. よって (a)が
成り立っており, これは R1が pre-fiber surfaceであることを意味している. またこのとき, R2は
fiber surfaceになっている.

Case 2. D1, D2はともにNa
c′に含まれ,かつD1∪D2はNa

c′を 2つの components Na1
c′, Na2

c′

に分ける.

ここでは βが Na1
c′側に含まれるとしてよい.
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Na1  ' Nb  'cc

Na2  'c

図 5.64: Na1
c′, Na2

c′, Nb
c′

Case 2.1. D+ handle, D− handleともに Na2
c′ ∪ Nb

c′に attachされる.

図 5.65: Case 2.1.

このとき N2
cは Na2

c′ ∪ Nb
c′に D+ handle, D−handleと βに対応する 1-handleを attachして

得られる. また Proposition 2.10により δ2
cに対応する sutureは次のいずれかである. (図 5.66(a),

(b))

(a) (b)

図 5.66: Case 2.1.

しかしいまR+(δ2
c)とR−(δ2

c)は homeomorphicであるから (b)は起こり得ない. よって (a)が
成り立っており, これは R2が pre-fiber surfaceであることを意味している. またこのとき, R1は
fiber surfaceになっている.

Case 2.2. D+ handle, D− handleともに Na1
c′ ∪ Nb

c′に attachされる.
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図 5.67: Case 2.2.

このときN1
cはNa1

c′∪Nb
c′にD+ handle, D−handleを attachして得られる. またProposition

2.10により δ1
cに対応する sutureは次のいずれかである. (図 5.68(a), (b))

(a) (b)

図 5.68: Case 2.2.

しかしいまR+(δ1
c)とR−(δ1

c)は homeomorphicであるから (b)は起こり得ない. よって (a)が
成り立っており, これは R1が pre-fiber surfaceであることを意味している. またこのとき, R2は
fiber surfaceになっている.

Case 3. D1, D2はともに Na
c′に含まれ, かつ D1 ∪ D2は Na

c′ を 3つの components Na1
c′,

Na2(1)
c′, Na2(2)

c′に分ける.

Na2(1)
c′, Na2(2)

c′は N2
cに含まれるとしてよい.

いまN2
cは connectedだから, βは必ず Na1

c′に含まれ, Na2(1)
c′と Na2(2)

c′をつなぐ .

Nb  ' 

Na2(1)  '

c

c

Na1  'c

Na2(2)  'c

図 5.69: Na1
c′, Na2(1)

c′, Na2(2)
c′, Nb

c′
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Case 3.1. D+ handle, D− handleともに Na2(1)
c′ ∪ Na2(2)

c′ ∪ Nb
c′に attachされる.

D+ handle, D−handleは Na
c′と Nb

c′をつなぐから, Na2(1)
c′ ∪ Na2(2)

c′と Nb
c′をつなぐ .

このときD+ handle, D−handleの attachのされ方は図 5.70のいずれかである.

A B

図 5.70: Case3.1

このときN2
cは Na2(1)

c′ ∪Na2(2)
c′ ∪Nb

c′にD+ handle, D−handleと βに対応する 1-handleを
attachして得られる. また Proposition 2.10により δ2

cに対応する sutureは次のいずれかである.
(図 5.71A(a), B(a), A(b), B(b))

A (a) A (b)

B (a) B (b)

図 5.71: Case3.1

しかしいまR+(δ2
c)と R−(δ2

c)は homeomorphicであるから A(b), B(b)は起こり得ない. よっ
て A(a), B(a)が成り立っており, これは R2が pre-fiber surfaceであることを意味している. また
このとき, R1は fiber surfaceになっている.

Case 3.2. D+ handle, D− handleともに Na1
c′に attachされる.
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R+(δc), R−(δc)は connectedだから, D+handle, D−handleは Na1
c′と Nb

c′をつなぐ .

図 5.72: Case 3.2.

このときN1
cはNa1

c′∪Nb
c′にD+ handle, D−handleを attachして得られる. またProposition

2.10により δ1
cに対応する sutureは次のいずれかである. (図 5.73(a), (b))

(a) (b)

図 5.73: Case 3.2.

しかしいまR+(δ1
c)とR−(δ1

c)は homeomorphicであるから (b)は起こり得ない. よって (a)が
成り立っており, これは R1が pre-fiber surfaceであることを意味している. またこのとき, R2は
fiber surfaceになっている.

以上で定理 2が証明できた.
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6 Pre-fiber surfacesの様々な deplumbingの例

6.1 Pre-fiber surface Σ1
1の deplumbing

ここでは pre-fiber surface Σ1
1の deplumbingについていくつかの事実を紹介する.

(1) (2)

図 6.74:

図 6.74のように Σ1
1を isotopyで変形することにより, Σ1

1は (2)のように一部にひねりがはいっ
た形に変形できる. 図 6.75は 1回ひねりを入れたもの, 図 6.76は 2回ひねりを入れたものである.
図 6.75より次がわかる.

Fact 6.1 Σ1
1は pre-fiber surfaceと fiber surface(Hopf band)に deplumbingできる.

図 6.75: Pre-fiber surfaceと fiber surface

図 6.76より次がわかる.

Fact 6.2 Σ1
1は pre-fiber surfaceと non-fiber minimal genus surface(例2.6)にdeplumbingできる.
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図 6.76: Pre-fiber surfaceと non-fiber minimal genus surface

図 6.77より次がわかる.

Fact 6.3 Σ1
1は pre-fiber surfaceと pre-fiber surfaceに deplumbingできる.

図 6.77: Pre-fiber surfaceと pre-fiber surface

6.2 Pre-fiber surfaces Σ1
g, Σ2

gの deplumbing

Fact 6.4 Σ1
gは Σ2

g−1と Σ2
0の plumbingになっている. また Σ2

gは Σ1
gと Σ2

0の plumbingになって
いる. 特に Σ1

gから 2g − 1個の Σ2
0を次々と deplumbingして Σ2

0を得ることができる. また Σ2
gか

ら 2g個の Σ2
0を次々と deplumbingして Σ2

0を得ることができる.

証明 図 6.78より Σ1
gは 2g個の Σ2

0を次々と plumbingして得られることがわかる. また同様に
Σ2

gは 2g + 1個の Σ2
0を次々と plumbingして得られることがわかる. これより Fact 6.4が従う.
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図 6.78: Pre-fiber surface Σ1
2
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次の事実は名古屋工業大学の平澤美可三氏から御教示をいただいた.

Fact A D2
g を図 6.79 のような 2-component trivial linkの正則表示とする. D2

gに定理 2.1の証
明のやり方を適用して得られる Seifert surfaceは Σ2

gである.

D2 D2D2
0 1 2

図 6.79: Pre-fiber surface D2
g

Fact Aの証明. 図 6.81 より Σ2
1は正則表示 D2

1に定理 2.1の証明のやり方を適用して得られる
Seifert surfaceに isotopicであることがわかる. 一般の場合も同様に確かめられる.

Fact B D1
g を図 6.80 のような trivial knotの正則表示とする. D1

gに定理 2.1の証明のやり方を
適用して得られる Seifert surfaceは Σ1

gである.

D1
D1 D1

1 2 3

図 6.80: Pre-fiber surface D1
g

Fact Bの証明. 図 6.82 より Σ1
1は正則表示 D1

1に定理 2.1の証明のやり方を適用して得られる
Seifert surfaceに isotopicであることがわかる. 一般の場合も同様に確かめられる.
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図 6.81:

図 6.82:
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Facts A,Bと Observation 2.9より次がわかる.

Fact 6.5 Σ1
gから g個の +Hopf band(s)と g − 1個の −Hopf band(s)を deplumbingして Σ2

0を
得ることができる. また, Σ2

gから g個の +Hopf band(s)と g個の −Hopf band(s)を deplumbing
して Σ2

0を得ることができる.

注意 上の deplumbingの processで途中で出てくる Hopf band以外の surfaceはすべて pre-fiber
surfaceである.
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付録 1

定理 F を surface, Dを F × [0, 1]に embedされた diskとするとき, 次のような diskが存在する.

1. ∂D ⊂ F × [0, 1]とする. このとき Dは F × {0}内の diskに parallelである.
2. ∂D ∩ (∂F × {1

2}):2点とする. このとき Dは α × [0, 1](但し , αは F に properに
embedされた arcに isotopicである.)

2

1

図 6.83:
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3. ∂D∩ (∂F ×{1
2}):4点とする. このときDは α1× [0, 1]と α2× [0, 1]である. (但し ,

α1, α2は F に properに embedされた disjointな arcsに R+(または R−)で band
をつけて得られる diskに isotopicである.)

3

図 6.84:

1は [4]の Appendixの Lemma, 2, 3は [3]の Lemma 3.2より従う.

付録 2

例 ここでは Quachの例 [8]に対して unknotting operationに対応して Hopf bandのひねりをほ
どいて得られる surfaceが実際に Σ1

gに isotopicになることを見る.
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図 6.85:
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図 6.86:
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図 6.87:
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図 6.88:
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付録 3 境界が fibred knotではない pre-fiber surface

ここでは次の Factを示す.

Fact 境界が fibred linkではない pre-fiber surfaceが存在する.

図 6.89:

Factの証明. 図 6.89 の境界は 2回ひねりの入った annulusの境界になっているので, 例 2.6と定
理 2.3より fibered linkでないことがわかる. また, 容易にわかるようにこれは Σ2

0と例 2.8の fiber
surfaceの plumbingになっている. よって定理 3.4より pre-fiber surfaceであることがわかる.

以下では図 6.89の surfaceの complementary sutured manifoldが pre-fiber surfaceの定義の条件
をみたすことを直接見る.
図 6.90(1)は図 6.89の complementary sutured manifoldである. 図 6.90(2)は図 6.90(1)の com-
pressing diskで compressして得られる sutured manifoldである. これを isotopyで変形するこ
とにより, 図 6.91(6)が得られる. 次に図 6.91(6)の product diskで compressすることにより, 図
6.91(7)が得られる. それを isotopyで変形することにより, 図 6.91(13)が得られる. 図 6.91(13)の
compressing diskで compressすることにより図 6.91(14)の product sutured manifoldが得られ
る. 図 6.89の complementary sutured manifoldが 2つの compressing diskを持ち, その diskで
compressすることにより, product sutured manifoldが得られることがわかった. 従って図 6.89
の Seifert surfaceは pre-fiber surfaceであることが直接確かめられた.
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compressing 
disk

(1)

(2)

(3)

図 6.90:
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compressing 
disk

product
disk

(4) (5)

(6)(7)(8)

(9) (10) (11)

(12)(13)(14)

図 6.91:
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