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1. A novel geometric formula

ここでは,曲面の微分幾何に関する不等式を一つ取り上げたい. 微分幾何学に現れる不等
式は他にも沢山あるものの,以下の定理1.1は,線形作用素のスペクトルを用いた証明しか
分かっていない. (現時点で)少なくとも私は別証明を知らない 1.

定理 1.1. [2, Corollary 5.19] Ω ⊂ R3 を滑らかな境界 Γ = ∂Ωを持つ有̇界̇凸̇領̇域̇とす
る. このとき,

κ− ≤
[
3W (Γ)− 4π

2Area(Γ)

]1/2
≤ κ+, (1)

等号成立は, Γ = S2 (二次元球面)のとき.

ただし κ−とκ+はそれぞれ, 主曲率の最小値と最大値, つまり, κ±(x)を曲面上の各
点x ∈ Γにおける主曲率 (κ−(x) ≤ κ+(x)) として, κ− = min

x∈Γ
κ−(x), κ+ = max

x∈Γ
κ+(x).

W (Γ) =

∫
Γ

(
κ+(x) + κ−(x)

2

)2

dSx ((平均曲率)の二乗の面積分)は, Willmore energy

と呼ばれる量. Area(Γ)は境界曲面の面積.

注意 1.2. 不等式 (1)の (左辺) ≤ (中辺)に新規性はない. 実際, x ∈ Γにおける ガウ
ス曲率をK(x)とすると, 相加・相乗平均の関係 K(x) = κ−(x)κ+(x) ≤

(
κ+(x)+κ−(x)

2

)2

より,

2κ2
−Area(Γ) ≤ 2

∫
Γ

κ−(x)
2dSx

≤
∫
Γ

3

(
κ+(x) + κ−(x)

2

)2

dSx −
∫
Γ

(
κ+(x) + κ−(x)

2

)2

dSx

≤
∫
Γ

3

(
κ+(x) + κ−(x)

2

)2

dSx −
∫
Γ

K(x)dSx · · · (相加・相乗平均の関係)

= 3W (Γ)− 4π · · · (曲面 Γで Gauss-Bonnetの定理を適用)

となり, (左辺) ≤ (中辺)は, 学部レベルの数学までで分かってしまう.

結局, 不等式 (1)の (中辺) ≤ (右辺)が非自明な問題となっている.

2. Spectral Analysis of Symmetrizable Operators

そこで本稿では, 定理 1.1を証明するために, symmetrizableな線形作用素のスペクトル
解析を紹介する. このために, Hを無限次元 (複素) 可分なHilbert 空間とし, S ∈ L(H)

を positiveな自己共役作用素, すなわち, ⟨Sx, x⟩H = ⟨x, Sx⟩H > 0, ∀x ̸= 0 とする. こ
今回, 主に紹介する内容は科研費 (課題番号: JP25K07032 and 25K07081)の助成を受けたものである.
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1不等式 (1)にある (中辺) ≤ (右辺)の別証明に気付いたら, 是非ご教示ください. とても易しいかも？
謝辞:  (中辺)≤(右辺)のごく簡単な別証明を、研究会の際に 橋詰雅斗 先生(大阪大学)に教えて頂きました。(12/4追記)



こで K ∈ L(H)が Sで対称化可能 (Symmetrizable) とは, K∗をKの共役作用素とし
て SK∗ = KS となるときを呼ぶ. これは, ある自己共役作用素Aを用いて K = SA

のように, Kが自己共役作用素の積 (Carleman factorization) で表せることを意味する.

作用素K について, [4] に基づき, 我々は幾つかの定理群を証明した. 例えば, 次の定理
を示すことが出来ている.

定理 2.1. [2, Corollary 5.17] A ∈ L(H)と S ∈ L(H)を自己共役とする. さらに,

K = SA をコンパクト (symmetrizable)作用素とする. このとき, |A| の本質的スペク
トルが [τ−, τ+]に含まれているとすると,

τ− ≤ lim inf
σn(K)

σn(S)
≤ lim sup

σn(K)

σn(S)
≤ τ+.

ただし, σn(K)とσn(S)はそれぞれ, 作用素KとSのn番目の特異値 (
√
K∗Kと√

S∗S

の固有値)を表す.

本講演では, 論文 [2]の定理群を網羅的に紹介する代わりに, 定理2.1をごく簡単に紹
介して, 応用として定理1.1を証明したい. 加えて, 本来の目標としている, 線形作用素
のスペクトルを用いて, 代数 や 幾何を含む他分野の性質の証明に挑戦する試みも紹介
したい ([3, 5, 8] など.).
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