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§1. Introduction

考える問題

(PV )


−∆u1 + V1(x)u1 = |u1|p1−1u1 + γu2u3, x ∈ RN ,
−∆u2 + V2(x)u2 = |u2|p2−1u2 + γu3u1, x ∈ RN ,
−∆u3 + V3(x)u3 = |u3|p3−1u3 + γu1u2, x ∈ RN ,
u1, u2, u3 ∈ H1(RN )

N = 3, 4, 5

2 < pi ≤ 2∗ − 1, 2∗ =
2N

N − 2
γ > 0 : 定数

注意 γ = 0 ⇒{
−∆ui + Vi(x)ui = |ui|pi−1ui, x ∈ RN ,
ui ∈ H1(RN ).

この問題は Vi(x) ≡ ωi > 0 (定数), pi = 2∗ − 1 ならば非自明な解は存在
しない（Pohozaevの等式）．
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Vi( · ) の仮定
(V1) Vi ∈ C(RN ,R) (i = 1, 2, 3)

(V2) Vi(x) ≤ lim
|y|→∞

V (y) =: Vi,∞ (x ∈ RN ), Vi(x) 6≡ Vi,∞

(V3) ∃V0 > 0 (定数)：0 < V0 ≤ Vi(x) (x ∈ RN , i = 1, 2, 3)

記号
V = (V1, V2, V3), u = (u1, u2, u3)

H = H1(RN )×H1(RN )×H1(RN )

‖u‖H = ‖u1‖H1 + ‖u2‖H1 + ‖u3‖H1

エネルギー汎関数
u = (u1, u2, u3) ∈ H : (PV ) の弱解 ⇔ u : IV の臨界点

IV (u) =

3∑
i=1

[∫
RN

1

2
{|∇ui|2 + Vi(x)|ui|2}dx

− 1

pi + 1

∫
RN

|ui|pi+1dx

]
− γ

∫
RN

u1u2u3dx
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(PV )


−∆u1 + V1(x)u1 = |u1|p1−1u1 + γu2u3, x ∈ RN ,
−∆u2 + V2(x)u2 = |u2|p2−1u2 + γu3u1, x ∈ RN ,
−∆u3 + V3(x)u3 = |u3|p3−1u3 + γu1u2, x ∈ RN ,
u1, u2, u3 ∈ H1(RN )� �

定義 u = (u1, u2, u3) ∈ H \ {0} を (PV ) の弱解とする．
u がスカラー解 :⇔ u = (u1, 0, 0) or (0, u2, 0) or (0, 0, u3)

u がベクトル解 :⇔ ui 6≡ 0 (i = 1, 2, 3)� �� �
定義 u = (u1, u2, u3) ∈ H \ {0} を (PV ) の弱解とする．

u が基底状態 (ground state):⇔
IV (u) ≤ IV (v) (∀v ∈ H \ {0} : (PV ) の weak solution )� �
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Known Results

[Pomponio, 2010] p1 = p2 = p3 ∈ (2, 2∗ − 1)

∀γ > 0 : (PV ) は ground stateをもつ
∀γ >> 1 : ground stateはベクトル解である．
γn → 0, un = (u1,n, u2,n, u3,n) : (PV ) with γ = γn の ground state
⇒ ∃i, j ∈ {1, 2, 3} with i 6= j such that ui,n, uj,n → 0 as n → ∞

[Kurata-Osada, 2021] p1 = p2 = p3 ∈ (2, 2∗ − 1)

ground state energy の γ → ∞ における γ に関する漸近展開
∃γ∗ > 0 such that
0 ≤ γ < γ∗ ⇒ ground stateはスカラー
γ > γ∗ ⇒ ground stateはベクトル

[Osada, 2024] Singular perturbation problem

Aim

pi ∈ (2,2∗ − 1] のとき，ground stateは存在するか？
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§2. Main Theorems

Vi(x) ≡ ωi > 0(定数)の場合

(Pω)


−∆u1 + ω1u1 = |u1|p1−1u1 + γu2u3, x ∈ RN ,
−∆u2 + ω2u2 = |u2|p2−1u2 + γu3u1, x ∈ RN ,
−∆u3 + ω3u3 = |u3|p3−1u3 + γu1u2, x ∈ RN ,
u1, u2, u3 ∈ H1(RN )

定理A

Vi(x) ≡ ωi ：定数，pi ∈ (2, 2∗ − 1] (i = 1, 2, 3) とすると次が成り立つ：
∃γ0 = γ0(p1, p2, p3, ω1, ω2, ω3, N) > 0 such that ∀γ ≥ γ0 : (PV ) は
ground stateをもつ
∃γ1 = γ1(p1, p2, p3, ω1, ω2, ω3, N) ≥ γ0 such that ∀γ ≥ γ1 : ground
state はベクトル解で各成分が正で球対称である．
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Vi(x)(非定数)の場合

(PV )


−∆u1 + V1(x)u1 = |u1|p1−1u1 + γu2u3, x ∈ RN ,
−∆u2 + V2(x)u2 = |u2|p2−1u2 + γu3u1, x ∈ RN ,
−∆u3 + V3(x)u3 = |u3|p3−1u3 + γu1u2, x ∈ RN ,
u1, u2, u3 ∈ H1(RN )

定理B

(V1),(V2), (V3) を仮定し，pi ∈ (2, 2∗ − 1] (i = 1, 2, 3) とすると次が成り
立つ：

∀γ ≥ γ0 : (PV ) は ground stateをもつ．ここで γ0 は定理 Aの
ωi = Vi,∞ とした場合の定数である．
∃γ′1 = γ1(p1, p2, p3,V , N) ≥ γ0 such that ∀γ ≥ γ′1 : ground state は
ベクトル解である．
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§3. Basic Results

GV (u) を次で定義する：
GV (u) = 〈I ′V (u),u〉

=

3∑
i=1

∫
RN

(|∇ui|2 + Vi(x)|ui|2 − |ui|pi+1)dx− 3γ

∫
RN

u1u2u3dx

u ∈ H が臨界点ならば GV (u) = 0

Nehari多様体N γ を次で定義する：
Nγ := {u ∈ H \ {0} : GV (u) = 0}

Nγ 上ではエネルギーは次のように表される：

IV (u) = JV (u) := IV (u)− 1

3
GV (u)

=

3∑
i=1

∫
RN

{
1

6
(|∇ui|2 + Vi(x)|ui|2) +

pi − 2

3(pi + 1)
|ui|pi+1

}
dx
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補題 3.1

∃Cγ > 0 定数 : ‖u‖H ≥ Cγ (∀u ∈ Nγ)

補題 3.2

Nγ は H の C1 多様体であり，IV |Nγ の臨界点は IV の臨界点となる．

補題 3.3

任意の u ∈ H \ {0} に対して，ただ１つの tu > 0 が存在して

tuu ∈ Nγ , IV (tuu) = max
t>0

IV (tu)

が成り立つ．
補題 3.1より mγ := inf

u∈Nγ

IV (u) = inf
u∈Nγ

JV (u) > 0

JV (u) =

3∑
i=1

∫
RN

{
1

6
(|∇ui|2 + Vi(x)|ui|2) +

pi − 2

3(pi + 1)
|ui|pi+1

}
dx
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補題 3.4

lim
γ→∞

mγ = 0

Proof:

ϕ ∈ C∞
0 (RN )(ϕ 6≡ 0, ϕ ≥ 0) を任意に選ぶ．

補題 3.3より tγ(ϕ, ϕ, ϕ) ∈ Nγ なる tγ > 0 がただ１つ存在する．
GV (tγ(ϕ, ϕ, ϕ)) = 0 より

3∑
i=1

∫
RN

(|∇ϕ|2 + Vi(x)ϕ
2)dx =

3∑
i=1

tpi−1
γ

∫
RN

|ϕ|pi+1dx

+ 3tγγ

∫
RN

ϕ3dx > 3tγγ

∫
RN

ϕ3dx

tγ → 0 as γ → ∞
0 < mγ ≤ JV (tγ(ϕ, ϕ, ϕ)) → 0 as γ → ∞ □
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補題 3.5

GV (u) < 0 ならば JV (u) > mγ

Proof:

u 6= 0, 補題 3.3より t 7→ GV (tu) はただ 1つの tu > 0 で 0 となる

GV (tu) = t2

{
3∑

i=1

∫
RN

(|∇ui|2 + Vi(x)|ui|2dx

−
3∑

i=1

tpi−1

∫
RN

|ui|pi+1)dx− 3tγ

∫
RN

u1u2u3dx

}
t ∼ 0 で GV (tu) > 0 より tu ∈ (0, 1) である．
mγ ≤ JV (tuu)

=

3∑
i=1

∫
RN

{
t2u
6
(|∇ui|2 + Vi(x)|ui|2) +

(pi − 2)tpi+1
u

3(pi + 1)
|ui|pi+1

}
dx

< JV (u) □
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命題 3.6(Lieb’s Compactness Theorem)

{wn} = {(w1,n, w2,n, w3,n)} ⊂ H は有界
ある q ∈ (2, 2∗) に対して

inf
n
(‖w1,n‖Lq(RN ) + ‖w2,n‖Lq(RN ) + ‖w3,n‖Lq(RN )) > 0

とする．このとき部分列 {wnk
} ⊂ {wn} と点列 {ynk

} ⊂ RN および
w ∈ H \ {0} が存在して

wnk
( · − ynk

) ⇀ w weakly in H

が成り立つ．
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§4. Proof of Theorem A

Vi(x) ≡ ωi > 0, IV , JV , GV は I, J , G とする．
p1 = p2 = p3 = 2∗ − 1 の場合のみ示す．
補題 3.4より，ある γ0 > 0 が存在して次が成り立つ：

mγ <
1

2

(
S
3

)N
2

(γ ≥ γ0)

S は Sobolevの最良定数： S‖w‖2
L2∗ (RN )

≤ ‖∇w‖2
L2(RN )

最小化列 {un} ⊂ Nγ : I(un) = J(un) → mγ

J の形から {un} は H で有界である．
un = (u1,n, u2,n, u3,n) とおくと各 {ui,n} は H1(RN ) で有界である．� �

Step 1 ある q ∈ (2, 2∗) に対して次が成り立つ．

inf
n
(‖u1,n‖Lq(RN ) + ‖u2,n‖Lq(RN ) + ‖u3,n‖Lq(RN )) > 0� �
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背理法による． 任意の q ∈ (2, 2∗) に対して次が成り立つとする：

inf
n
(‖u1,n‖Lq(RN ) + ‖u2,n‖Lq(RN ) + ‖u3,n‖Lq(RN )) = 0

部分列をとると各 i に対し ui,n → 0 in L3(RN ) が成り立つ．
Step 1.1 背理法の仮定の下，‖ui,n‖2

∗

L2∗ (RN )
→ 0 (∀i) が成り立つ．

Sobolevの埋め込みより部分列に沿って ‖ui,n‖2
∗

L2∗ (RN )
→ ∃li ≥ 0

l1 = l2 = l3 = 0 を証明したい．
l1 ≥ l2 ≥ l3 ≥ 0 と仮定して一般性を失わない．
l1 > 0 と仮定して矛盾を導こう．
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G(un) = 0 と ui,n → 0 in L3(RN ), ‖ui,n‖2
∗

L2∗ (RN )
→ li より

3∑
i=1

∫
RN

(|∇ui,n|2 + ωiu
2
i,n)dx=

3∑
i=1

∫
RN

|ui,n|2
∗
dx+ 3γ

∫
RN

u1,nu2,nu3,ndx

L.H.S ≥ S‖u1,n‖2L2∗ (RN )
= Sl

2
2∗
1 + o(1) = Sl

N−2
N

1 + o(1)

R.H.S =
3∑

i=1
li + o(1) ≤ 3l1 + o(1)

l1 > 0 より l1 ≥
(
S
3

)N
2

一方

mγ + o(1) = J(un) ≥
1

6

∫
RN

|∇u1,n|2dx ≥ 1

6
S‖u1,n‖2L2∗ (RN )

≥ 1

2

(
S
3

)N
2

+ o(1)

Contradiction. したがって l1 = l2 = l3 = 0
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Step 1-2 : Step 1の証明の完了
Step 1-1より ‖ui,n‖L3(RN ) → 0, ‖ui,n‖L2∗ (RN ) → 0 (i = 1, 2, 3)

G(un) = 0 より
3∑

i=1

∫
RN

(|∇ui,n|2 + ωiu
2
i,n)dx = o(1)

これは un → 0 in H を意味するがこれは補題 3.1に矛盾する
（‖u‖H ≥ Cγ on Nγ）．
以上より，ある q ∈ (2, 2∗) に対して次が成り立つ：

inf
n
(‖u1,n‖Lq(RN ) + ‖u2,n‖Lq(RN ) + ‖u3,n‖Lq(RN )) > 0

Step 1（完）
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Liebのコンパクト性定理（補題 3.6）より ∃{nk} ⊂ {n},
∃{ynk

} ⊂ RN , ∃ũ ∈ H \ {0}

ũk := unk
( · − ynk

) ⇀ ũ weakly in H

さらに

ũk → ũ in Lq
loc(R

N ) q ∈ [2, 2∗),

ũk → ũ a.e. in RN

としてよい．� �
Step 2 G(ũ) = 0 つまり ũ ∈ Nγ� �
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� �
補題 3.5（再） G(u) < 0 ⇒ J(u) > mγ� �
Brezis-Lieb の補題より

0 = G(ũk) = G(ũk − ũ) +G(ũ) + o(1)

mγ + o(1) = J(ũk) = J(ũk − ũ) + J(ũ) + o(1)

G(ũ) > 0 ⇒ G(ũk − ũ) < 0 (k � 1)
補題 3.5⇒ J(ũk − ũ) > mγ

⇒ J(ũ) ≤ 0 (contadiction)

G(ũ) < 0
補題 3.5⇒ J(ũ) > mγ ⇒ 0 ≤ J(ũk − ũ) ≤ o(1)

⇒ ũk → ũ in H ⇒ J(ũ) = mγ contradiction

したがって G(ũ) = 0 となる．Step 2（完了）
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� �
Step 3 J(ũ) = mγ� �
ũk := (ũ1,k, ũ2,k, ũ3,k)

J(ũk) =

3∑
i=1

∫
RN

{
1

6
(|∇ũi,k|2 + ωi|ũi,k|2) +

2∗ − 3

3 · 2∗
|ũi,k|2

∗
}
dx

ノルムの弱下半連続性と Fatouの補題から

mγ ≤ J(ũ) ≤ lim inf
k→∞

J(ũk) = mγ

Step 3（完了）□
注意 p1 = p2 = p3 = 2∗ − 1 の場合はスカラー解が存在しないので
ground stateはベクトル解，つまり γ0 = γ1 である．

松澤　寛 (神奈川大学) 19 / 20



S 5. Future work

問題
γ が小さいときは？

Kurata-Osadaの結果によると劣臨界のとき，γ が小さいときは
ground stateはスカラー解である．
p1 = p2 = p3 = 2∗ − 1 のときは，スカラー解はないのでどうな
るか？

ご清聴ありがとうございました！
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