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1. Pandey-Upadhyay によるウェーブレット変換について

関数 ψ ∈ L2(Rn)が許容条件を満たすウェーブレットであるとは，以下に定義さ
れる Cψ が 0とは異なる有限値である時をいう．

Cψ =

∫
Rn

|ψ̂(ω)|2 dω

|ω1 · · ·ωn|
.

このとき，関数 f ∈ L2(Rn)の Pandey-Upadhyay[PU]によるウェーブレット変
換は次のように定義される．
Definition 1

Wψf (x , ξ) =

∫
Rn

f (t) |ξ1 · · · ξn|ψ̄(ξ1(t1 − x1), . . . , ξn(tn − xn))dt,

x ∈ Rn, ξ ∈ (R− {0})n.

また [PU]によるウェーブレット逆変換公式は以下の通りである．

f (t) = C−1
ψ

∫∫
Rn×(R−{0})n

Wψf (x , ξ)|ξ1 · · · ξn|ψ(ξ1(t1 − x1), . . . , ξn(tn − xn))

× dxdξ

|ξ1 · · · ξn|
, t ∈ Rn.



ウェーブレット関数 ψ ∈ S(Rn)のフーリエ変換は以下の通り．

(Fψ)(τ) = ψ̂(τ1, . . . , τn) =

∫
Rn

ψ(t1, . . . , tn)e
−i(t1τ1+···+tnτn)dt, τ ∈ Rn.

この関数のサポートは立方体 [1/2, 2]n に含まれているものとする．
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Wψf (x , ξ)の x に関するフーリエ変換は以下の通り．

(F(Wψf ))(τ) = (Wψf )
∧(τ1, . . . , τn) = f̂ (τ1, . . . , τn)

¯̂ψ(ξ−1
1 τ1, . . . , ξ

−1
n τn).

この関数のサポートは直方体 [(1/2)ξ1, 2ξ1]× · · · × [(1/2)ξn, 2ξn]に含まれて
いる．
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2. 超局所的特異性について

Definition 1 で定義したウェーブレット変換を用いた超局所的特異性を次のよう
に定義する．
Definition 2

f ∈ L2(Rn), (x0, ξ
0) ∈ Rn × (R− {0})n, s ≥ 0とする．f が (x0, ξ

0) において
[PU]の意味でソボレフ空間 Hs に属するとは，x0 のある近傍 U(x0)と ξ0 のあ
る錐近傍 Γ(ξ0)が存在して∫∫

U(x0)×Γ(ξ0)

|Wψf (x , ξ)|2(1 + |ξ|2)s dxdξ

|ξ1 · · · ξn|
<∞ (1)

が成立することである．

Definition 3(Hörmander)

f ∈ L2(Rn), (x0, ξ
0) ∈ Rn × (Rn − {0}), s ≥ 0とする．f が (x0, ξ

0) において
Hörmanderの意味でソボレフ空間 Hs に属するとは，x0 のある近傍で恒等的
に 1に等しい関数 ϕ ∈ C∞

0 と ξ0 のある錐近傍 Γ(ξ0)が存在して∫
Γ(ξ0)

|(ϕf )∧(ξ)|2(1 + |ξ|2)sdξ <∞ (2)

が成立することである．
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補足 1. Pandey-UpadhyayとMoritohの比較

Moritoh [M]では動径方向の拡大縮小と回転が用いられている．それに対して，
[PU]では各座標軸方向の拡大縮小が用いられている．
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3. 主定理

以下は簡単のため n = 2とし，ξ0 = (ξ01 , ξ
0
2)の両座標とも正であるとする．

Theorem 1

f ∈ L2(R2), (x0, ξ
0) ∈ R2 × (R>0)

2, s ≥ 0とする．

Γψ(ξ
0) =

{
τ = (τ1, τ2) ∈ (R>0)

2

∣∣∣∣ ξ015ξ02 < τ1
τ2
<

5ξ01
ξ02

}
(3)

によって定められる ξ0 の錐近傍 Γψ(ξ
0)に対して (2)が成り立つならば，x0 の

ある近傍 U(x0)と ξ0 のある錐近傍 Γ(ξ0)が存在して (1)が成り立つ．逆に，
x0 のある近傍 U(x0)と (3)で定められた錐近傍 Γψ(ξ

0) に対して (1)が成り立
つならば，x0 のある近傍で恒等的に 1に等しい関数 ϕ ∈ C∞

0 と ξ0 のある錐近
傍 Γ(ξ0)が存在して (2)が成り立つ．

(1) :

∫∫
U(x0)×Γ(ξ0)

|Wψf (x , ξ)|2(1 + |ξ|2)s dxdξ

|ξ1 · · · ξn|
<∞

(2) :

∫
Γ(ξ0)

|(ϕf )∧(ξ)|2(1 + |ξ|2)sdξ <∞
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Γψ(ξ
0)の領域
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Γψ(ξ
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Γψ(ξ
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Γψ(ξ
0)の領域
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補足 2. 波面集合を用いた書き方

∫∫
U(x0)×Γ(ξ0)

|Wψf (x , ξ)|2(1 + |ξ|2)s dxdξ

|ξ1 · · · ξn|
<∞

⇔ (x0, ξ
0) /∈ WF

(s)
ψ (f ),

∫
Γ(ξ0)

|(ϕf )∧(ξ)|2(1 + |ξ|2)sdξ <∞

⇔ (x0, ξ
0) /∈ WF (s)(f ).

Theorem 1の言い換え

WF
(s)
ψ (f ) ⊆ WF (s)(f )

ψ かつWF (s)(f ) ⊆ WF
(s)
ψ (f )

ψ

.



証明

前半：(3)かつ (2)ならば (1)
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{
τ = (τ1, τ2) ∈ (R>0)

2

∣∣∣∣ ξ015ξ02 < τ1
τ2
<

5ξ01
ξ02

}
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が成り立つ．



まずWψf (x , ξ)を 2つに分ける．すなわち

Wψf (x , ξ) =

∫
R2

ϕf (t1, t2)|ξ1ξ2|ψ̄(ξ1(t1 − x1), ξ2(t2 − x2))dt

+

∫
R2

(1− ϕ)f (t1, t2)|ξ1ξ2|ψ̄(ξ1(t1 − x1), ξ2(t2 − x2))dt.

x

ϕ 1− ϕ

x0

U

U(x0)を {x ∈ R2 | ϕ(x) = 1}に含まれる x0 の十分小さな近傍であるとする．

すると，2つ目の式は x ∈ U(x0)について一様に ξ について急減少する．従って
1つ目の式の評価のみを考えればよい．
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1つ目の式の評価をする．ξ0 の小さな錐近傍 Γ(ξ0)として，
Γ(ξ0) = {ξ ∈ R2 | (4/5)(ξ01/ξ02) < ξ1/ξ2 < (5/4)(ξ01/ξ

0
2)}としておく．∫∫

R2×Γ(ξ0)

|Wψ(ϕf )(x , ξ)|2(1 + |ξ1|2 + |ξ2|2)s
dxdξ

|ξ1ξ2|

=

∫∫
R2×Γ(ξ0)

|(ϕf )∧(τ)ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2)|2(1 + |ξ1|2 + |ξ2|2)s

dτdξ

|ξ1ξ2|
. (4)

ω1 = ξ−1
1 τ1, ω2 = ξ−1

2 τ2 という変数変換を行う．ψ̂ のサポートの条件から
1/2 < ω1, ω2 < 2なので，変数変換の仕方から (1/4)(ξ1/ξ2) < τ1/τ2 < 4(ξ1/ξ2)

という評価ができる．従って，最初に定めた小さな錐近傍 Γ(ξ0)の取り方より，
(1/5)(ξ01/ξ

0
2) < τ1/τ2 < 5(ξ01/ξ

0
2)が得られる．従って

(4) ≤
∫∫

R2×Γψ(ξ0)

|(ϕf )∧(τ)|2|ψ̂(ω1, ω2)|2
(
1 +

∣∣∣∣ τ1ω1

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ τ2ω2

∣∣∣∣2
)s

dτdω

|ω1ω2|

≤
∫
Γψ(ξ0)

|(ϕf )∧(τ)|2 4s(1 + |τ |2)s
(∫

R2

|ψ̂(ω1, ω2)|2
dω

|ω1ω2|

)
dτ <∞.
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2 τ2)|2(1 + |ξ1|2 + |ξ2|2)s

dτdξ

|ξ1ξ2|
. (4)

ω1 = ξ−1
1 τ1, ω2 = ξ−1

2 τ2 という変数変換を行う．ψ̂ のサポートの条件から
1/2 < ω1, ω2 < 2なので，変数変換の仕方から (1/4)(ξ1/ξ2) < τ1/τ2 < 4(ξ1/ξ2)

という評価ができる．従って，最初に定めた小さな錐近傍 Γ(ξ0)の取り方より，
(1/5)(ξ01/ξ

0
2) < τ1/τ2 < 5(ξ01/ξ

0
2)が得られる．従って

(4) ≤
∫∫

R2×Γψ(ξ0)

|(ϕf )∧(τ)|2|ψ̂(ω1, ω2)|2
(
1 +

∣∣∣∣ τ1ω1

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ τ2ω2

∣∣∣∣2
)s

dτdω

|ω1ω2|

≤
∫
Γψ(ξ0)

|(ϕf )∧(τ)|2 4s(1 + |τ |2)s
(∫

R2

|ψ̂(ω1, ω2)|2
dω

|ω1ω2|

)
dτ <∞.



1つ目の式の評価をする．ξ0 の小さな錐近傍 Γ(ξ0)として，
Γ(ξ0) = {ξ ∈ R2 | (4/5)(ξ01/ξ02) < ξ1/ξ2 < (5/4)(ξ01/ξ

0
2)}としておく．∫∫

R2×Γ(ξ0)

|Wψ(ϕf )(x , ξ)|2(1 + |ξ1|2 + |ξ2|2)s
dxdξ

|ξ1ξ2|

=

∫∫
R2×Γ(ξ0)

|(ϕf )∧(τ)ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2)|2(1 + |ξ1|2 + |ξ2|2)s

dτdξ

|ξ1ξ2|
. (4)

ω1 = ξ−1
1 τ1, ω2 = ξ−1

2 τ2 という変数変換を行う．ψ̂ のサポートの条件から
1/2 < ω1, ω2 < 2なので，変数変換の仕方から (1/4)(ξ1/ξ2) < τ1/τ2 < 4(ξ1/ξ2)

という評価ができる．従って，最初に定めた小さな錐近傍 Γ(ξ0)の取り方より，
(1/5)(ξ01/ξ

0
2) < τ1/τ2 < 5(ξ01/ξ

0
2)が得られる．従って

(4) ≤
∫∫

R2×Γψ(ξ0)

|(ϕf )∧(τ)|2|ψ̂(ω1, ω2)|2
(
1 +

∣∣∣∣ τ1ω1

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ τ2ω2

∣∣∣∣2
)s

dτdω

|ω1ω2|

≤
∫
Γψ(ξ0)

|(ϕf )∧(τ)|2 4s(1 + |τ |2)s
(∫

R2

|ψ̂(ω1, ω2)|2
dω

|ω1ω2|

)
dτ <∞.



後半：(3)かつ (1)ならば (2)

x0 のある近傍 U(x0)と

Γψ =

{
τ = (τ1, τ2) ∈ (R>0)

2

∣∣∣∣ ξ015ξ02 < τ1
τ2
<

5ξ01
ξ02

}
で定められた錐近傍 Γψ(ξ

0)に対して∫∫
U(x0)×Γψ(ξ0)

|Wψf (x , ξ)|2(1 + |ξ|2)s dxdξ

|ξ1 · · · ξn|
<∞

が成り立つならば，x0 のある近傍で恒等的に 1に等しい関数 ϕ ∈ C∞
0 と ξ0 の

ある錐近傍 Γ(ξ0)が存在して∫
Γ(ξ0)

|(ϕf )∧(ξ)|2(1 + |ξ|2)sdξ <∞

が成り立つ．



ウェーブレット逆変換公式

f (t) = C−1
ψ

∫∫
R2×(R−{0})2

Wψf (x , ξ)|ξ1ξ2|ψ(ξ1(t1 − x1), ξ2(t2 − x2))
dxdξ

|ξ1ξ2|
,

Cψ =

∫
R2

|ψ̂(ω)|2 dω

|ω1ω2|

を用いて，関数 f (t)を 2つに分ける．すなわち f = fΓψ + fΓc
ψ
とし

fΓψ (t) = C−1
ψ

∫∫
R2×Γψ(ξ0)

Wψf (x , ξ)|ξ1ξ2|ψ(ξ1(t1 − x1), ξ2(t2 − x2))
dxdξ

|ξ1ξ2|
,

fΓc
ψ
(t) = C−1

ψ

∫∫
R2×Γc

ψ
(ξ0)

Wψf (x , ξ)|ξ1ξ2|ψ(ξ1(t1 − x1), ξ2(t2 − x2))
dxdξ

|ξ1ξ2|
.



ここで fΓc
ψ
(t)のフーリエ変換を考えると

f̂Γc
ψ
(τ) =

∫
Γc
ψ
(ξ0)

(Wψf )
∧(τ, ξ)ψ̂(ξ−1

1 τ1, ξ
−1
2 τ2)

dξ

|ξ1ξ2|
.

(τ1, τ2)が (ξ01 , ξ
0
2)の近傍にあるとすると，(ξ1, ξ2) ∈ Γc

ψ(ξ
0)に対して

ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2) ≡ 0．

τ1

τ2

(ξ01 , ξ
0
2)

ξ01
2

2ξ01

ξ02
2

2ξ02

0

supp ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2)

傾き 1/4倍

傾き 4倍傾き 5倍

傾き 1/5倍

Γcψ



ここで fΓc
ψ
(t)のフーリエ変換を考えると

f̂Γc
ψ
(τ) =

∫
Γc
ψ
(ξ0)

(Wψf )
∧(τ, ξ)ψ̂(ξ−1

1 τ1, ξ
−1
2 τ2)

dξ

|ξ1ξ2|
.

(τ1, τ2)が (ξ01 , ξ
0
2)の近傍にあるとすると，(ξ1, ξ2) ∈ Γc

ψ(ξ
0)に対して

ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2) ≡ 0．従って fΓψ の評価のみを考えればよい．

τ1

τ2

(ξ01 , ξ
0
2)

ξ01
2

2ξ01

ξ02
2

2ξ02

0

supp ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2)

傾き 1/4倍

傾き 4倍傾き 5倍

傾き 1/5倍

Γcψ



次に U(x0)にコンパクトサポートを持ち，x0 のある近傍で恒等的に 1に等しい
関数 ϕ ∈ C∞

0 (Rn)を用いて fΓψ を更に 2つに分ける．すなわち
fΓψ = fϕ,Γψ + f1−ϕ,Γψ とし

fϕ,Γψ (t)

= C−1
ψ

∫∫
R2×Γψ(ξ0)

ϕ(x)Wψf (x , ξ)|ξ1ξ2|ψ(ξ1(t1 − x1), ξ2(t2 − x2))
dxdξ

|ξ1ξ2|
,

f1−ϕ,Γψ (t)

= C−1
ψ

∫∫
R2×Γψ(ξ0)

(1− ϕ)(x)Wψf (x , ξ)|ξ1ξ2|ψ(ξ1(t1 − x1), ξ2(t2 − x2))
dxdξ

|ξ1ξ2|
.

ここで U ′(x0)を {x ∈ R2 | ϕ(x) = 1}に含まれる小さな近傍とすると，f1−ϕ,Γψ
は t ∈ U ′(x0)において C∞ である．

従って fϕ,Γψ (t)がソボレフ空間 Hs に属す
ることを示していけばよい．
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∫∫
R2×Γψ(ξ0)
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ψ
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.
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ることを示していけばよい．



fϕ,Γψ (t) = C−1
ψ

∫∫
R2×Γψ(ξ0)

ϕ(x)Wψf (x , ξ)|ξ1ξ2|ψ(ξ1(t1 − x1), ξ2(t2 − x2))
dxdξ

|ξ1ξ2|

がソボレフ空間 Hs に属することを示していく．
g(x , ξ) = ϕ(x)Wψf (x , ξ)(1 + |ξ|2)s/2 として，fϕ,Γψ (t)のフーリエ変換を考え
ると

f̂ϕ,Γψ (τ) = C−1
ψ

∫
Γψ(ξ0)

ĝ(τ, ξ)ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2)

dξ

|ξ1ξ2|
.

また，g(x , ξ)を用いて元の仮定の∫∫
U(x0)×Γψ(ξ0)

|Wψf (x , ξ)|2(1 + |ξ|2)s dxdξ

|ξ1 · · · ξn|
<∞

を書き換えると ∫∫
R2×Γψ(ξ0)

|g(x , ξ)|2 dxdξ|ξ1ξ2|
<∞

と書ける．



fϕ,Γψ (t) = C−1
ψ
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dxdξ
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g(x , ξ) = ϕ(x)Wψf (x , ξ)(1 + |ξ|2)s/2 として，fϕ,Γψ (t)のフーリエ変換を考え
ると

f̂ϕ,Γψ (τ) = C−1
ψ

∫
Γψ(ξ0)

ĝ(τ, ξ)ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2)(1 + |ξ|2)−s/2 dξ

|ξ1ξ2|
.

また，g(x , ξ)を用いて元の仮定の∫∫
U(x0)×Γψ(ξ0)

|Wψf (x , ξ)|2(1 + |ξ|2)s dxdξ

|ξ1 · · · ξn|
<∞

を書き換えると ∫∫
R2×Γψ(ξ0)

|g(x , ξ)|2 dxdξ|ξ1ξ2|
<∞

と書ける．
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ψ
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がソボレフ空間 Hs に属することを示していく．
g(x , ξ) = ϕ(x)Wψf (x , ξ)(1 + |ξ|2)s/2 として，fϕ,Γψ (t)のフーリエ変換を考え
ると

f̂ϕ,Γψ (τ) = C−1
ψ

∫
Γψ(ξ0)

ĝ(τ, ξ)ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2)(1 + |ξ|2)−s/2 dξ

|ξ1ξ2|
.

また，g(x , ξ)を用いて元の仮定の∫∫
U(x0)×Γψ(ξ0)

|Wψf (x , ξ)|2(1 + |ξ|2)s dxdξ

|ξ1 · · · ξn|
<∞

を書き換えると ∫∫
R2×Γψ(ξ0)

|g(x , ξ)|2 dxdξ|ξ1ξ2|
<∞

と書ける．



fϕ,Γψ (t) = C−1
ψ

∫∫
R2×Γψ(ξ0)

ϕ(x)Wψf (x , ξ)|ξ1ξ2|ψ(ξ1(t1 − x1), ξ2(t2 − x2))
dxdξ

|ξ1ξ2|

がソボレフ空間 Hs に属することを示していく．
g(x , ξ) = ϕ(x)Wψf (x , ξ)(1 + |ξ|2)s/2 として，fϕ,Γψ (t)のフーリエ変換を考え
ると

f̂ϕ,Γψ (τ) = C−1
ψ

∫
Γψ(ξ0)

ĝ(τ, ξ)ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2)(1 + |ξ|2)−s/2 dξ

|ξ1ξ2|
.

また，g(x , ξ)を用いて元の仮定の∫∫
U(x0)×Γψ(ξ0)

|Wψf (x , ξ)|2(1 + |ξ|2)s dxdξ

|ξ1 · · · ξn|
<∞

を書き換えると ∫∫
R2×Γψ(ξ0)

|g(x , ξ)|2 dxdξ|ξ1ξ2|
<∞

と書ける．



fϕ,Γψ (t) = C−1
ψ

∫∫
R2×Γψ(ξ0)

ϕ(x)Wψf (x , ξ)|ξ1ξ2|ψ(ξ1(t1 − x1), ξ2(t2 − x2))
dxdξ

|ξ1ξ2|

がソボレフ空間 Hs に属することを示していく．
g(x , ξ) = ϕ(x)Wψf (x , ξ)(1 + |ξ|2)s/2 として，fϕ,Γψ (t)のフーリエ変換を考え
ると

f̂ϕ,Γψ (τ) = C−1
ψ

∫
Γψ(ξ0)

ĝ(τ, ξ)ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2)(1 + |ξ|2)−s/2 dξ

|ξ1ξ2|
.

また，g(x , ξ)を用いて元の仮定の∫∫
U(x0)×Γψ(ξ0)

|Wψf (x , ξ)|2(1 + |ξ|2)s dxdξ

|ξ1 · · · ξn|
<∞

を書き換えると ∫∫
R2×Γψ(ξ0)

|g(x , ξ)|2 dxdξ|ξ1ξ2|
<∞

と書ける．



ゆえにコーシー・シュワルツの不等式，フビニの定理，プランシュレルの定理，
仮定をもちいることで∫

R2

|f̂ϕ,Γψ (τ)|
2(1 + |τ |2)sdτ

≤ C−2
ψ

∫
R2

(∫
Γψ(ξ0)

|ĝ(τ, ξ)|2 dξ

|ξ1ξ2|

)

×
(∫

R2

|ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2)|2

(
1 + |τ |2

1 + |ξ|2

)s
dξ

|ξ1ξ2|

)
dτ

≤ C−2
ψ

∫
R2

(∫
Γψ(ξ0)

|ĝ(τ, ξ)|2 dξ

|ξ1ξ2|

)
4s
(∫

R2

|ψ̂(ω1, ω2)|2
dω

|ω1ω2|

)
dτ

= 4sC−1
ψ

∫
Γψ(ξ0)

(∫
R2

|g(x , ξ)|2dx
)

dξ

|ξ1ξ2|
<∞.



ゆえにコーシー・シュワルツの不等式，フビニの定理，プランシュレルの定理，
仮定をもちいることで∫

R2

|f̂ϕ,Γψ (τ)|
2(1 + |τ |2)sdτ

≤ C−2
ψ

∫
R2

(∫
Γψ(ξ0)

|ĝ(τ, ξ)|2 dξ

|ξ1ξ2|

)

×
(∫

R2

|ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2)|2

(
1 + |τ |2

1 + |ξ|2

)s
dξ

|ξ1ξ2|

)
dτ

≤ C−2
ψ

∫
R2

(∫
Γψ(ξ0)

|ĝ(τ, ξ)|2 dξ

|ξ1ξ2|

)
4s
(∫

R2

|ψ̂(ω1, ω2)|2
dω

|ω1ω2|

)
dτ

= 4sC−1
ψ

∫
Γψ(ξ0)

(∫
R2

|g(x , ξ)|2dx
)

dξ

|ξ1ξ2|
<∞.



ゆえにコーシー・シュワルツの不等式，フビニの定理，プランシュレルの定理，
仮定をもちいることで∫

R2

|f̂ϕ,Γψ (τ)|
2(1 + |τ |2)sdτ

≤ C−2
ψ

∫
R2

(∫
Γψ(ξ0)

|ĝ(τ, ξ)|2 dξ

|ξ1ξ2|

)

×
(∫

R2

|ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2)|2

(
1 + |τ |2

1 + |ξ|2

)s
dξ

|ξ1ξ2|

)
dτ

≤ C−2
ψ

∫
R2

(∫
Γψ(ξ0)

|ĝ(τ, ξ)|2 dξ

|ξ1ξ2|

)
4s
(∫

R2

|ψ̂(ω1, ω2)|2
dω

|ω1ω2|

)
dτ

= 4sC−1
ψ

∫
Γψ(ξ0)

(∫
R2

|g(x , ξ)|2dx
)

dξ

|ξ1ξ2|
<∞.



ゆえにコーシー・シュワルツの不等式，フビニの定理，プランシュレルの定理，
仮定をもちいることで∫

R2

|f̂ϕ,Γψ (τ)|
2(1 + |τ |2)sdτ

≤ C−2
ψ

∫
R2

(∫
Γψ(ξ0)

|ĝ(τ, ξ)|2 dξ

|ξ1ξ2|

)

×
(∫

R2

|ψ̂(ξ−1
1 τ1, ξ

−1
2 τ2)|2

(
1 + |τ |2

1 + |ξ|2

)s
dξ

|ξ1ξ2|

)
dτ

≤ C−2
ψ

∫
R2

(∫
Γψ(ξ0)

|ĝ(τ, ξ)|2 dξ

|ξ1ξ2|

)
4s
(∫

R2

|ψ̂(ω1, ω2)|2
dω

|ω1ω2|

)
dτ

= 4sC−1
ψ

∫
Γψ(ξ0)

(∫
R2

|g(x , ξ)|2dx
)

dξ

|ξ1ξ2|
<∞.
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