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本講演で対象とするのは次のポテンシャルをもつ劣臨界半線形楕円型方程式である:{
−∆u+ V (x)u = up−1, u > 0 in RN ,

u ∈ H1(RN),

ここで N ≥ 3, 2 < p < 2∗ := 2N/N − 2, V (x) ≥ 0とする. 単純な場合ではあるが
V (x) ≡ m > 0 のとき,

−∆u+mu = up−1, u > 0 in RN ,

この方程式の解の性質は多くの結果が調べられている (存在性, 一意性, 球対称性, 基底
状態解, 遠方での減衰評価等, また文献としては [6, 1, 5, 2]等を参照). 一方で, V (x) ≡ 0

の場合,

−∆u = up−1, u > 0 in RN .

このときは非自明な解は存在せず, いわゆるリューヴィル型の定理が成立し, 自明解
u ≡ 0のみが得られる, [4]. ここではポテンシャル項と解の存在の有無の関係性に着目
し, V (x)が不連続な関数の場合での解の存在性とポテンシャルの変化に伴う解の漸近
性について考察する. 改めて以降では次の方程式を扱う:{

−∆u+ Vϵ(x)u = upϵ−1, u > 0 in RN ,

u ∈ H1(RN).
(1)

ここで N ≥ 3, 0 < ϵ ≪ 1, 2 < pϵ = 2∗ − ϵ < 2∗ = 2N/N − 2 とし, さらにVϵ(x)に関
して次の形を仮定する (Ω ⊂ RNは有界領域でかつ |Ω| ̸= 0),

Vϵ(x) =

{
0 x ∈ Ω,

ϵ x ∈ RN \ Ω.

ここでは方程式 (1)に対して非自明解の存在性および ϵ → 0における解の漸近性につ
いて言及する. 非自明解の存在性に関してNehariの変分原理を利用する. まずエネル
ギー汎関数は

Iϵ(u) :=
1

2

∫
RN

(|∇u|2 + Vϵ(x)|u|2)dx− 1

pϵ

∫
RN

|u|pϵdx

であり, u ∈ H1(RN)に対して Iϵ(·)は well definedかつ C1(H1,R)である. さらに,

Nehari多様体およびその臨界値を次で定義する.

Nϵ := {u ∈ H1(RN) \ {0} | I ′ϵ(u)[u] = 0}, mϵ := inf
Nϵ

Iϵ(u).
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また次の最小化問題の最良定数に注意する.

S = inf
u∈D1,2(RN )\{0}

|u|2∗=1

∫
RN

|∇u|2dx, Spϵ = inf
u∈H1(RN )\{0}

|u|pϵ=1

∫
RN

(|∇u|2 + ϵ|u|2)dx,

ただし |u|t = (
∫
RN |u|tdx)1/tであり, 各々の定数に対してミニマイザーが保証される.

定理 1. 方程式 (1) の基底状態解, すなわち mϵ = infNϵ Iϵ(u) を達成するuϵ ∈ H1(RN)

が存在する.またuϵ に対して次の等式が成立する.

lim
ϵ→0

∫
RN

|∇uϵ|2dx = lim
ϵ→0

∫
RN

|uϵ|pϵdx = S
N
2 , (2)

lim
ϵ→0

∫
RN

Vϵ(x)|uϵ|2dx = 0, lim
ϵ→0

∫
RN

|uϵ|2
∗
dx = S

N
2 . (3)

さらに, 部分列をとると, ある非自明なu ∈ D1,2(RN)が存在してuϵ ⇀ u in D1,2(RN)で
かつ次を満たす. ∫

RN

|∇u|2dx =

∫
RN

|u|2∗dx = S
N
2 . (4)

注意. (i) ϵ = 0としたときの形式的な極限方程式は−∆u = u2∗−1 in RN であり次のタ
イプの解 (Aubin-Talenti 関数)をもつ：

U(x) =
[N(N − 2)]

N−2
4

(1 + |x|2)N−2
2

,

∫
RN

|∇U |2dx =

∫
RN

|U |2∗dx = S
N
2 .

従って定理 1 の極限関数 u はAubin-Talenti 関数の性質を満たしていることがわかる.

また (2), (3), および (4)の関係から直ちにuϵ → u in D1,2(RN) と uϵ → u in L2∗(RN)

の強収束性が得られることがわかる.

(ii) ũϵ = uϵ/(
∫
RN |uϵ|2

∗
dx)

1
2∗ を導入すると, (2), (3), (4)の関係から

∫
RN |∇ũϵ|2dx → S

かつ
∫
RN |ũϵ|2

∗
dx = 1となる. このことから ũϵはSに対する最小化列の性質を満たす

ので, この ũϵ に対して [3]の議論 (凝集・集中原理)から, (ũϵ)に平行移動および拡大縮
小の変換を施すことでSに対するD1,2での相対コンパクト性が得られることがわかる.

この事実に対して定理 1 ではこのような変換を施すことなくuϵに対してのある意味で
のコンパクト性が得られることを述べている.
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