
力学系の軌道分布と熱力学形式
追手門学院大学理工学部　盛田 健彦

講演では 2次元無食散乱開撞球系をひな形として，熱力学形式と呼ばれる一般論
を適用して力学系の軌道の分布を調べる手法を紹介した．本ノートでは講演内容を
補足し参考文献を与える．

1. 2次元無食散乱開撞球系
力学系やエルゴード理論についての基礎知識については久保-矢野 [17]やWalters

[31]が参考になる．とくに，[17]の第 1部には本ノートで扱う 2次元無食散乱開撞球
系について詳しい説明が与えられている．井川 [11, 12]には散乱理論における修正
Lax-Phillips予想への記号力学系の応用が扱われており，[13, 14]には．[11, 12]の研
究手法に至った経緯についても触れられている．関連して [11, 12]で導入された記
号力学系の特異摂動の考え方を発展させて，より汎用性の高いものにする定式化が
[27]で提案されている．
N ≥ 3とし以下の条件を満たすN 個の有界領域Q1, Q2, . . . , QN ⊂ R2を考える．

(H1)(散乱条件) 任意の j(1 ≤ j ≤ N)に対してQjは凸領域で境界 ∂QjはC3級単
純閉曲線．
(H2)(無食条件) 任意の相異なる添え字の三つ組 (j1, j2, j3)に対して

conv(Qj1 ∪Qj2) ∩Qj3 = ∅．

ここで，A ⊂ R2に対して conv(A)はAの凸包 (Aを包む最小の凸集合)を表す．

(13)
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(14)

Qj1 Qj2 Qj3

˔ SR2 = R2 × S1ɿR2ͷ୯Ґ઀όϯυϧɽ

˔ π : SR2 → R2 ; (q, v) #→ qɿࣗ વͳࣹӨɽ

˔ ΘΕΘΕͷϏϦϠʔυྲྀStͷঢ়ଶۭؒ͸

M = π−1(Q) ∪ (π−1(∂Q))/ ∼.
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M = π−1(Q) ∪ (π−1(∂Q))/ ∼.図 1

x = (q, v)は q ∈ ∂Qj2 における反射状態であり，Txが次の反射状態を表している．

1



補足. (1) (力学系) 図 1を説明する前に力学系について書いておく．本ノートで力
学系というときは，Mを想定しうる状態全体の空間とし，Tを時間の空間としてR，
R≥0 = {t ∈ R : t ≥ 0}，Z，または Z≥0 = {n ∈ Z : n ≥ 0}を考え，時間発展の規
則が変換を要素とする半群 {T t : t ∈ T}を用いて x0 = x ∈M,

xt = T tx

で与えられていることを意味している．したがって，状態空間と変換の族 (M, {T t})，
または，変換族 {T t}を力学系という．とくに，TがZまたはZ≥0のとき，離散 (時
間)力学系という．より一般に「力学系とは幾何学的な対象への代数系の作用であ
る」といってもよいだろう．
(2) 平面内を単位質量の質点が単位速度で等速直線運動する状況をを考えてみよ

う．指定された時刻 0における質点の位置 qと速度 vが与えられると，時刻 tにおけ
る質点の状態 xt = (qt, vt)は

xt = (qt, vt) = (q + tv, v)

となる．この場合，状態空間M はR2の単位接束

SR2 = R2 × S1 = {x = (q, v) : q ∈ R2, v ∈ S1}

である．ただし，S1 = {v ∈ R2 : ‖v‖ = 1}．π : SR2 → R2 ; (q, v) 7→ qを自然な射
影とする．

各領域Qj は散乱体 (scatterer)とか障害物 (obstacle)という．今回ひな形とす
るのは平面内の等速直線運動を少しだけ複雑にしたもので，散乱体の外部領域Q =

R2 \
⋃N

j=1Qjでは単位速度で等速直線運動し，境界 ∂Q =
⋃N

j=1 ∂Qjにおいて完全弾
性衝突，すなわち，∂Qへの入射角と反射角が等しい反射を行って運動を続ける質点
の運動を記述する力学系である．状態空間は

M = π−1Q ∪ ((π−1∂Q)/ ∼)

とするのが自然であろう．ただし，M0 = (π−1∂Q)/ ∼は ∂Qにおける入射状態 (q, u)

と反射状態 (q, v)を同一視したもので，以後は代表元として反射状態を採用し

M0 = {x = (q, v) : (v, n(q)) ≥ 0}.

とみなすことにしよう．ここで，n(q)は領域Q = R2 \
⋃N

j=1Qjの q ∈ ∂Qにおける
Qの単位内法線ベクトル (外部領域Qの内部に向いていることに注意，図 1参照)．
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(3) ひな形の力学系は完全弾性衝突を伴うということで撞球系 (billiard system)

と呼ばれる力学系の一種である．閉曲面や閉領域内に散乱体を配置した Sinaiの撞
球系 ([30])が有名であるが，それに対して今回の撞球系は開撞球系と呼ばれるもの
に類する．領域Qを撞球台ということもある．散乱開撞球や Sinaiの撞球は ‘カオス
的’撞球の例である．カオス的撞球についてはChernov-Markarian [5]を参照された
い．また，[15, 16]では Sinaiの撞球を一般化した力学系のエルゴード理論的性質が
調べられている．

力学系 (M, {T t}t∈T)を考えるとき，状態空間の元 x ∈ M に対して {T tx}t∈Tを x

の軌道という．T tx = xを満たす t > 0が存在するとき tを xの周期といい，xは力
学系 {T t}t∈Tの周期点であるという．とくに，p(x) = min{t > 0 : T tx = x}を x

の素周期，または最小周期という．本ノートでは周期を表す記号としては，便宜上，
離散時間の場合には「p」を，連続時間の場合には「l」を使うことがある．
周期点 xの軌道を周期軌道といい，集合 {y : y = T tx for some t(0 ≤ t < p(x))}

と同一視する．周期軌道は γなどで表し，xの周期軌道であることを強調するとき
は γ(x)などと書く．周期軌道 γに対して x ∈ γのとき p(x)は xに依存しないから
p(γ) = p(x)を γの素周期ということにする．
以下では，T tはときとして一般の力学系を指す場合もあるが，とくに断らない限

り，ひな形となる散乱開撞球系を表すものとする．
われわれの興味の対象となるのは次のような集合となる．

Ω = {x = (q, v) : 無限個の t > 0と無限個の t < 0に対してπ(T tx) ∈ ∂Q}

Ωは過去においても未来においても有界集合内にとどまるような初期状態の全体に
一致することは明らかであろう．Ωが豊富な構造をもっていることを説明するには
もう少し準備が必要である．T tをΩ上に制限したものも同じ記号で表すことにする．

2.記号力学系—離散化と符号化—

本節の参考文献としては第 1節と重複するが，[11, 12, 13, 14, 17]を挙げておく．
双曲力学系に研究において記号力学系の構成は極めて基本的な手法である．通常は
例外的な集合を除いての議論となるが，われわれのひな形では上のΩで考えること
により例外点なしで扱うことができる．そのため，むしろ人工的に感じる方もある
かも知れない．双曲力学系に関する標準的な記号力学系の構成法についてはBowen

[1, 2, 3]を参照されたい．
x ∈M0に対して  t+(x) = inf{t > 0 : T tx ∈M0},

t−(x) = sup{t < 0 : T tx ∈M0}
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とおく．ただし，便宜上，inf ∅ = +∞, sup ∅ = −∞としておく．

Ω0 = Ω ∩M0 = {x = (q, v) : x ∈ Ω, q ∈ ∂Q}

とおくと，x ∈ Ω0ならば t+(x) < +∞かつ t−(x) > −∞である．このとき，x ∈ Ω0

ならば，
Tx = T t+(x)x, T−1x = T t−(x)x

が定義できる．t−(Tx) = −t+(x)が成り立つことに注意しておく．商空間

Ωt+

0 = {(x, u) : x ∈ Ω0, 0 ≤ u ≤ t+(x)}/ ∼

を考える．‘∼’は (x, t+(x))と (Tx, 0)を同一視を意味する．さらに Ωt+

0 上の変換族
Stを (x, u) ∈ Ωt+

0 に対して

St(x, u) = (x, u+ t) (t ∈ R)

と定めれば StはΩt+

0 上の力学系となる．力学系 (Ω, T t)は力学系 (Ωt+

0 , S
t)とみなす

ことができる．連続時間の力学系 (Ω, T t)の軌道の情報は離散時間力学系 (Ω0, T )と
関数 t+の情報に変換された．イメージとしては図 2ようになる．力学系 (Ωt+

0 , S
t)は

T を底変換 (base transformation)とし，t+を天井関数 (roof function, ceiling

function)とする {T t}のS表現，または，懸垂流 (suspension)という．
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図 2

次に，底変換の符号化を導入しよう．S = {1, 2, . . . , N}とし，散乱体Qjを jで表
す．散乱体を天体のようにみなすと条件 (H2)は各散乱体から他の散乱体がいつも満
月の状態で観測されることを意味する．実現可能であることは後ほど述べるが，n
回目の衝突が散乱体 ξnで起こるという意味で想定し得るすべての衝突パターン全体
は以下のような数列全体となる．

Σ = {ξ = (ξn)n∈Z ∈ SZ : ξn 6= ξn+1 for all n ∈ Z}.
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対角成分のみが 0となるN ×N 0-1 行列

A =


0 1 · · · 1

1 0 · · · 1
...

...
. . .

...

1 1 · · · 0

 = (1− δ(ij))

を考えると

Σ = ΣA = {ξ = (ξn)n∈Z ∈ SZ : A(ξnξn+1) = 1 for all n ∈ Z}

である．Σに付随した離散力学系としてシフト変換 σ : Σ → Σ ; ξ 7→ σξ

(σξ)n = ξn+1 (n ∈ Z)

を考えることができる．

補足. (1)(有限型サブシフト (subshift of finite type)) 一般に S = {1, 2, . . . , N}
をアルファベット集合などといい，N ×N 0-1 行列Aに対して

ΣA = {ξ = (ξn)n∈Z ∈ {1, 2, . . . , N}Z : A(ξnξn+1) = 1 for all n ∈ Z}

とおく．ΣAはシフトを力学系として備えており，有限型サブシフトと呼ばれる．と
くに，Aのすべての成分が 1の場合をN文字のフルシフトという．フルシフトはSZ

に他ならない．フルシフト SZに Sの直積位相を導入するとコンパクト空間となり，
有限型サウシフトの空間は σΣA ⊂ ΣAを満たす閉部分集合となる．
(2)(位相的混合性) 0-1行列Aが定める有限型サブシフトにおいてAn0 > 0を満た

す n0 ∈ Nが存在するならば，(ΣA, σ)は以下の位相的混合性をもつ．
空でない任意の開集合 U, V ⊂ ΣAに対して n1 ∈ Nが存在して n ≥ n1なる限り

U ∩ σ−nV 6= ∅．
われわれの Σの場合にはA2 > 0であり，対応するサブシフト (Σ, σ)は位相的混合
性をもつ．
(3)(dθ距離) SZの直積位相は以下で導入する距離による距離位相に一致する．
θ ∈ (0, 1)をとる．ξ = (ξn), η = (ηn) ∈ SZに対して

n(ξ, η) = inf{n ≥ 0 : ξn 6= ηn または ξ−n 6= η−n}

とおき，
dθ(ξ, η) = θn(ξ,η)

と定める．ここでも inf ∅ = +∞としておく．　
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散乱開撞球に話をもどそう．Σを上で与えた有限型サブシフトとし，ξ(·) : Ω0 → Σ

を x ∈ Ω0に対して

ξ(x) = (ξn) (各 nに対してπ(T nx) ∈ ∂Qξn のとき).

で定義する．このとき，以下が成り立つ．
定理 1([21]). (H1)，(H2)を満たす撞球台Qに対して，ξ(·) : Ω0 → Σは全単射で
可換図式

Ω0
T−−−→ Ω0

ξ

y yξ

Σ −−−→
σ

Σ

が成り立つ．x(·) : Σ → Ω0を ξ(·)の逆写像とし，θ = 1/(1 + tminkmin)とおく．た
だし，

tmin = min{dist(Qi, Qj) : i 6= j}

kmin = min{k(q) : k(q) は q ∈ ∂Q における曲率 }

とする．このとき，r : Σ → Rを r(ξ) = t+(x(ξ))で定義すると，rは dθ-Lipschitz

連続となる．すなわち，C > 0が存在して，任意の ξ, η ∈ Σに対して

|r(ξ)− r(η)| ≤ Cdθ(ξ, η)

が成り立つ．

定理 1の系 商空間

Σr = {(ξ, u) : ξ ∈ Σ, 0 ≤ u ≤ r(ξ)}/ ∼

上に，底変換 σ，天井関数 rの Σr 上の懸垂流 {σt}を考える．Ωt+

0 の場合と同様に
‘∼ ’は (ξ, r(ξ))と (σξ, 0)の同一視を意味する．このとき，同相写像φ : Σr → Ωで，
以下の可換図式を満たし，対応する {σt}の周期軌道と {T t}の周期軌道の素周期が
一致するものが存在する．

Σr σt

−−−→ Σr

φ

y yφ

Ω −−−→
T t

Ω
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(3)
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図 3

イメージとしては横軸 Σと rのグラフで囲まれた部分が Σr.

補足. (1) ΩやΩ0が豊富な構造をもっていることは気にせず話を進めてきたが，定
理 1によってそれが空論ではなかったことが確かめれたわけである．
(2) Σrは距離空間の直積Σ×Rから自然に距離が入る．それも dθであらわす．局

所的な議論のみでよいときには実質的に基本領域 {(ξ, u) : ξ ∈ Σ, 0 ≤ u < r(ξ)}上
の直積距離のことと思ってとくに問題はない．
(3) 無食散乱開撞球 (Ω, {T t})の場合，対応する記号力学系 (Σr, {σt})との関係は

同相写像 φ : Σr → Ωで結び付けられている．

3.熱力学形式
本節では，熱力学形式の基本的事実を散乱撞球系に対応する記号力学系を使って

紹介するが，それらすべてが位相的混合性をもつ有限型サブシフトおよびそれを底
変換とし，正値 dθ-Lipschitz連続関数を天井関数とする懸垂流に対しても成立するこ
とが知られている．熱力学形式の一般論についてはRuelle [29]やBowen [3]を，懸
垂流についての扱いについては [4, 28]を参照されたい．
われわれの散乱開撞球系の力学系としての情報は底変換が有限型サブシフトΣとΣ

上の天井関数 rの性質に変換されている．一方，ΣはN ×N 0-1行列A = (1− δ(ij))
が定める 1次元格子Z上のN種類のスピンの配置空間を表しているとみなすことが
できる．r(·)をΣ上のポテンシャルと考えることで平衡統計力学の視点からポテン
シャル rに対応した平衡状態の言葉で系の詳細を調べることができる．
Fθ(Σ)，Fθ(Σ

r) をそれぞれの距離に関する Lipschitz 連続関数全体とし，C(Σ)，
C(Σr)は連続関数全体とする．
まず，Gibbs測度の存在と一意性から始めよう．
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定理 2. 実数値間数 f ∈ Fθ(Σ)に対して以下の条件を満たす σ不変確率測度 µが一
意的に存在する．
定数 P とC ≥ 1が存在して，任意の ξ ∈ Σと n ∈ Nに対して

C−1 ≤ µ ({η ∈ Σ : ηi = ξi for each i(0 ≤ i ≤ n− 1)})
exp (−nP + Sn(σ)f(ξ))

≤ C.

ただし，Sn(σ)f(ξ) =
∑n−1

k=0 f(σ
kξ)．

補足. (1) 習慣的に変換 T と関数 f に対して Sn(T )f =
∑n−1

k=0 f ◦ T kと書く．変換 T

がなんであるか明確な場合は Sn(T )f は Snf と書く．連続時間の力学系 {T t}の場合
には Stf(·) =

∫ t

0

f(T u(·)) duである．
(2) 力学系理論では定理 2の不等式を満たす σ不変確率測度をポテンシャル f に

関するGibbs測度という．統計力学における通常のGibbs測度の定義とは異なるが，
この場合については同一のものであることが知られている．
(3) 一般に νが力学系 {T t}t∈Tの不変測度とは任意の t ∈ Tに対して ν((T t)−1B) =

ν(B)がすべての可測集合Bについて成り立つような測度である．以下，不変測度
というときはとくに断らない限り不変確率測度のこととする．
(4) 定理 2の不等式の各辺の (−1/n) logをとって n → ∞とすると，極限の存在

を認めて考えると

lim
n→∞

− 1

n
log µ ({η ∈ Σ : ηi = ξi for each i(0 ≤ i ≤ n− 1)})

=P + lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f(σkξ)

が成り立つ．ひな形の場合Gibbs測度はエルゴード的 (実は，さらに強く混合的)で
あることが知られており，エルゴード定理によってµ-a.e.ξに対して極限値は

∫
Σ

f dµ

である．結果として µ-a.e.ξに対して 1行目の極限が存在するわけだが，こちらのほ
うは Shanon-McMillan-Breimanの定理によって µに関するエントロピー h(σ, µ)に
等しいことがわかる．エルゴード定理や Shanon-McMillan-Breimanの定理の主張に
ついては [31]を参照．
(5) 定理 2で出現した定数 P は一意的に定まり，f に関する位相的圧力と呼ばれ

る量 P (σ, f)で
P (σ, f) = sup

ν∈M(σ)

(
h(σ, ν) +

∫
Σ

f dν

)
で与えられる．ここで supν∈M(σ)はすべての σ不変測度 νにわたっての上限を考え
ることを意味する．Gibbs測度 µは右辺の括弧内の量を最大化していおり，f に関
する平衡状態と呼ばれるものになっている．実のところ位相的圧力の本来の定義は
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別にあり，上述の上限による特徴づけは変分原理といわれる一連の結果の一つであ
る (詳細については [3]のCh.1, Ch.2 および [31] Ch.9 参照)．

次に，転送作用素について述べておこう．転送作用素を利用したGibbs測度の構
成法は熱力学形式における極めて重要な手法を提供してきた．可逆な系に転送作用
素の方法を使う場合には過去において同じ符号化をもつ点の全体 (局所安定多様体)

を 1点とみなすことによって，ある種の粗視化を行って不可逆化する．ひな形を例
にとると両側シフトΣに対して片側シフト

Σ+ = {ξ ∈ SZ≥0 : A(ξnξn+1) for any n ≥ 0}

を考えるということに対応する．
命題 3 任意の f ∈ Fθ(Σ)に対して ψ ∈ F√

θ(Σ)が存在して f̃ = f + ψ ◦ σ − ψとお
くと，ξ[0,∞, 0) = η[0,∞)を満たす任意の ξ, η ∈ Σに対して f̃(ξ) = f̃(η)が成り立
つ．ただし，ξ[0,∞) = ξ0ξ1ξ2 · · ·．

命題 3によって，
Snf̃(ξ) = Snf(ξ) + ψ(σnξ)− ψ(ξ)

であるから，部分和 Snf と Snf̃ の差は nによらず有界である．とくに σnξ = ξであ
れば両者は一致する．さらに，定理 2から容易に µが f のGibbs測度であることと
f̃ のGibbs測度であることは同値となることがわかる．
結局，n → ∞における Snf や周期軌道に関する量の挙動を調べる際は，懸垂流

における天井関数 rも含め命題 3を適用することによって片側シフト Σ+の上の話
に帰着することができる．以下，しばらくの間は r̃，f̃ を改めて r，f と書くことに
してΣ+上で議論する．ひな形の系を考える上では，

√
θについても θと書き換えて

議論する．
f ∈ Fθ(Σ

+)と g ∈ C(Σ+)に対して

Lfg(ξ) =
∑

η :ση=ξ

ef(η)g(η) (ξ ∈ Σ+)

とおく．作用素 g 7→ Lfg は転送作用素の一種で Ruelle作用素と呼ばれる．次は
Ruelle-Perron-Frobeniusの定理として知られている．
定理 4 (1) Lf は C(Σ+)からそれ自身への有界線形作用素であると同時に Fθ(Σ

+)

からそれ自身への有界線形作用素でもある．
(2) Lf : C(Σ+) → C(Σ+)は正の単純最大固有値 λ = λf をもち，対応する 1次

元固有空間は h ∈ Fθ(Σ
+)で h > 0なるものによって張られる．

(3) Lf : Fθ(Σ
+) → Fθ(Σ

+)の固有値 λ以外スペクトルは λより小さい半径の円
板内にある．
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(4) Lf : C(Σ+) → C(Σ+)の双対作用素 L∗
f に対して λ−1L∗

fν = νを満たす確率
測度 ν = νf がただ１つ存在し，任意の開集合 U に対して ν(U) > 0が成り立つ．
以下，(2)の hは

∫
Σ

h dνf = 1なるものをとする．

(5) 任意の g ∈ C(Σ+)に対して λ−nLn
fgは n → ∞のとき

∫
Σ

g dνf · hに一様収束
する．

補足. (1) ν = νf は f に関する共形測度と呼ばれることもあり，任意の g1 ∈ L1(ν)

と g2 ∈ L∞(ν)に対して∫
Σ

(λ−1Lfg1)g2 dν =

∫
Σ

g1(g2 ◦ σ) dν

が成り立つ．ν を参照測度として (Σ+, σ)を ν に関して非特異な力学系とみなせば
λ−1Lf は νに関する σのPerron-Frobenius作用素と呼ばれるものになり，そのスペ
クトル論的性質から ν絶対連続不変測度の情報を引き出す際に重要な役割を果たす．
(2) µ = µf = hν，つまり，hを密度関数とする ν絶対連続測度が fに関するGibbs

測度となっており，位相的圧力 P (σ, f)は P (σ, f) = log λで与えられる．
(3) 転送作用素の n回合成は

Ln
fg(ξ) =

∑
η :σnη=ξ

eSnf(η)g(η) (ξ ∈ Σ+)

となる．

実数値間数 f ∈ Fθ(Σ
+)に対して eP (σ,f)がLf の単純固有値であることにより，線

形作用素の摂動論を使うことができて P (σ, f)が f に実解析的に依存することがわ
かる．f, g ∈ Fθ(Σ)のときSngのGibbs測度 µf に関する分布の特性関数を近似して
いる．
命題 5. 実数値関数 f, g ∈ Fθ(Σ)に対して

d

dt
P (f + tg)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
Σ+

g dµf

d2

dt2
P (f + tg)

∣∣∣∣
t=0

= Vµf
(g) ≥ 0,

ここで，Vµf
(g)は µf に関する gの極限分散

Vµf
(g) = lim

n→∞

1

n

∫
Σ+

(
Sng − n

∫
Σ+

g dµf

)2

dµf .

である．とくに，Vµf
(g) = 0となる必要十分条件は定数 cと ψ ∈ L2(µf )が存在して

g = c+ ψ ◦ σ − ψとなることである．
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本来，位相的圧力はコンパクト距離空間X上の連続変換 T と実数値連続関数 f ∈
C(X)に対して定義されている．この機会にその基本的性質を命題にまとめておこ
う．f, g ∈ C(X)に対して ψ ∈ C(X)があって g = f + ψ ◦ T − ψが成り立つとき
f ' gと書く．
命題 6 (1) f, g ∈ C(X)が f ≤ gを満たすならば P (T, f) ≤ P (T, g)．
(2) P (T, ·) : C(X) → Rは凸である．すなわち，f, g ∈ C(X)，0 ≤ t ≤ 1ならば

P (T, tf + (1− t)g) ≤ tP (T, f) + (1− t)P (T, g)．
(3) c ∈ R，f, g ∈ C(X)が f ' g + cのとき，P (T, f) = P (T, g) + c．
(4) f, g ∈ C(X)に対して |P (T, f)− P (T, g)| ≤ ‖f − g‖∞．
命題 3と命題 6を合わせると可逆な力学系 (Σ, σ)についても f ∈ Fθ(Σ)について

(Σ+, σ)の場合と同様の位相的圧力に関する結果が成立することがわかる．
fを複素数値とした場合にはPollicottによる次の結果が知られている ([28]または

[18]の Sharpによるサーベイを参照)．有界線形作用素Lに対してスペクトル半径を
ρ(L)で表す．
定理 7. f ∈ Fθ(Σ

+)とし u = Ref，v = Imf とする．このとき，Fθ(Σ
+)の作用

素として ρ(Lf ) ≤ ρ(Lu) = eP (σ,u)が成り立つ．ρ(Lf ) = eP (σ,u)となるのは a ∈ R，
k ∈ C(Σ+ → 2πZ)および実数値関数 ψが存在して v = a + k + ψ ◦ σ − ψが成り立
つときに限る．このとき，Lf は絶対値最大の単純固有値 eP (σ,u)+

√
−1aをもち，他の

スペクトルは半径が eP (σ,u)より小さい円板に含まれる．
Lf のスペクトルについてはさらに本質的スペクトル半径に関する次の結果が知ら

れている．これも Pollicottによる ([18]の Sharpによるサーベイを参照)．
定理 8. f ∈ Fθ(Σ

+)とし u = Ref，v = Imf とする．このとき，Fθ(Σ
+)の作用素

としてのスペクトルは次の集合 (i)，(ii)の和集合である．
(i) {z ∈ C : |z| ≤ θeP (σ,u)}．
(ii) {z ∈ C : θeP (σ,u) < |z| ≤ eP (σ,u)}に属する高々可算個の有限重複度をもつ固

有値．

離散化 (Σ+, σ)についてはこれくらいにして，懸垂流 (Σr, {σt})についての類似に
ついて考える．
ひな形の力学系に付随する記号力学系 (Σr, σt)で考える．連続時間力学系 {σt}の

不変測度 νに関するエントロピーは h(σt, ν) = |t|h(σ1, ν)を満たすことが知られてい
る．そこで，離散時間の場合の変分原理からの類似の発想で実数値関数 F ∈ C(Σr)

に対して
P ({σt}, F ) = sup

ν̃∈M({σt})

(
h(σ1, ν̃) +

∫
Σr

F dν̃

)
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で位相的圧力を定義する．離散時間のときと同様に位相的圧力には本来別に定義が
あり，上式のような変分原理が成立することが知られている (例えば，[4, 28])．
底変換 σの不変測度の全体M(σ)と懸垂流 {σt}の不変測度の全体M({σt})の間

には次の関係式によって自然な全単射が存在する．∫
Σr

F dν̃ =

(∫
Σ

r(ξ) dν

)−1 ∫
Σ

dν

∫ r(ξ)

0

F (ξ, u) dl (F ∈ C(Σr)).

ここで lは Lebesgue測度を表す．したがって，エントロピーについては

h(σ1, ν̃) =

(∫
Σ

r(ξ) dν

)−1

h(σ, ν)

の関係がある．平衡状態および位相的圧力の関係について命題としてまとめておく．
命題 9. 実数値関数 F ∈ Fθ(Σ

r)に対して，f ∈ Fθ(Σ)を

f(ξ) =

∫ r(ξ)

0

f(ξ, u) dl (ξ ∈ Σ)

で定義する．また，c = P ({σt}, F )とする．このとき，以下が成り立つ．
(1) F に関する平衡状態 µF ∈ M({σt})が一意的に存在する．
(2) µF = µ̃f−crが成り立つ．ただし，µf ∈ M(σ)は f − crに関する σの平衡状

態である．
(3) µF はエルゴード的で，空でない開集合で正の値をとる．
(4) G ∈ Fθ(Σ

r)を実数値関数とするとき，t 7→ P (tG+ F )は tについて実解析的
であって，

d

dt
P (F + tG)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
Σr

GdµF

d2

dt2
P (F + tG)

∣∣∣∣
t=0

= VµF
(G) ≥ 0.

ここで，VµF
(G)は µF に関するGの極限分散

VµF
(G) = lim

t→∞

1

t

∫
Σr

(
StG− t

∫
Σr

GdµF

)2

dµF .

である．ただし，StG =

∫ t

0

G ◦ σs ds．とくに，VµF
(G) = 0となる必要十分条件は

定数 cと ψ ∈ L2(µF )が存在して任意の t ≥ 0に対して StG = c+ ψ ◦ σt − ψとなる
ときに限る．

4. 周期軌道の分布とゼータ関数
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本節では主に [21, 22, 24, 25, 26]で得られた一連の結果を紹介する．双曲力学系
の周期軌道分布に関する一般論についても [28]および [18]の後半に収めらている
Sharpのサーベイが参考になる．
(Σr, σ)，(Σ, σ)はそれぞれ散乱開撞球系 (Ω, T t)，(Ω0, T )に対する記号力学系とす

る．また，PO({T t})，PO(T )等は周期軌道の全体を表すこととする．
次の形式的なオイラー積で散乱開撞球の周期軌道に関するゼータ関数を定義する．

ζQ(s) =
∏

γ∈PO({T t})

(1− e−sl(γ))−1. (∗)

ここで，ζQの添字Qは散乱撞球台Qの長さスペクトルに関するものであることを
意味する．
まずは，Re sが十分大きな sに対して (∗)の右辺の無限積が絶対収束することを

仮定して式変形を実行してみる．

log ζQ(s) =
∑

γ∈PO({T t})

− log(1− e−sl(γ)) =
∑

γ∈PO({T t})

∞∑
k=1

e−ksl(γ)

k

PO({Tt})とP0(T )の間には，対応する周期軌道を γ ∈ PO({Tt})，τ ∈ PO(T )とす
ると各 x ∈ τ に対して

l(γ) =

p(τ)−1∑
k=0

t+(T kx)

が成り立つような自然な全単射があることに注意すると x ∈ τ に対して p(x) = p(τ)

として∑
γ∈PO({T t})

∞∑
k=1

e−ksl(γ)

k
=

∑
τ∈PO(τ)

∞∑
k=1

1

k

1

p(τ)

∑
x∈τ

exp

−s
p(τ)k−1∑

j=0

t+(T jx)


=

∞∑
p=1

∑
τ∈PO(τ):p(τ)=p

∞∑
k=1

∑
x∈τ

1

kp
exp

(
−s

pk−1∑
j=0

t+(T jx)

)

=
∞∑
p=1

∑
x:p(x)=p

∞∑
k=1

1

kp
exp

(
−s

pk−1∑
j=0

t+(T jx)

)

=
∞∑
n=1

1

n

∑
x:Tnx=x

exp

(
−s

n−1∑
j=0

t+(T jx)

)

=
∞∑
n=1

1

n

∑
ξ:σnξ=ξ

exp (−sSnr(ξ))

を得る．よって，Re sが十分大のとき，

ζQ(s) = exp

(
∞∑
n=1

1

n

∑
ξ:σnξ=ξ

exp (−sSnr(ξ))

)
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が成り立つはずである．実際，定理 4 ∼ 定理 7を参考にして P (−Hr) = 0をみたす
Hをとると Re s > Hにおいては (∗)の右辺が絶対収束し，s = Hを越えて ζQを有
理型に解析接続できるかという問題と転送作用素のスペクトルが関係あることが想
像できるであろう．散乱開撞球系のゼータ関数 ζQに関して得られている結果を定理
にまとめておこう．
定理 10 正数H, α, βが存在して以下が成立する．
(1) 半平面Re s > Hにおいて (∗)の右辺の無限積は絶対収束し，零点をもたない

解析関数を表す．
(2) 半平面Re s > H − αにおいて ζQは s = Hに 1位の極をもつ以外は解析的な

有理型関数に接続される．
(3) 半平面Re s > −βにおいて ζQは零点をもたない有理型関数に接続される．と

くに，ζQ(0) = −1/(N − 2)2N−1が成り立つ．

(21)

s = 0 s = H s = H − a
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図 4

補足. (1) 定理 10(2)からRe s ≥ H を含む領域に s = H のみを 1位の極とするよ
うに有理型接続できることから，その領域において，正則関数 φがあって

−ζQ(s)
ζQ(s)

=
1

s− 1
+ φ(s)

のように表されていることがわかる．一方，Riemanゼータ関数との類似から

−ζQ(s)
ζQ(s)

=

∫ ∞

0

e−Hst dΦ(t),

Φ(t) =
∞∑
n=1

∑
γ∈PO({T t}):nl(γ)≤t

Hl(γ)

であるから Ikehara-Wiener のTauber型定理を適用して素数定理の類似

πQ(t)
Ht

eHt
→ 1 (t→ ∞)
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を得る．ただし，
πQ(t) = ♯{γ ∈ PO({T t}) : l(γ) ≤ t}.

ここまでは [21]で扱われている．双曲力学系に関する周期軌道分布についての一般
論については [28]によって 1990年ごろまでの文献も含め情報を得ることができる．
(2) 定理 10(2)の s = H以外に極をもたない半平面の存在については扱われてい

る文献をみつけることは難しいが，[8]で得られている結果に散乱開撞球系の幾何学
的な性質を組み合わせることで証明できる (関連して [6, 7, 8, 9]も参照)．
s = H以外に極をもたない半平面の存在がわかると，素数定理の類似は以下のよ

うに精密化される ([18]に収められている Sharpのサーベイを参照，とくに，散乱開
撞球系を扱う際には [8]が便利である)．0 < c < Hが存在して

πQ(t) = li(eHt0 +O(ect) (t→ ∞),

ただし，
li(t) =

∫ t

2

du

log u
.

(3) x, y ∈ Ω0を ξ(x)0 = ξ(y)0なるようにとる． このとき，

[x, y] = x(ξ(x)(−∞,−1]ξ(y)[0,∞)), [y, x] = x(ξ(y)(−∞,−1]ξ(x)[0,∞))．

言い換えると，[x, y]は xとは過去において衝突する散乱体が一致し，未来において
は yと衝突する散乱体が一致するような点を表す (定理 1より，このような点は一意
的に存在する)．

φ(x, y) =
∞∑

n=−∞

{t+(T nx)− t+(T n[x, y])− t+(T n[y, x])− t+(T ny)}

で時間的距離関数 (temporal distance function)を定義すると φ(x, y)はΩ0にお
ける 4点 x, [x, y], y, [y, x]を頂点とするある種の四辺形の面積となり，強非可積分
性をみたすことがわかる．結果としてC > 0と c > 0が存在して任意の実数値関数
F, G ∈ Fθ(Σ

r)と t > 0に対して∣∣∣∣∫
Σr

(F ◦ σt)Gdµ0 −
∫
Σr

F dµ0

∫
Σr

Gdµ0

∣∣∣∣ ≤ Ce−ct‖F‖θ‖G‖θ

が成り立つ．ここでは便宜上，Σr定数関数 0関する {σt}の平衡状態 µ0，すなわち，
命題 9(2)より µ̃−rを用いたが，同様の結果は Fθ(Σ

r)に属する任意の実数値関数に
関する平衡状態についても成立しており，基本となる不変測度として必ずしも µ0に
限定する必要はない．
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時間的距離関数の計算については Sinaiの撞球の類ではあるが，久保 [15] におい
ても懸垂流のKolmogorov性を示す際に同様の議論が使われていることは特筆に値
する．

5. 力学系の中心極限定理
本節では講演当日は時間の都合で話すことができなかった懸垂流に関する中心極

限定理について少し触れておく．
まず，ひな形の散乱開撞球系に対応する記号力学系 (Σ, σ)および (Σr, {σt})につい

て考える．離散時間力学系 (Σ, σ)については，命題 3を再度利用して不可逆な力学系
(Σ+, σ)の議論に帰着する．r ∈ Fθ(Σ

+)であり，λ−Hr = 1，すなわち，P (−Hr) = 0

となることに注意してRuelle-Perron-Frobeniusの定理 (定理 4)を適用するとC > 0

とρ ∈ (0, 1)が存在して任意の実数値関数f ∈ Fθ(Σ
+)に対して自己相関係数Cn(f)が

|Cn(f)| ≤ Cρnを満たすことがわかる．というのは，簡単のためµ = µ−Hr，L = L−Hr

とし，
∫
Σ+

f dµ = 0を仮定するとCn(f)については

Cn(f) =

∫
Σ+

(f ◦ σn)f dµ =

∫
Σ+

fLn(fh) dν

が成り立ち，L(·) −
∫
Σ

(·) dν : Fθ(Σ
+) → Fθ(Σ

+)のスペクトル半径を ρとすると

ρ < 1である．よって，
∫
Σ+

f dµ =

∫
Σ+

fh dν = 0を加味すると∣∣∣∣∫
Σ+

fLn(fh) dν

∣∣∣∣ ≤ C‖f‖∞‖f‖θρn

　を得る．さらに，命題 5で与えた極限分散は絶対収束級数

Vµ(f) = C0(f) + 2
∞∑
n=1

Cn(f)

で与えられる．ゆえに，Gordin [10]により，Vµ(f) > 0が成り立つならば中心極限
定理

µ

({
ξ ∈ Σ+ :

Snf√
Vµ(f)n

≤ t

})
→ 1√

2π

∫ t

−∞
e−u2/2 du (n→ ∞)

を得る．

補足. (1) t ∈ Rとすると L√
−1tf−Hr : Fθ(Σ

+) → Fθ(Σ
+)は tに関して実解析的な

有界線形作用素の族となることに注目しよう．∫
Σ+

exp
(√

−1tSnf
)
g dν =

∫
Σ+

Ln
−Hr(e

√
−1tSnfg) dν

=

∫
Σ+

Ln√
−1tf−Hrg dν
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が成り立ち，上式の左辺は参照測度νに関する確率密度g ∈ Fθ(Σ
+)をもつ測度に関す

るSnfの特性関数に他ならない．tの作用素値関数として実軸の近くでのLn√
−1tf−Hr

のスペクトル分解
Ln√

−1tf−Hr = enP (
√
−1tf−Hr)E(t) + R(t)n

と摂動論を利用することで収束のスピードの評価を含めた中心極限定理を示すこ
とができる．ここで，E(t)は 1次元固有空間への射影であり，R(r)は R(t)E(t) =

E(t)R(r) = Oを満たし，スペクトル半径が 1より小さい．摂動論を使ったこの種の
結果とその精密化については区間上の区分的拡大写像の力学系について [20]で扱わ
れている．力学系と関数空間は異なるが，技術的なアイデアはまったく同様である．
(2) 素数定理の類似がL−srのスペクトル論的性質と関係していたことを思い出そ

う．こちらは sについての摂動論によって平衡状態について周期点という零集合の
分布の情報を引き出しているのに対し，L√

−1tf−Hrは平衡状態で観測される極限定
理を導くことに使われている．二つのパラメータをもつ転送作用素が出現したわけ
である．[23]や散乱撞球系のゼータ関数 ζQの Re s = 0を越えた解析接続に関する
[25]においても二つのパラメータをもつ転送作用素が用いられている．

次に，(Σr, {σt})についてΣr上の定数関数 0に関する平衡状態 µ0 = µ̃−Hrを基本
となる分布として中心極限定理を考えてみよう．この場合，前節で述べたように相
関係数の指数的減衰がわかっている．したがって実数値関数F ∈ Fθ(Σ

r)に対して自
己相関係数も指数的減衰しており，(Σ, σ)の場合と同様に中心極限定理を議論する
ことが可能である．
散乱開撞球に対応して現れる有限型サブシフト (Σ, σ)のみならず，位相的混合性

をもつ有限型サブシフトに対してもRuelle作用素に関するRuelle-Perron-Frobenius

の定理が成立するから，中心極限定理についても同様の結果を得ることができる．
ところが，底変換が位相的混合性をもつ有限型サブシフト (ΣA, σ)であったとして
も，天井関数が rが dθに関して Lipschitz連続であるという条件だでは対応する懸
垂流について相関係数の指数的減衰が保証されないこともあり，中心極限定理を散
乱開撞球に対応する懸垂流と同様に扱うことは難しい．そこで，最後に，[27]にお
いて得られている懸垂流に関する中心極限定理の一般的結果を一つ紹介しておこう．

定理 11. T をコンパクト距離空間X 上の点測度をもたない Borel確率測度に関す
るエルゴード的保測変換とし，r ∈ La(µ)をX上の正値可測関数とする．

Xr = {(x, u : x ∈M, 0 ≤ u ≤ r(x))}/ ∼

上の懸垂流 {T t}を考える．Xr上の実数値関数F ∈ Lb(µ̃)に対してX上の関数 f を

f(x) =

∫ r(x)

0

F (x, u), dl (x ∈ X)
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で定義する．さらに，a ≥ 2，b ≥ 2が
(
1− 1

a

)(
1− 1

b

)
≥ 1

2
を満たすとする．この

とき，Sn(T )f/
√
nとSn(T )r/

√
nの µに関する分布が中心極限定理を満たすならば，

StF/
√
tの µ̃に関する分布も中心極限定理を満たす．ただし，µ̃は

(∫
X

r dµ

)−1

µ× l

で定義される Xr 上の {T t}不変測度である．とくに， 1√
n

(
Sn(T )f − n

∫
X

f dµ

)
の µ に関する分布が n → ∞ のとき平均 0，分散 σ2

f の正規分布に弱収束するな
らば， 1√

t

(
StF − t

∫
Xr

F dµ̃

)
の µ̃ に関する分布は t → ∞ のとき平均 0，分散(∫

X

r dµ

)−1

σ2
f の正規分布に弱収束する．

補足. (1) 定理 11の正規分布は分散が 0に退化したものも含んでいる．
(2) 位相的混合性をもつ有限型サブシフト (ΣA, σ)を底変換とし，r ∈ Fθ(ΣA)を

天井関数とする懸垂流 (Σr, {σt})について定理 11を適用してみよう．実数値関数
F, G ∈ Fθ(Σ

r
A)に対して，µF を F に関する {σt}の平衡状態とする．

f(ξ) =

∫ r(ξ)

0

F (ξ, u) dl, g(ξ) =

∫ r(ξ)

0

G(ξ, u) dl (ξ ∈ ΣA)

とすると，f, g ∈ Fθ(ΣA)である．cをF に関する位相的圧力としµ = µ̃f−crとすると
µ̃ = µFが成り立つ．このとき， 1√

n

(
Sng − n

∫
ΣA

g dµ

)
のµに関する分布はn→ ∞

のとき，平均 0，分散 Vµ(g)の正規分布に弱収束する．一方，rについても同様の中
心極限定理の成立がわかる．したがって，定理 11より 1√

t

(
StG− t

∫
Σr

A

Gdµ̃

)
の

µ̃に関する分布は t→ ∞のとき，平均 0，分散
(∫

ΣA

r dµ

)−1

Vµ(g)の正規分布に弱
収束する．Vµ(g) = 0となる条件についても g ' cなる定数 cの存在であることがわ
かる．
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