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特集/ウ ェーブレッ ト

ウェーブレット変換 とは何か

山 田 道 夫

l■
は じ め に

ウェーブレット解析は過去十年ほどの間に急速に進

歩した分野である。当初は石油探査技師のアイデアで

あったそうであるが,数学者の手にわたるとともにそ

の基礎付けが精力的に行われ, ここ 1, 2年の間にそ

の成果が書物 として出版 されるようになった。これと

平行 してウェーブレット解析の応用 もさまざまな分野

において試みられてきた.時系列や画像データの解析 ,

あるい |ま情報通信への応用などが盛んに議論され,最

近ではウェーブレット解析用のコンピュータボー ドも

発売されるようになっている.し かし,基礎的性質に

雪して一応の結果が得 られているものの理工学的応用

こ関してはまだ試行段階のものが多い, といったとこ

ろがウェーブレット解析の現状のように思われる. こ

こで |ま このようなウェーブレット解析について,そ の

テ著をデータ解析の道具 としての観点から述べてみた

12 
時間―周波数解析

手えられた時系列データからそれに含まれる周期性

■■
=す

る必要があるとき, しばしばフーリエ解析が

≡ ‐られる.多 くの場合,FFTな どを用いてもとのデ

_7を フ_リ エ変換 し,フ ーリエスペク トルを描いて

fヽ こことで主要な周期の同定が行われる.周期性の検

二
`:I言

:で あるのは, もちろん,フ ー リエ変換の積分

=「 ■二ろ exp(わ′)と いう関数が周期関数であるため

:チ
=.こ

の積分核は微分作用素の固有解でもあるた
‐ ~― ｀

工変換は線形微分方程式 と深 く関わ り, ま
´:=E言=薫 においてもフーリエスペク トル法の基礎を

■ _■ ―ろ.

―
=.言期性 とは別の用途にフーリエ変換を用いる

■F,Fこ 。それはデータに含まれる相似性を検出す

三三二
`´

てのフーリエ変換である.データの時系列
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が自己相似的な構造を持っている場合,ス ペク トルの

形はべき関数となる.物理現象ではこのべき指数が重

要な意味を持つことが多い。1つ だけ例を挙げれば,発

達 した流体乱流の速度場のフーリエスペク トルはべき

型 とな りこのべき指数が-5/3であることが知 られて

いる。このようなスペク トルのべき則は,実 はexp(わ′)

の周期性 とは直接の関係がない。それよりもこの積分

核が (ω の異なるもの同士)互 いに相似な関係にあるこ

とが,データの自己相似性をスペク トルのべき則 とい

う形に反映させる原因になっている。

ふだん意識することは少ないが,フ ーリエ解析の有

用性にはこのような 2つ の側面があり,逆に言えばこ

の 2つ が融け合っていることがデータ解析の道具 とし

てのフー リエ解析の優秀さを支えているわけである。

標語的に言えば次のようになる.

フー リエ解析…周期性+相似性

しかしいつもフーリエ解析が便利なわけではない。

フーリエスペク トルはフーリエ変換の位相部分を消去

した量で時刻に関する情報を失っているため,ス ペク

トルと局所的事象との対応関係を見いだすことは難 し

い.例えば時刻 とともに周波数が単調に増加 していく

ような場合でも,ス ペク トルだけを見て周波数変化の

傾向を判断することは不可能である。また各時刻にお

いて明瞭な局所的相似性を持つデータ,つ まり各々の

時刻の付近だけとってみればはっきりしたスペク トル

のべき則が現れる場合でも,時系列のなかに異なる相

似性を持つ時刻が混在するときにはスペク トルの明瞭

なべき則は期待できず,ス ペク トルの形をもって相似

性の特徴を判断することはほとんど不可能である。そ

こであらためてフーリエ変換の位相部分を検討 しよう

としてもこのような解析 は一般的に言って大変難 し

い.

フー リエ変換のこのような不都合な性質は積分核

exp(グω′)が一様に広がった関数であることに起因 し



ている.そ こで実用的には,ウ ィンドウと称する関数

を用いて初めにデータを局所的部分のみに限定 してか

らフーリエ変換を行 うという方法 (windowed Fourier

transform)を 採用することが多い*1。 これは核関数を

ウィンドウ関数によって局所化することに相当してお

り,こ れによって得 られる局所スペク トルを用いて,

ある時刻におけるある周波数の成分の解析,す なわち

時間―周波数解析が実用化されている.

しかしこの方法にはいくつかの問題がある。まず第

1に ,積分核の局所化は不確定性関係を通 して周期性

検出の精度の低下を引き起 こす。第 2に ,時刻に関す

る分解能がある程度以上良 くならない.第 3に ,核関

数が互いに相似的になっていない*2.局
所的な解析で

は第 1の点は不可避であろうが,あ との 2つ の点は必

ずしも必然的ではなくこの方法に固有の特徴である。

標語的に言えば, この方法はフーリエ変換を,周期性

と相似性の両方を倍「分的に)崩 しながら局所化 したも

のに相当している。

これに対 して,フ ーリエ変換を,周期性は崩 しなが

らも相似性は厳格に保ったまま局所化するのがこの稿

の主題であるウェーブレット変換である.こ のような

性格から応用の対象 もおのずと決まることに注意され

たい。すなわち,周波数の分解能はそれほど高いわけ

ではない 0目対精度一定)の で周波数解析にはあまり適

していないが,核関数の局所性 と相似性から,データ

の持つ局所相似性の解析には非常に適 しており,例え

ば,ス ペク トルのべき則を伴 う現象の解析やデータ関

数の各点毎の特異性強度の検出などに有利な方法であ

る。標語的に言えば,ウ ェーブレット解析 とは,フ ー

リエ解析において周期性を局所性に置き換えた道具で

ある。

ウェーブレット解析…局所性 +相似性

この観点からすれば,ウ ェーブレット解析を「時間一

周波数解析Jの 道具 とするには注意が必要である。確か

にウェーブレット解析は時系列を時間 と周波数の 2次

元面に表現する方法であり,そ の意味では「時間―周波

数解析」を実現している.周波数分解能の悪さを気にし

なければ局所周波数解析の道具 として使 うことも可能

である。しかしそのような目的であればウィンドウを

かけて通常のフー リエ変換を使 う方が有利な場合 も多

*1 積分核は ,(′ ―s)exp(あ ′)(ク はウィンドウ関数,sは時刻

のパラメーター)

*2 windowed Founer transforinは 次節で述べる連続ウェー

ブレット変換と同様に展開基底が 1次従属であるためそれ

に伴う注意も必要となる(後節参照).
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い.ウ ェーブレットは,局所周波数の解析よりはむじ

ろ局所相似性の解析に適 した道具であり, この意味で

フー リエ解析 とは守備範囲を異にしているのである。

13 
連続 ウェーブ レッ ト変換

まず 1次元の場合を考えよう。 まず 1つ関数を選び

ψ(′ )と して,こ れをアナライジングウェーブレット

(analyzing wavelet)あ るいはマザーウェーブレット

(mother wavelet)と よぶ。この関数を用いて次のよう

な2パ ラメーターの関数系を作り

/¶ の=揚 ψ
(ニチ )鮨 ,に ∴ α+①

これをウェーブレット(wavelet)と よぶことにする。

ウェーブレッ トは互いに相似 な (す べて ノ ノルムが

等 しい)関数からなっていることに注意されたい。フー

リエ変換 と比較すると,α は周期 (周波数の逆数)の 役

割を持つが,ら は時刻のパラメーターでフー リエ変換

には対応するものがない。この関数系を用いて与えら

れた関数を表現するのがウェーブレット変換であり,

(1)パ ラメーター α,ろ が連続的 (連続ウェーブレット

変換)か離散的 (離散ウェーブレット変換)か ,ま た離散

的な場合 (2)ウ ェーブレットが非直交基底か直交基底

か,に よって合計 3種類の異なるものが存在する。以

下に述べるように,フ ーリエ変換の場合 と違って連続

変換 と離散変換は単なる離散化の関係にはなくかなり

異なった数学的構成を持っている.

連続 ウェーブレッ ト変換 は,形式的 には,上 の

ψ
(α

'ら
)(′

)を フー リエ変換の場合の exp(わ″)の ように

用いたもので,1原変換 と逆変換 (反転公式)は それぞれ

次のようになる1).

猟らの=芳だ¢¶の*ズの妨,

ズの=岩だ/1aら のびの(の
コ響

ここで T(α ,b)は /(ノ )の (連続)ウ ェーブレット変換

とよばれる.但 しこの対 を成立 させるために ψ(ノ )と

/(ι )は いずれ もノ (2)に属 していることが仮定 され

ている。またさらに ψ(′ )は次の条件 (admissibility

condition)を 満たしていなければならない。

εψ≡/評脊ドあ<∞
,

(aω )二 /1exx―わ′)ψ (′ )″
)

ここで εψは上の順・逆変換の定義に現れる定数であ

る。この条件は遠 くで十分速 く減衰する関数,具体的
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で あ

にはル‖剌刺仏い∞me ε>の を満たす
ψ(ι )については次の簡明な条件と同値になる.

/1の″=0

実際の応用では ψ(″ )と して例えば

_(″2/″′2)eXp(― ノ2/2)=(1-′ 2)eXp(― ′2/2)

(Mexican hatと よばれる)な どが良 く用いられる*3.

ここで 1つ注意 しておかなければならないのは,上の

反転公式は L2(R)の 意味で成 り立つが Ll(2)の 意味

では成 り立たないことである。そもそも/1ズの冴 が

ゼロでない場合でも,反転公式の右辺は,積分がゼロ

になる関数 ψ
(α

'°
)(′

)の和 (積分)で あるから(積分の上

下限を有限に止めたとき)や はり積分がゼロとなり,

ιl(■
)の意味では /(ノ )に収束 しないのである2)。 この

意味で連続ウェーブレット変換の反転公式はかなり微

妙なものである.

さて連続ウェーブレット変換では (フ ーリエ解析に

おける)Parsevalの 関係に似た式が成立し特に次のよ

うな等長関係式,つ まり `エ ネルギー分配'の 関係式が

戎り立つ。

か が″=舶πら列2子

これをもって「時刻 ろにおいて `周 波数'1ル の成分の

F寺 つエネルギーJは IT(α ,b)2でぁるとして時系列の

■性を論 じることも (不確定性関係の観点からすれば

'tや 矛盾をはらむ言い回しではあるが)一応可能であ

る.一般的に言って,時系列中の激 しい変動が生 じて

る時間帯には高い `周波数'の励起が期待されるが,

こ]よ うな予想は T(α ,b)あ るいは IT(α ,b)2を 用い

て三ろ程度定量的に確かめることもできる.(T(α ,b)

二rF,て αを変えることは着 目する解像度 を変 えな

11=象 を観察することに似ているため「数学的顕微

言_■ ビヒ比喩されることもある。)ま た例えば, 17(α ,

::を ′ι平面の上に鳥轍図あるいはカラープロット

ニ_て 表示し,そ こに見 られるパターンを用いて時系

・ =二 含まれる種々の現象を分類する, といつた使い

=iFら
.も ともと 1次元のデータを 2次元面に展開

=三 二こでパターンが見やす くなる, といつたメリッ

tFi:1)。 しかしこのような使い方をする場合に

1.≡ 三百数系であるウェーブレットが互いに直交 し

■ 1■ 「 でなく1次独立ですらないということに十

●: そ
「

.=―・French hat,Morlet waveletな どの名前のつい

■‐ニライジングウェーブレットもよく用いられる.
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分注意 しなければならない.上の等長関係式はウェー

ブレット変換が ι2(R)か ら L2(22;滋 ぁ /772)へ の写像

であることを示 しているが,実 はその像 は後者の L2

空間全体ではなく,

aら の=/1/1くら
^こ

のαこダ)≠ ,

くら″この=だ州が¢こ家の″
を満たす T(α ,ろ)に限られている1｀ *4.も し (ψ

(α
'°

)(′
))

が正規直交系であればκ(α ,ろ ;α
′
,ろ

′
)は デルタ関数 と

なってウェーブレット変換が全射 となることに注意さ

れたい.ウ エーブレットの 1次従属性がウェーブレッ

ト像 T(α ,b)の 1次従属性を引き起 こしているのであ

る。別の言い方をすると,そ もそも 1次元のデータ

/(′)を 2次元の関数に写すのだか ら必ず重複が生 じ

るわけで,こ の重複が 1次従属性を引き起 こすのであ

る。このことは,7(α ,み)の示すパターンの中には,デ

ータ本来の特徴に起因するもののほかに,連続ウェー

ブレット変換そのものに内在 しデータとは無関係なパ

ターンが含まれることを示 している.従って T(α ,b)

に見 られるパ ターンを利用す る際にはこの ような

`ghost'に 十分注意 しなければならない。さらに,こ の

1次従属性は IT(α ,ろ)2の エネルギー的な解釈にも

注意が必要なことを意味 している。実際,例 えば /(`)

=ψ (α°
'ら
い

(′ )と 選んだ として も T(α ,b)の サポー トは

(α O,b。)の ただ一点ではなく (上の関係式を満たすよう

に)も っと広がったものとなる。 これは正規直交系の

場合 とはかなり異なった状況であることに注意 してお

かなければならない*5。

一方,基底関数の相似性は,前節でも述べたように,

ウェーブレットの最 も重要な特徴であり,データに含

まれる相似的特徴 (ス ケー リングに関する性質)の解

析はウェーブレットの守備範囲として最 も適 したもの

の 1つ である。いま (有界な)データ /(ノ )が ′=お に

おいて α位のヘルダ‐連続,す なわち

1/儡十/7)一 /輌)≦ C力 α
,(0<α ≦1, Cは 定数)

であるとする.こ のとき,ψ (′)が遠方で十分速 く減衰

していれば,/(′ )の連続ウェーブレット変換 T(α ,ι )

は指数 αの値を敏感に反映 し,

IT(α,b)|≦ α αl″
(α 

α
tt ιlα),(C′ は定数 )

このことを通信におけるノイズ除去に利用する, というア

イデアもある。

連続ウェーブレットに似た例として,22の 中で互いに 120

度の角をなす長さの73の 1次従属な 3つのベクトルがあ

る.こ れは 22の tight frame(後 出)の例である.
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が成 り立つ2).ま た適当な条件のもとにこの逆に相当

する命題 も成立する。従って,α の値を検出するために

は,原理的には,ウ ェーブレット変換 T(α ,b)を作 り

そのスケー リング則を (例 えば log logプロットして)

調べれば良い。このような指数 (し ばしば特異性強度

(singularity strength)と よばれる)は,多 くの DLA

図形やフラクタル集合上の測度,ま た乱流速度場など

で重要な物理的意味を持つため,ウ ェーブレット変換

の応用が多 く試みられている。 9｀ *6。 ただ,点毎に指数

が異なるようなマルチフラクタル測度では T(α ,b)の

グラフの振動が激 しく漸近形を見いだすのが困難な場

合があり,対象に応 じたアナライジングウェーブレッ

トの最適化なども試みられている。

さて, ここまで 1次元の連続ウェーブレット変換に

限って述べてきたが,多次元への拡張は容易である.

1次元の場合,/(″ )∈ ι2(2)に対 して

いズの=#(等
)

のように作用する対 (α ,ι)の 集合 Sは 自然に導入 さ

れる積演算によって群 となり,/(′ )への作用はこの群

Sの ′ (■ )上の既約ユニタリ表現 となる.1次元ウェ

ーブレット変換は,L2(R)か らι2(sヵぁル
2)へ の写

像にほかならない。ここでああル
2は群S上の左不変

ハール瀬1度である。実はこの事1青 は,L2(R)を ヒルベ
'レ

ト空間〃で,Sと ああル
2を 局所コンパクト群Gと

その上の左不変ハール演」度 の でそれぞれ置き換えれ

ばそのまま一般化可能である1)。 特に 〃=ノ (R″)の場

合 は G=((α ,γ ,b)α >0,/∈ SO(π ),ら ∈R″),グ′=

洗dπbル″+1(グγはSO(π)の ハール演J度 )と なり,

admissibility conditioni ウェーブレット,/(χ )∈

L2(R″ )の連続ウェーブレット変換,逆変換はそれぞれ

εψ=ルΨ ″<∞
,

メ“如 =シψ
(∠鶏n)

aら れの=告ル“I劫 *ズ→凌,

バ→=芳I範わ¢“・ →響
のように得 られる。 3次元以上の場合を応用した例は

あまりないが,2次元のものは多 くの応用例があり,2

次元Mexican hatや 2次元Morlet waveletな どがア

ナライジングウェーブレットとして良 く用いられる.

*6 計算機を用いずに光学機械の組み合わせによって T(α ,b)

を得るという試みもある。
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41 ブト直交ウェーブレットとフレーム

パラメーターの離散化はウェーブレット全体の相似

性を保つように

ら,ズの=御″〈aOll′ ―争》
(α。>1,ι o>0,ブ ,力∈Z)

のように行われる。もちろんやみくもな離散化では

{ら ,々 )を完全基底とすることはできないので,ψ (′ )や

αO,b。 などをうまく選ぶ必要がある。おおざつぱに言

って,ψ (′)お よびそのフーリエ変換ψ(ω)が ともに遠

くで十分速 く減衰するときは,α。と bOを うまく選ん

で,(ら ,々)を L2(2)の フレーム (frame)と することが

できるの。一般にフンームとは,ヒ ルベル ト空間 〃 の

部分集合 {ψ″1773∈ ″)(″ は添字集合)で,あ る 2つ の

正数 4,3(frame bound)が 存在 し,任意の元 /∈ 〃 に

対 して,

ス1/12≦ 虔勇
〈ψ″,/〉

2≦ BI/lt(く ,〉 は〃 の内積)

となるものを言う.例 えばMe対 can hatを 適当に離散

化すると′(2)の フレームが得られる。フレームには

双対フレームとよばれる集合 (ψ 〃睦∈″)が伴い,任

意の元/に対して/=層
L〈
ψ″,/〉 ψ2と なること,ま

た特にス=Bと なる場合には ψ〃=ψ″となること (|

の場合をtight frameと よぶ)な どが知 られている.

tight frameの 場合でも,基底は必ずしも 1次独立では

ないが,さ らに規格化 (‖ ψ″|=1)さ れる場合には基底

は実は完全正規直交基底 となる。 しかし,離散ウェー

ブレットでこのように性質の良いものを構成すること

は大変難 しく,次に述べる一般的な枠組みが得 られた

のも80年代の半ばをすぎてからであった。

42 完全正規直交ウェーブレッ ト

最 も簡単な完全正規直交ウェーブレット (以下直交

ウェーブレット)は,ハ ール基底 という名で昔から知

られている不連続関数系で ,

K/11ili呈
:

および αO=2,ろ。=1と して得 られる。 しかし, もっと

連続性の良い ものは 80年代 に Strombergと Meyer

によって独立に構成され,そ の後 Mallatら によって

多重解像度解析 とよばれる一般的枠組みが整備 され

た11)-14)。 以下では (必ずしも必要ではないが)普通行
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われるように 2の べきで離散化を行 うこととし,α。=
2,ろ0=1と する。

いまanalyzing wavelet ψ(′ )を うまく選 んで離散

ウェーブレット

{ら ,た ら,々 (ノ )=2″ψ(2ブノーカ), ブ,力∈Z}

が完全正規直交系 になった と仮定す る と,任意 の

/(′ )∈ ι2(R)に
対 して,

/(ノ )=だ乳々星∞の,々ら,た (′ ),

亀々=/ンズの項材
が成り立つ。添字ノは2倍毎の拡大・縮小のパラメータ

だから,こ の展開のプに関する和は,倍々に解像度を上

|デ ながら関数 /(′)を観察する過程に対応する。この事

情を抽象化したものが次の「多重解像度解析 (mu■ i―

resolution analysis)Jで ある。

定義 関数空間 ノ(■)の 中の閉部分空間列 る (′∈

Z)で次の 5つ の条件を満たすものを多重解像

度解析 (mu■i resoludon analyds)と いう。

l Vブ∈Zに対して, И⊂%+1

2  ∩ %=(0),∪ スはι2(2)の
中 で dense.

3 ∀/∈ L2(2), vノ ∈Zに対して,

/(ノ )∈ И⇔/(2′ )∈ %+1

4 ∀/∈ ι2(2), v力 ∈Zに対して,

/(ι )∈ 70⇔ /(ノ ーカ)∈ 7。

5 ヨφ(′ )∈ 70s.t(φ (′ 一カ)た∈Z)は 70の 完 全

正規直交系

直交ウェーブレットには必ずこのような多重解像度解

している。また逆に,多重解像度解析が与え

1_三 |ゴ それに対応する直交ウェーブレットは次のよ

=こ モネ立てられる。直和分解

i:31L=Z+1, イ上%,(プ∈Z)

て [表 され る部 分 空 間 Zを 考 え る と,ι
2(R)=

:T:と なるので,「 {ψ (′ ―力)た∈Z}が %の完全

」となる関数 ψ(′ )を選ぶことができればこ

analyzing waveletと なる。詳細は略すが

I=な ψ(′ )は φ(′ )(father waveletと よ|ゴれる)

立てることができる (ψ (′ )は唯―では

.モ って,多重解像度解析さえ得ることができれ

`【 =重
な的に直交ウェーブレットが構成されるわ

~ニ
ー

~レ
ットを考える動機からすると,実 。フー

ニ_~百三百で同時にできるだけ局在 しているものが

_.´ かし不確定性関係のためそれには限度が

蟹費理里手斗学   N0354,DECEル IBER 1992

あり, また,両空間で同時にサポー トコンパク トにな

ることは不可能である。また一方では,ウ ェーブレッ

トは連続性 (微分可能性)が良いほど展開が速 く収束す

るという事
′
情があり,な るべ くなめらかなものが望ま

しい。しかし,(1)(実 空間の)遠方で指数的に減衰し,

(2)無限回微分可能,(3)すべての導関数が有界 ,

となる直交ウェーブレットは存在 しない, という否定

的定理 もあるための,普通は(1)ま たは(2)の 一方ま

たは両方をゆるめるや り方が選ばれる。

現在では,い くつかの種類の多重解像度解析 とそれ

に伴う直交ウェーブレットが知られているが,実空間

とフーリエ空間での局在の程度で分類すると,次の 2

つの場合が対照的であろう。

l Daubechiesの ウェーブレット(実空間でサポー

トコンパク ト,Ⅳ∈Ⅳ)1°
)

ψ(′ )∈ Cλ
(″ )(2), ス(Ⅳ)203485Ⅳ

fOr large Ⅳ, supp ψ(′ )⊂ [1-Ⅳ ,N],

/ンの開=QおrO≦π≦Ⅳ l
2 Meyerの ウェーブレット (フ ーリエ空間でサポ

― トコンパク ト)12)

ψ(′ )∈ C∞ (R),

supp次の⊂[等 ,

/1ズのダ″=QおrO≦π<∞

Daubechiesの ウェーブレットは実空間でサポー トコ

ンパク トという著 しい性質を持っている (図 1)が ,

ウェーブレットの微分可能回数を増すとサポー トが大

きくなり,関数形は左右非対称である。Meyerの ウェ

ーブレットは,フ ーリエ空間でサポー トコンパクト,

そのため実空間では無限に広がっており (遠方での減

衰はどんなべきよりも速いが指数的ではない ;図 2),

無限回微分可能な関数で形は左右対称 (中心は 1/2)で

ある。これらの多重解像度解析の具体的構成は多分に

技術的でありここでは省略するが,数値的な扱いはそ

れほど困難ではない*7.

直交ウェーブレットは展開の収東性における利点を

持っている。理論的には,ノ(2)で の収束はもちろん,

アナライジングウェーブレットがある程度のなめらか

さと遠方での減衰の速 さを持つ ときは,も っと広 く

ιρ(R)(1<夕<∞ )や ソボンフ空間,ヘルダー空間でも

(直交)ウ ェーブレットが無条件基底 となることが知 ら

*7 Daubechiesの ウェーブレットの場合は彼女自身によって

必要な具体的数値の表が与えられている.
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1    -2     0     2     4

`
図 l Daubechiesの ウェーブレット(Ⅳ =5)

`図 2 Meyerの ウェーブレット

れている。またさらに,関数 /(′ )が これ らの空間に属

する必要十分条件 を展開係数 の,々 の絶対値 を用いて与

えることも可能である15、
実用的な面か らみると,フ ー

リエ解析では基本 となる関数が exp(グω′)と い う一様

に広がった関数であるため,データ /(′ )の どこか一点

でも連続性が悪い点があれば展開全体の収束性が悪 く

なったのに対 し,直交ウェーブレットによる表現では,

ある点での関数値を表現するのに必要な項数は,基底

関数が局所化されているために他の点の不連続性の程

度にあまり影響されない。従って標語的に言えば,各

点毎に必要な項数を用意すれば良い。この利点は画像

や音声のデータ圧縮の技術などに応用可能である。同

様の理由から画像の境界の検出などにも利用される。

また直交ウェーブレットも,データの局所的な相似

性の検出に利用できる。例えば,ア ナライジングウェ

ーブレットが適当ななめらかさと減衰の速さを持つと

き,データ /(′ )(∈ ιl(2)な らよい)が ′=あ において

α位のヘルダー連続 (0<α ≦1)であるとすると,直交

ウェーブレットの展開係数 の,々 は,

陽 ,た |≦ C2」 (α +12)(1+12ブ あ―力
α),(Cは定数)

16

となることを示すことができる。またある意味でこの

逆に相当する命題 も証明されているの。これは連続ウ

ェーブレット変換のものに類似の命題である。この性

質 は,展開係数 の,た が /(′ )の 差分 /(お 十力)一 /(お )と

密接に関係することを意味 しており,マルチフラクタ

ル測度の解析などへの応用を示唆している。

ところで,データ解析の観点からみた場合には,直

交ウェーブレットの最 も良い点は,基底が完全正規直

交系をなすため,データ /(′)の ウェーブレット係数

の,た が互いに完全に独立になることであろう.す なわ

ち,ウ ェーブレット係数の示す内容はすべてもとの

/(′)に起因するものであり,連続ウェーブレット変換

の場合のような `ghost'を 心配する必要はない。さらに

直交ウェーブレットでは,展開係数 とフー リエスペク

トルとの相性は悪 くない。例えば Meyerの ウェーブレ

ッ トの場 合,亀″とフー リエ スペ ク トル E(ω)三

(1/2π)ノ (ω )2の間には,適当な条件のもとに

E(ω )～ω′⇔島=々星∞の,々

2～2"l"

が成 り立つ。この関係は,直交ウェーブレットによる

解析の結果を従来のフー リエ解析の結果 と関連させて

論 じる根拠 を与えるもので,広 く応用が可能であろ

う10.こ の関係がフーリエスペク トルの値に関するも

のではなく,そ のべき指数に関するものであることに

注意されたい。これは,ウ ェーブレットが周波数解析

ではなく相似性解析により適 していることの反映でも

ある。

この関係の 1つ の応用は次のようなものである。い

ま異なる事象の混合からなる時系列を考える。例えば,

A,B2つの事象があって,そ れぞれが異なるべき則の

フーリエスペクトルを持つとする。時系列中に Aと B

のどちらか一方しかないのならば明瞭なべき則が得 ら

れるが,Aと Bが混在 しているときにはフーリエスペ

ク トルは明瞭なべき則を示さなくなる。しかし,こ の

ような混合事象でも,時系列を時間と周波数の (2次

元の)平面上に展開すると,適当な判定基準を用いて

それぞれの事象に分離することが可能な場合がある.

この作業は,データを直交ウェーブレットで展開し,

ウェーブレット係数 の,々 をA,B2つ のグループに分

けることに相当する。このような分離が可能な場合に

は,与 えられた時系列中にAと Bの事象が どれ くら

いの割合で含まれるか,ま たエネルギーはこれらの事

象にどのように分害Jさ れているか,な どを議論するこ

とができる1つ.ま たここで,Aを理想的な事象,Bを
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ラクタ

は,直

正規直

卜係数

すなわ

もとの

卜変換

さらに

スペtク

ーブレ

で この

ウ

この性

rO)と

ω )≡

による

させて

あ ろ

するも

ことに

で も

る. い

えば,

き則の

Aと B

が得 ら

エスペ

,こ の

(2次

用いて

ある。

し ,

プに分

場合に

れ くら

らの事

するこ

:,Bを

雑音 とすれば,Aと Bの分離は,汚れたデータからの

雑音の除去にほかならない。なお, このような分離作

業は連続ウェーブレット変換では困難であることを注

意 してお く。連続ウェーブレット変換の場合,7(α,b)

をなんらかの方法で 2つ の関数 TA(α ,b)と ■ (α ,b)

に分離 してみても,(連続ウェーブレット変換が全射で

ないため)こ れらそれぞれの関数に対応するデータの

存在が必ずしも保証されないのである。

最後に 2つ の点に触れておく。直交ウェーブレット

を応用する場合,どのようなウェーブレットを使えば

良いかは,実用上か らも気 になる点である.実際 ,

Meyerや Daubechiesの直交ウェーブレットの場合で

も,ウ ェーブレットの形には自由度が残されている。

そこで逆に,こ の自由度を生かしてウェーブレットの

最 適 化 を行 い,あ る範 囲 の wavelet(「 wavelet

packetJ)か ら,例 えば展開項数が少なくてすむような

ものを選ぶことも行われている2ヽ 10。 また,直交ウェー

ブレットはテンソル積を用いて容易に多次元化され ,

刊えば 2次 元の場合 は,(φ ,,々 (χ )の ,々
′,ら ,々 (χ )φノ,々

′(y),

島,々 (χ )ら ,た
′(y)レ ,力 ,力

′∈Z)の ように,father wavelet φ

を用い, 3種類 (π 次元の場合 2″ -1種類)の積のもの

を併せて直交ウェーブレットが構成されるの'10。

1・
お わ 喝 こ

ウェーブレット解析は,時系列を時間と周波数の 2

において分析することを可能にした。 もともと

1_Dよ うな `共役'な変数の組を同時に扱うことは,不

覆電性関係からの制約がある上に 1次従属性の問題が

二って容易ではなかった。直交ウェーブレットはこの

「 うな問題の 1つ の解決法を与えており,時間一周波

ミ三間においてデータを自由に取 り扱うことを可能に

_tと 言えるだろう。但 しこの過程で,周波数空間を

■
=的

に等間隔に分割 したため,周波数分解能はあま

員 くなく,む しろ局所相似性の解析に適 した形で定

三七されている。確率過程や確率場などの解析法 とし

てt整備が進めば,応用範囲はさらに広がるのではな

■と思われる.い ずれにせよ,ウ ェーブレット解析

I~― リエ解析 とは異なる守備範囲を持つ道具であ

.・ ―リエスペク トルのようなルーチン的使用法は

三二きれていない。 しばらくはユーザーの創意工夫が

_要 三思われる。
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