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Masato SHINODA (Nara Women’s Univ.) Percolation on the pre-Sierpiński gasket January 6, 2018 2 / 17



pre-Sierpiński gasket
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G =
∞∪
n=0

Gn

2次元 pre-Sierpiński gasket
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Bond percolation on the pre-Sierpiński gasket

G 上での Bernoulli bond percolationを考える. 各辺が独立に確率 pで
open（つながっている）, 確率 1− pで closed（切れている）ものとする.
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O を含む連結成分（open cluster）を C とする. 臨界確率 pc を
pc = inf{p : Pp(|C | = ∞) > 0}

で定義すると pc = 1.

∵ p < 1では Pp(O ↔ an or O ↔ bn) ≤ (1− (1− p)4)n −→ 0 as n → 0.
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Bond percolation on the pre-Sierpiński gasket

correlation length ξ(p)を以下のように定義する.

ξ(p) = lim
p→1

{
− 1

2n
logPp(O ↔ an)

}−1

.

すなわち Pp(O ↔ an) ≈ e−2n/ξ(p) （実際には Pp(O ↔ an) ∼ e−2n/ξ(p)）.

この ξ(p)の p → 1での漸近挙動を知りたい. 通常の Zd 上では
ξ(p) ≈ (pc − p)−ν であるとされている.

以下の命題により, pre-Sierpiński gasket上ではこの漸近挙動がかなり具
体的に求められる.
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Bond percolation on the pre-Sierpiński gasket

Proposition 1.1

Φn(p) = Pp(O ↔ an in Gn), Ψn(p) = Pp(O ↔ an ↔ bn in Gn)

とすると Φ0(p) = p + p2 − p3,Ψ0(p) = 3p2 − 2p3であり, 以下の関係式
が成り立つ.

Φn+1(p) = Φn(p)
2 +Φn(p)

3 − Φn(p)Ψn(p)
2,

Ψn+1(p) = 3Φn(p)
2Ψn(p)− 2Ψn(p)

3.

Proposition 1.2

p ̸= 0 に対し lim
n→∞

Pp(O ↔ an)

Φn(p)
= 1.
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Bond percolation on the pre-Sierpiński gasket

Theorem 1.3 (S,1996)

lim
p→1

log ξ(p)

log(1− p)
= −∞, lim

p→1

log log ξ(p)

log(1− p)
= −2.

すなわち, ξ(p) ≈ (1− p)−ν ではなく log ξ(p) ≈ (1− p)−2. さらに
Theorem 1.4 (S,1998)

lim
p→1

ξ(p) ≈ exp

{
log 2

4
(1− p)−2

}
.

なお, d 次元 pre-Sierpiński gasketでも同様に

lim
p→1

ξ(p) ≈ exp

{
log 2

2d(d − 1)
(1− p)−d(d−1)

}
であることがわかる.
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Bond percolation on the pre-Sierpiński gasket

なお,

Φn(p) = Pp(O ↔ an in Gn), Ψn(p) = Pp(O ↔ an ↔ bn in Gn)

について,
Φn(p)

2 ≤ Ψn(p) ≤ Φn(p)

は自明である.

最近分かったこととして
Proposition 1.5

0 < p < 1に対し, 極限値

t(p) = lim
n→∞

Ψn(p)

3nΦn(p)2

が存在し, t(p)は単調減少かつ 0 < t(p) < 3である.
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Random spanning trees on the pre-Sierpiński gasket

有限グラフ Gnにおける全域木（spanning tree）をランダムに選び, その
性質を調べたい.
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Random spanning trees on the pre-Sierpiński gasket

spanning treeをランダムに選ぶ方法として以下の 2つを考える.

Uniform Spanning Tree (UST)
すべての spanning treeの中から 1個を等確率で選ぶ.

Minimal Spanning Tree (MST)
各辺 e ∈ E に重み Xe を [0, 1]一様分布に従って独立に与え, その総
和が最小になるような spanning treeを選ぶ.

それぞれで選ばれる spanning treeの特徴
（特に, spanning treeによって定まるO から anへの self-avoiding path）
の違いを知りたい.
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Random spanning trees on the pre-Sierpiński gasket

例 n個の boxを並べたグラフを Gnとする.

O an
n = 2のとき, spanning treeは全部で 15通り

UST 1/15 1/15 1/15 1/15 1/15 1/15
MST 1/14 1/14 1/14 1/14 5/84 5/84

O から anへの pathの長さ Lnの期待値は
UST: EnLn ∼

(
1 +

√
3

6

)
n = 1.2887n,

MST: EnLn ∼
(
1 +

1

2

∫ 1

0

(1− x2)2dx

(1− x2 + x3)2

)
n = 1.3076n.
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Uniform spanning trees on the pre-Sierpiński gasket

Gnの spanning treeの個数は, 漸化式を用いて具体的に求めることができ
る（Teufl-Wagner ’06, Chang-Chen-Yang ’07）.

さらに, USTによってできるO から anへの self-avoiding pathの長さ Ln
について以下の性質が成り立つ.

Theorem 2.1 (S-Teufl-Wagner, 2014)

EnLn ∼ K1α
n, VarnLn ∼ K2α

2n.

ただし α =
20 +

√
205

15
= 2.28785 · · · ,

K1 =
82 + 5

√
205

123
= 1.24869 · · · ,

K2 =
164809 + 7667

√
205

2593332
= 0.10588 · · · .
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Uniform spanning trees on the pre-Sierpiński gasket

こうしてできる self-avoiding pathは loop-erased random walkと対応する
ことがよく知られており, 通常の self-avoiding walk
（Hattori-Kusuoka ’92, αに対応する値が 2.3819 · · ·）よりも短く
極限過程の Hausdorff次元 logα

log 2
= 1.19399 · · ·も小さい.

なお, この次元の値は 3次元 pre-Sierpiński gasketにおいても計算できる.

α3 = 2.55995, 極限過程の Hausdorff次元 logα3

log 2
= 1.35612 · · · .
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Minimal spanning trees on the pre-Sierpiński gasket

minimal spanning treeは percolationと深い関係にあり, {Xe}からMST
を得るアルゴリズムとして invasion percolationを用いたものがよく知ら
れているが, ここでは GnのMSTを得る方法として次のようなものを考
える．

Gnを構成する Gn−1,G
′
n−1,G

′′
n−1のMSTを選ぶ.

3つのMSTでできる circuit上で Xe の値が最も大きい辺 eを切る.
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Minimal spanning trees on the pre-Sierpiński gasket

MSTの漸化式を立てるために, 次のような確率変数を導入する.

Gnで得られたminimal spanning treeにおける”center”c を定め, Oから c ,
anから c , bnから c への path内での Xe の最大値をそれぞれ l0, la, lb とす
る. さらに, この l0, la, lb の最大値を X , 2番目の値を Y とする. すると

Pn(X < p) = Pn(l0, la, lb < p) = Pp(O ↔ an ↔ bn in Gn),

Pn(Y < p < X ) = 3Pn(l0, la < p < lb) = 3Pp(O ↔ an, c ̸↔ bn in Gn).
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Minimal spanning trees on the pre-Sierpiński gasket

Fn(p, q) = Pn(q < Y < X < p)とすると
Fn(p, 0) = Ψn(p), Fn(1, q) = 1− 3Φn(q) + 2Ψn(q)

であり, さらに漸化式を立てることができる.

Proposition 2.2

Gn(p) = 1− Fn(p, 0)− Fn(1, p)とする. このとき
Fn+1(p, q) = H(Fn(1, p),Gn(p),Fn(1, q),Gn(q),Fn(p, q)),

H(x , y , z , s, t)

=
1

9

{
3s2 + 2s3 + 6st − 5s2t + 3t2 − 30xs + 7xs2 + 6xt − 3xt2 + 30x2

−6x2t − 12x3 − 6ys − ys2 + 12yt − 4yst − 3y2t + 30xy − 4xys

−12xyt − 18x2y + 3y2 − 4y2s − 6y2t − 3xy2 + 3y3 + 30zs − 10zs2

−10zs2 − 6zt − 6zst − 60xz + 30xzs + 6xzt + 6x2z − 30yz + 10yzs

+6xyz + 30z2 − 30z2s + 24xz2 + 12yz2 − 18z3
}
.
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Minimal spanning trees on the pre-Sierpiński gasket

現状
EnLn ≈ αnの形の計算結果は得られていない
小さい nに対しては EnLnの具体的な計算ができる. その結果から
EnLn ≈ (2.291 · · · )nくらい
（USTの場合の α = 2.2878 · · · よりも真に大きな値になると予想）

今後の方針
Φn(p)とΨn(p)の関係をより精密に知る
Fn(p, q)の主要項を明確にする
ただし, MSTの形状を見るだけなら {Xe}の値でなく大小順序だけ
あればよいはずなので, もっとよい解析方法があるかもしれない
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