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M × N AB game とは

AB game は、出題者が選んだ数字列を回答者が当てるゲームの 1つであ
る。MOOまたは Bulls and Cowsの名でも知られている。
Huang–Lin (2010) が一般化した M × N AB game では、出題者は 1以上
N 以下の数を重複なくM 個並べた数字列を 1つ選び、回答者はその数字
列が何であるかを当てる。
出題者は回答者が回答として示した数字列と出題数字列の 2つを比較し、
数も場所も一致しているもの（Aと呼ぶ）の個数と、数は一致している
が場所が異なるもの（Bと呼ぶ）の個数を答える。
この返答から回答者は数字列を再び予想し、正解にたどり着くまで回答
を繰り返す。
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ゲームの実例（4× 10 AB game）: 出題者の返答

出題者の選んだ出題数字列が (7, 8, 3, 4)であるとする。

1 回答者の回答 (6, 8, 1, 3) 出題者の返答 1A1B

2 回答者の回答 (5, 1, 4, 3) 出題者の返答 0A2B

3 回答者の回答 (8, 4, 3, 2) 出題者の返答 1A2B
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ゲームの実例（4× 10 AB game）: 回答者の思考 (1)

出題者の選んだ出題数字列は、回答者にはわからない。

1 回答者の回答 (6, 1, 2, 5) 出題者の返答 0A4B

2 回答者の回答 (2, 1, 6, 5) 出題者の返答 2A2B

ここから回答者が正しく推測できれば、3回目の回答を (2, 5, 6, 1)とし、
出題者は 4A0B と返答して回答数は 3、でゲームは終了する。
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ゲームの実例（4× 10 AB game）: 回答者の思考 (2)

出題者の選んだ出題数字列は、回答者にはわからない。

1 回答者の回答 (6, 1, 9, 4) 出題者の返答 0A1B

2 回答者の回答 (9, 10, 4, 5) 出題者の返答 2A1B

3 回答者の回答 (2, 3, 4, 5) 出題者の返答 3A0B

ここから回答者が正しく推測できれば、4回目の回答を (10, 3, 4, 5)とし、
出題者は 4A0B と返答して回答数は 4、でゲームは終了する。

Masato SHINODA (Nara Women’s Univ.) 数当てゲームの最適戦略 August 30, 2020 6 / 23



最適戦略とは

回答者は、なるべく少ない回答回数で出題された順列を特定することを
目指す。このときの最適戦略には以下の 2つの意味が考えられる。

最大回答回数最小化 最大回答回数をなるべく少なくする戦略
（最悪でも何回以内で正解に到達するか）
期待値最小化戦略 回答回数の期待値を最小にする戦略
（平均して何回で正解に到達するか）
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先行研究（2012年段階）

田中（1996） 4× 10 AB game

最大回答回数 7回、回答回数期待値 5.213

(
=

26274

5040

)
回

Chen–Lin（2004）2× N AB gameでの期待値最小化戦略
Huang–Lin（2010）3× N AB gameでの最大回答回数最小化戦略

以上の状況から、3× N AB gameでの期待値最小化戦略を求めることに
した
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3× N AB gameでの最適戦略の概略 (1)

Huang–Lin（2010）3× N AB gameでの最大回答回数の最小値
⌊
N + 1

3

⌋
+ 3 回 (N ≥ 8)

（N が大きいとき）最初から (1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8, 9), . . .と回答してい
き、出題数字列に使われている数を 9つ以内に絞ってから数字と場所を
特定する。
※回答回数が最大となるのは、出題数字列に N が使われているとき
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3× N AB gameでの最適戦略の概略 (2)

3× N AB gameでの回答回数の期待値を概算する。

最初から (1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8, 9), . . .と回答していき、出題数字列に使
われている数を 9つ以内に絞ってから数字と場所を特定する。

出題数字列に使われている数が全部出現するまでの回答数の期待値はほぼ
N

4
であるので、求める期待値は漸近的に N

4
+定数、であると推測される

→この「定数」項まで正しく求めたい
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問題の定式化

N ≥ 3に対し
[N] = {1, 2, . . . ,N}，ΩN = {(k1, k2, k3) : ki ∈ [N], ki ̸= kj(i ̸= j)} とする。
※出題および回答で用いられる数字列はすべて ΩN の要素であるとする

R = {3A0B,1A2B,0A3B,2A0B,1A1B,0A2B,1A0B,0A1B,0A0B}とする。

出題数字列 q = (q1, q2, q3)および回答 a = (a1, a2, a3)について、返答
r(q, a) ∈ R が 1つ定まる。

例)　 q = (7, 3, 4), a = (4, 3, 6)であれば r(q, a) =1A1B
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AB gameの「戦略」とは

ゲーム途中で、出題数字列が A ⊂ ΩN まで絞られたとする。このときの
回答者の戦略は、過去の回答や返答の順序に関係なくこの「出題集合」A
のみで決定される。

例）ゲームの途中で、出題数字列は

A = {(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 2, 5), (1, 2, 6)}

に絞られたとする。回答者が次に何を回答すべきかには、この集合 Aの
みの情報があれば十分である。

すなわちこのゲームの戦略とは、

ΩN の部分集合 Aに対して回答 a ∈ ΩN を定める写像 F : 2ΩN → ΩN

であると考えてよい．
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最小総回答数

現在の出題集合 Aの要素 qが実際の出題順列であるとき、戦略 F によっ
て現時点からの回答数Q(A, q,F )が定まる。この回答数Q(A, q,F )の総
和の最小値を S(A)とする。すなわち

S(A) = min
F

∑
q∈A

Q(A, q,F )


であり、現時点からの回答回数の期待値は S(A)

|A|
となる。
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総回答数の具体例

A = {(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 2, 5), (1, 2, 6)}

であるとき、
まず a = (1, 2, 3)とし、外れたら (1, 2, 4), (1, 2, 5)と順に回答してい
くと総回答数は

1 + 2 + 3 + 4 = 10

まず a = (3, 4, 5)とし、返答が 1A0Bなら次に (1, 2, 5)、0A1Bなら
(1, 2, 3)、0A0Bなら (1, 2, 6)と回答すれば総回答数は

2 + 3 + 2 + 2 = 9

このとき S(A) = 9（2つめの戦略で最小となる）
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主結果（篠田、2012）
Theorem 1

S(ΩN)の値は、3 ≤ N ≤ 11については下表の通りである。
N 3 4 5 6 7 8 9 10 11

総回答数 15 72 196 436 836 1449 2337 3575 5204

N ≥ 12においては

S(ΩN) =


1
4N

4 + 133
54 N

3 − 629
36 N

2 + 197
6 N + 25 N ≡ 0 mod 3

1
4N

4 + 133
54 N

3 − 71
4 N

2 + 358
9 N − 263

27 N ≡ 1 mod 3

1
4N

4 + 133
54 N

3 − 631
36 N

2 + 269
9 N + 1583

27 N ≡ 2 mod 3

である。よって、N → ∞としたときの平均回答数の期待値は
S(ΩN)

|ΩN |
=

N

4
+

347

108
+ o(1).
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2回目の回答選択

Theorem 2

　最初の回答 (1, 2, 3)に対する返答 r に対し、2回目の回答は

r =2A0Bのとき、N ≥ 7においては (1, 4, 5)が最適な回答となる。
r =1A1Bのとき、N ≥ 7においては (1, 4, 5)が最適な回答となる。
r =0A2Bのとき、N ≥ 7においては (4, 1, 5)が最適な回答となる。
r =1A0Bのとき、N ≥ 10においては (4, 5, 6)が最適な回答となる。
r =0A1Bのとき、N ≥ 14においては (4, 1, 5)が最適な回答となる。
r =0A0Bのとき、N ≥ 8においては (4, 5, 6)が最適な回答となる。
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結果のまとめ

3× N AB gameの回答回数の期待値の最小値および最小化戦略をすべて
の N に対して求めた。

最善の戦略によって回答回数の期待値は N

4
+

347

108
+ o(1)となること

最善の戦略はできるだけ新しい数を回答に用いるといった単純なも
のではないこと

がわかった。
　篠田正人、3× N AB game の最適戦略、情報処理学会論文誌 Vol.53、
　 No.6、1602-1607（June 2012）
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期待値最小化戦略の決定方針

考え得るすべての戦略に関しての最小値を効率的に求めるために、

まず有力な戦略を選んで、総回答数の上界を求める。

他の戦略については、先に求めた上界を更新できないとわかった時
点で打ち切る。

頻繁に現れる集合についての総回答数の最小値は命題として証明し
ておく。

（注）ΩN のすべての部分集合に対して S(A)を求めたのではなく、
S(ΩN)の決定に必要な Aに対してしか S(A)は求めていない
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基本的な命題 (1)

Proposition 3.1

現在の出題集合が Aのときの回答 aに対する返答 r ∈ R によって Aを
C (A, a, r) = {q ∈ A : r(q, a) = r}と分類するとき、

S(A) = |A|+ min
a∈ΩN

∑
r∈R̄

S(C (A, a, r)).

ただし、R̄ = R \ {3A0B}とする。

この命題により、S(A)を帰納的に定めていくことが可能となる。
S(A)を決定するには、Aをうまく分割するような回答 aを選んでいくこ
とになる。
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基本的な命題 (2)

Proposition 3.2

|A| = 1ならば S(A) = 1であり、|A| = 2ならば S(A) = 3である。
一般に S(A) ≥ 2|A| − 1が成り立つ。

Proposition 3.3

A ∩ B = ∅であるとき、S(A ∪ B) ≥ S(A) + S(B)が成り立つ。
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基本的な命題 (2)

Proposition 3.4

1 ≤ n ≤ N − 2とする。A = {(1, 2, x) : 3 ≤ x ≤ n + 2}であるとき、
S(A) = f (n)である。この f は

f (n) =


1

6
(n2 + 11n − 6) n ≡ 0, 1 mod 3

1

6
(n2 + 11n − 8) n ≡ 2 mod 3

である。
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命題の証明の例

Proposition 3.4の証明 f (1) = 1, f (2) = 3, f (3) = 6はすべての戦略を探
索することで示せる。n ≥ 4については帰納的に定める。最初の回答 aに
よって場合分けする。

a = (3, 4, 5)のとき S(A, a) = n + 1 + 3 + f (n − 3)となる。
aが 3,4を含むが 5を含まないとき S(A, a) ≥ n+ 1+ 1+ f (n− 2)と
なる。
aが 3は含むが 4,5を含まないとき S(A, a) ≥ n + f (n − 1)となる。

これらを比較し、f (n)の最小性から f (n) = n+ 4+ f (n− 3)が選ばれる。
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結果のまとめ

3× N AB gameの回答回数の期待値の最小値および最小化戦略をすべて
の N に対して求めた。

最善の戦略によって回答回数の期待値は N

4
+

347

108
+ o(1)となること

最善の戦略はできるだけ新しい数を回答に用いるといった単純なも
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