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今日の講演内容

解析学の観点からの組合せゲーム理論研究を進めたい

その一環として、ニムのゲーム性を高める拡張を提案し、簡単な制限ニ
ムでどのような結果が得られるかを紹介する。

拡張の元となる制限ニムの基本ルールは以下のものとする。

ルール
2人のプレイヤーＡ、Ｂが、交互の手番で石を取る。
1回の着手では、取れる石の個数は 1個または 2個とする。場の石が
なくなればゲームは終了する。
最後の石を取ったプレイヤーの勝ちとする。
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ランダム性を加えたニム

ルール
2人のプレイヤーＡ、Ｂが、交互の手番で石を取る。
1回の着手では、取れる石の個数は 1個または 2個とする。場の石が
なくなればゲームは終了する。
最後の石を取ったプレイヤーの勝ちとする。

このルールだと、「簡単に」必勝法がわかってしまう。そこで運の要素を
加えてスリリングにしたい。たとえば
「石を取る前にさいころを投げ、１の目が出たら強制的にパスになる」
としたらどうか？

この設定を導入するために、（さいころの代用として）表が出る確率が
p、裏が出る確率が q（= 1− p）であるコインを用意する。
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ランダム性を加えるルール

ルール I

手番のプレイヤーがコインを投げ、表が出たら着手を行ってまたコイン
を投げる。裏が出たら手番が相手に移る。

ルール II

手番のプレイヤーがコインを投げ、表が出たら着手を行う。コイン投げ
の結果に関わらず、手番は相手に移る。

これらのルールの下で、各プレイヤーの最適戦略（着手において石を 1
個取るか 2個取るかの選択）を定め、それぞれのプレイヤーの勝つ確率
を p（または q）と石の個数mの式で表す。
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ルール設定の理由

コインを投げ、表が出たらＡが着手を行い、裏が出たらＢが着手を行う
とすると、途中の過程に関わらず、最後の局面で着手を行ったほうが勝
ちであり、Aの勝つ確率は p、Bの勝つ確率が qであるため戦略性の考察
の意味で面白くない。

また、コインを投げて表が出たら 1個取る、裏が出たら 2個取るという
ように着手の選択をコイン任せにするのもプレイヤーの考える要素がな
く、単なる運任せのゲームとなって面白くない。

石を 2個取るか 1個取るかを考えさせるルールにしたい

という点を重要視してルール設定を行いたい。
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ルール Iのゲーム手番の解析
ルール I

手番のプレイヤーがコインを投げ、表が出たら着手を行ってまたコイン
を投げる。裏が出たら手番が相手に移る。

プレイヤー Aを先手、Bを後手とし、k 回目の着手（実際に石を取る操
作）を A、Bが行う確率をそれぞれ ak , bk とする。ルール設定により、
a1 =

1

1 + q
, b1 =

q

1 + q
であって

ak+1 =
1

1 + q
ak +

q

1 + q
bk , bk+1 =

1

1 + q
bk +

q

1 + q
ak

である。一般項を求めれば

ak =
1

2

{
1 +

(
1− q

1 + q

)k
}
, bk =

1

2

{
1−

(
1− q

1 + q

)k
}

であり、a1 > a2 > a3 > · · · > 1

2
である。

Masato SHINODA (Nara Women’s Univ.) ランダム手番の石取りゲーム
第２０回組合せゲーム・パズル研究集会 February 23, 2026
6 / 21



着手の具体的な選択

各局面で、手番のプレイヤーが石を 2個取るか 1個取るかの選択は以下
のように行う。

m = 1, 2 ： 石を全部取って勝つ。
m = 3 ： 2個取っても 1個取っても、次の着手を行ったプレイヤー
が残りを全部取るので、結果的にどちらでも同じになる。
m = 4 ： 石を 2個取ると、あと 1回の着手でゲームは終了する。石
を 1個取ると、あと 2回の着手でゲームは終了する。従って、この
ルールの下では、これらの着手後の勝率 a1と a2の大小を比較して
着手を選択することになり、a1 > a2により石を 2個取って「次の着
手を行うプレイヤーが勝ち」の状態を選んで確率 a1で勝つことがで
きる。
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ゲームの d値

ゲームの局面 G に対し、d(G )を以下のように定める。

d(G ) =

{
0 G が終了局面
1 + min{d(G ′) | G → G ′} それ以外のとき,

ここで、G → G ′は G から G ′へ 1回の着手で移せることを意味する。

d(G )は局面 G から最短何手で終了局面に到達するかを表す。
制限ニムにおいて、石がm個の局面の d 値を d(m)と書くことにする。
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ルール Iのゲームの結論

同様に、着手を行う際に石を取る個数によって「石を 2個取るとあと k
回の着手でゲームが終了し、1個取るとあと k + 1回の着手で終了する」
と終了までの手数が変わることが見込まれる場合、ak > ak+1によりつね
に「石を 2個取る」選択が優位の着手となる。
したがってプレイヤーはそれぞれの着手で 2個ずつの石を取り続けるこ
とになり、ゲームは d(m) = ⌈m2 ⌉回の着手で終了することから、先手が
勝つ確率は

1

2

{
1 +

(
1− q

1 + q

)d(m)
}

となる。
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ルール IIのゲーム手番の解析
ルール II

手番のプレイヤーがコインを投げ、表が出たら着手を行う。コイン投げ
の結果に関わらず、手番は相手に移る。

プレイヤー Aを先手、Bを後手とし、k 回目の着手（実際に石を取る操
作）を A、Bが行う確率をそれぞれ ak , bk とする。ルール設定により、
a1 =

1

1 + q
, b1 =

q

1 + q
であって

ak+1 =
1

1 + q
bk +

q

1 + q
ak , bk+1 =

1

1 + q
ak +

q

1 + q
bk

である。

ak =
1

2

{
1−

(
−1 + q

1 + q

)k
}
, bk =

1

2

{
1 +

(
−1 + q

1 + q

)k
}

により、b1 < b3 < b5 < · · · < 1

2
< · · · < b6 < b4 < b2である。
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着手の具体的な選択

各局面で、手番のプレイヤーが石を 2個取るか 1個取るかの選択は以下
のように行う。

m = 1, 2 ： 石を全部取って勝つ。
m = 3 ： 2個取っても 1個取っても、次の着手を行ったプレイヤー
が残りを全部取るので、結果的にどちらでも同じになる。
m = 4 ： 石を 2個取ると、あと 1回の着手でゲームは終了する。石
を 1個取ると、あと 2回の着手でゲームは終了する。これらの着手
後（プレイヤー Aと Bの手番が入れ替わる）の勝率 b1と b2の大小
を比較して着手を選択することになり、b1 < b2によりプレイヤーは
石を 1個だけ取って「次の次の着手を行うプレイヤーが勝ち」の状
態を選択し、確率 b2で勝つことができる。
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ゲームのR値

ゲームの局面 G に対し、R(G )を以下のように定める。

R(G ) =


0 G が終了局面
1 + min{R(G ′) | G → G ′,R(G ′) は奇数 } (∗)
1 + max{R(G ′) | G → G ′} それ以外のとき.

ここで、G → G ′は G から G ′へ 1回の着手で移せることを意味し、(∗)
は G → G ′かつ R(G ′)が奇数である G ′が存在することを条件とする。

R(G )は remotenessと呼ばれる値であり、R(G )が奇数であれば「最短何
手で勝てるか」、偶数であれば「最長何手で負けるか」を表す。
制限ニムにおいて、石がm個の局面の R 値を R(m)と書くことにする。
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ルール IIのゲームの結論

同様に、着手を行う際に石を取る個数によって「石を 2個取るとあと k
回の着手でゲームが終了し、1個取るとあと k + 1回の着手で終了する」
と終了までの手数が変わることが見込まれる場合、
k が偶数であれば bk > bk+1により「石を 2個取る」選択が優位、
k が奇数であれば bk < bk+1により「石を 1個取る」選択が優位となる
「残り偶数回の着手で終わる局面を相手に押し付ける」戦略を表す。

この残りの着手回数は正規形のニムでの R 値 R(3k) = 2k、
R(3k + 1) = R(3k + 2) = 2k + 1と一致し、プレイヤーは 3の倍数個の石
を残すような着手を行う。従って、先手が勝つ確率は

1

2

{
1−

(
−1 + q

1 + q

)R(m)
}
.
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2人ゲームでの戦略の妥当性

この戦略の選択は、互いに「相手のプレイヤーも賢い（必ず正しい戦略
選択を行う）」ことを仮定している。
結果として得られる勝率は「相手がどれだけ賢いプレイをしても保証さ
れる」値を示しているが、もし相手が賢くない場合は別の戦略選択で
もっと勝率を上げられる可能性がある。

たとえば石が 6個残っていて着手を行う場合、相手が賢ければ石を 2個
取っても 1個取っても結果は同じ（どちらでも、その次の着手では石を 3
個残す）であるが、もし相手が賢くなければ、自分は残り 6個の局面で
は石を 1個だけ取ったほうが、次の着手で相手が誤って石を 1個だけ取っ
て 4個残す可能性があるため得になる。
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3人ゲームへの拡張

ランダム性を加えた制限ニム（ルール I、ルール II）をさらに 3人で行う
ゲームに拡張する。
一般に 3人以上のゲームへの拡張では、各プレイヤーの着手選択基準を
適切に定める必要がある。この講演で扱うゲームでは、各プレイヤーは
自分が勝つ確率が大きくなる着手を選ぶものとする。ただし、注意を要
する点があることを最後のスライドで述べる。

以下、A、B、Cの 3人のプレイヤーがルール Iおよびルール IIで定めら
れた手番交代ルール（A→B→C→A→B→ · · · の順で移る）の下で制限ニ
ムを行う。
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3人ゲーム：ルール Iの下での解析
k 回目の着手（実際に石を取る操作）を A、B、Cが行う確率をそれぞれ
ak , bk , ck とする。ルール設定により、
a1 =

1

1 + q + q2
, b1 =

q

1 + q + q2
, c1 =

q2

1 + q + q2
であって

ak+1 =
1

1 + q + q2
ak +

q

1 + q + q2
ck +

q2

1 + q + q2
bk

である（bk+1, ck+1についても同様に定まる）。一般項を求めれば

ak =
1

3
+

2

3
rk cos kθ, r =

1− q√
1 + q + q2

,

cos θ =
2 + q

2
√
1 + q + q2

, sin θ =
−
√
3q

2
√

1 + q + q2

である。なお q → 0で θ → 0、q → 1で θ → −π

6
である。
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着手の具体的な選択

着手を行う際に石を取る個数によって「石を 2個取るとあと k 回の着手
でゲームが終了し、1個取るとあと k + 1回の着手で終了する」と終了ま
での手数が変わることが見込まれる場合、

ak > ak+1であれば「石を 2個取る」選択が優位の着手となり、
ak < ak+1であれば「石を 1個取る」選択が優位の着手となる。

ak > ak+1 ⇐⇒
√
3(1 + q) cos kθ > sin kθ

であり、取るべき石数が k によって周期的に変わることを示している。

なお、着手を一意に決定するためには、ak = ak+1となる k が存在しない
ように qを選んでおくとよい。

Masato SHINODA (Nara Women’s Univ.) ランダム手番の石取りゲーム
第２０回組合せゲーム・パズル研究集会 February 23, 2026
17 / 21



3人ゲーム：ルール IIの下での解析
k 回目の着手（実際に石を取る操作）を A、B、Cが行う確率をそれぞれ
ak , bk , ck とする。ルール設定により、
a1 =

1

1 + q + q2
, b1 =

q

1 + q + q2
, c1 =

q2

1 + q + q2
であって

ak+1 =
1

1 + q + q2
ck +

q

1 + q + q2
bk +

q2

1 + q + q2
ak

である（bk+1, ck+1についても同様に定まる）。一般項を求めれば

ck =
1

3
+

2

3
rk cos kθ, r =

1− q√
1 + q + q2

,

cos θ =
−(1 + 2q)

2
√
1 + q + q2

, sin θ =

√
3

2
√

1 + q + q2

である。なお q → 0で θ → 2

3
π、q → 1で θ → 5

6
πである。
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着手の具体的な選択

着手を行う際に石を取る個数によって「石を 2個取るとあと k 回の着手
でゲームが終了し、1個取るとあと k + 1回の着手で終了する」と終了ま
での手数が変わることが見込まれる場合、（Aは着手後の手番交代により
Cの立場に替わることから）

ck > ck+1であれば「石を 2個取る」選択が優位の着手となり、
ck < ck+1であれば「石を 1個取る」選択が優位の着手となる。

ck > ck+1 ⇐⇒ (1− q) sin kθ > (1 + q) cos kθ

であり、取るべき石数が k によって周期的に変わることを示している。

なお、ルール I（−π

6
< θ < 0）よりルール II（2

3
π < θ <

5

6
π）のほうが

回転角 θが大きいため、ルール IIのほうが石を 2個取るか 1個取るかの
選択が頻繁に入れ替わることを示している。
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具体的な勝率比較

ルール IIの下での 3人ゲームで、p = 5/6, q = 1/6とする。石を 2個取る
か 1個取るかで勝率が変わるのはm = 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 17, . . .の
ときであり、着手を行うプレイヤーの勝率は

m = 4 石を 2個取ると勝率 2.3％、1個取ると勝率 23.4％
m = 5 石を 2個取ると勝率 23.4％、1個取ると勝率 60.6％
m = 6 石を 2個取ると勝率 60.6％、1個取ると勝率 13.7％
m = 8 石を 2個取ると勝率 13.7％、1個取ると勝率 35.7％
m = 10 石を 2個取ると勝率 42.5％、1個取ると勝率 23.4％

などとなる。
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3人ゲームでの戦略の妥当性

（再掲）ルール IIの下での 3人ゲームで、p = 5/6, q = 1/6とする。
m = 4 石を 2個取ると勝率 2.3％、1個取ると勝率 23.4％
m = 6 石を 2個取ると勝率 60.6％、1個取ると勝率 13.7％

上の例でm = 6のとき石を 2個取るのは「m = 4で着手をするプレイ
ヤーは必ず石を 1個だけ取る」ことを前提にしているため、他のプレイ
ヤーが賢くないと損をすることがある。
2人ゲームでは相手が賢くなくても自分が損をすることはない（得ができ
る可能性はある）が、このように 3人以上のゲームでは他のプレイヤー
の能力によって自分が損をしてしまうことがあり、このゲームの解析で
は「各プレイヤーが賢く、自分の勝率を最大化できる」ことを仮定する
必要がある。
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