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自己紹介
c.
解析 学

・ 院生 の 頃 は 作用素環論 の 研究室 に 所属
に20191 (指導教官 : 河東泰之 先生 ( 東大 ) )

を作用素環 の 1手理諠 ・ 斗𡏄𣙇幾迴単 やっていた。

代数 トポロジー の 道具 、

作用素環を幾何学 に応用
する 分野

、

特に Atiyah - Singer の 指数定理 ( の
"

非可換版
"

)

T 幾何 ・ トポロジー の 超 重要 定理 に 興味 があっ た
。

・ (最近 ) 数理物理学 で 重要 になって き て いる .

→理論物理学者 との 交流 ・ 共同研究 をする よう に
、

( M 2 N )

・ 現在 は
、 K理論 に 限ら ず 代数 トポロジー と

その 数理 物理 との 関連 に興味をもっ て 研究 して

いる



代数 トポロジー ( 数学 )

幾何 学 的 オブジェクト ( 位相空間 、 多様体 - )

の 情報 を 代数的 な 情報に おとして 研究する 、

常 (コ) ホモロジー
✗ : 位相空間 ・げ( XiN

、
H* (Xiを)

Mi 多式缶体 Hを々(Mi R) de Rham コホモロジー
⇒ | ニ へ花 (M) / d 川セ○

。ご、選 ・
ビ ( X ) に 理論

e
群作用 G

し 一般 (コ)ホモロジー 理論

ジ ( x )
、
E* ( XI

昡 (X ) 同 変 コホモロジー

スペクトラム 、 ホモトピー 論 、

-.-



(量子 ) 場 の 理論
、
QF T ( 物理 )

Quantum Field Theory
理論 物理 の 一 分野

パ一一
Space SpaceThe

Space
※○

っと :

jimer
・

、

?⃝盛嚙
、
z (国 ) 比

1 ~1 > → EH 147 に っ に、

状態 vec.sp.ca
'で

「
分配関数

」

数学 から も 古く から 「興味 をもたれ て き た 、

数学 的 に 理解 でき そう ! しかし なかなか できない 一

→ さまざま な 数学 を 生み出し て き た 。

ex .
Chem - Simons 理論 ・ 結び目 の 不変量
Donaldou 理論 、

Si Berg -Wien理論 →
4次元 トポロジー 、. .



Today
'

s topic : 場 の理論 に 代数トポロジー を

応用 しよ う !

・ 近年 、
QFT の 分類 に 代数トポロジー が 有用

だ と 分 て
、
球注目 を集め て いる

。

麴[※※液べ (水の 三相 、

> 温度

兜 HamiltonIan の 分類
.

on
K - 理論

、
KO理論

| H : しもで)→ じしかり どけしり
、
心とで 1

Kで ( x ) .

.
.
.

.
一般的 な

「

予想
。
( 期待 ? ) ( Kitau 、

Freed -Hopkins 、

「

Ieefgft は 一般 コホモロジーで分類
される。 」

量子 異常 ( アノマリー )



私の 研究 の いくつ か
、

• 一般 コホモロジー は 抽象的 . . . そこで

物理 的 な ( QF T と 直接結びつく) 定式化 を

与えよう と

ジー工で いいいいいば

;鶯で塗?
ホ知

に対して
、

invertib6 QF T を抽象化 したモデルを与えた

ns (知られているQFT ) H (ISE)を × 」 の 元
_

•
「
"

アノマリー
"

く→ 一般コホモロジー
」 の 対応を 用い て 、

数学 の 議論によって アノマリー の 解析 を 行お う !

- TMF → I
だな という コホモロジー の 変換 を

調べる こと で
、 heterotic 弦理論 の アノマリーがないことを

示した。 ( 立川 - Y 、
2021 )
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§ 1
.
Generalized (Co ) homo logy Theovies .

A Generalized CoLowe logy Theory {だ 4 nea .

i

- X i top . sp Its E" (X) i Abelian grp .

(CW Complex )

、 ControlValiant i : f : X → Y 、→ f※ Eを い → Eを x )
Continuous

. Ei len Berg - Stanv0d Axioms
.

-

Homotopyinvariance.Exactness.Exicionicision.lt
Generalized How logy Theory 1 En 4 nez :

_ x - En (X ).

. Co Valiant : f* i En ( X ) → En (YI tAxis .

There Can be Various
"

Models
"

for a Single {だ 4
n
i

( realizations )



EMI ① Ordinary (Co) Howlogy 伴い i A)
H* 1- i A)

A : Abel iangrp.CA = を
、
IR

、
い )

- Singchar mode 1 i Cu(Xi A ) = A [ Map : △
"

→ × ]

る Cm (Xi A ) が" Cu CX i A ) が .
. . Singer Chain CP×

Sing
Hn (Xi A ) に

Ker はい ) / Im (るい )

じ ( Xi A ) = Hour ( Cu ( Xi N .
A )

がもいし
( x ; A 、 ぎぐ (Xi A ) が -

CoChain cpx

HSing ( Xi A ) i = Ker ( J ) / Im ( Sが

- de Nam Model i M : ManHold A
"

(M) : diGerard
n-forms

、

へ
"

( M ) 事 で (M ) E - de Nam Complex

HER ( M ) : = Ker ( d ) / Im (d)



Example ② K - Theory 、
KO - Theory

・ Vector Bundle Model i X : Compact
the

ピ( X) i = Giro thendied Group of E - Vector Bundles Over

X.ie
、 ピ (X ) ヨ [V ] - [W ] formal difference

o .

homotopy class of
V

をビ 、 毖" Techdes
Kピ ( X ) に " R -Vector Bundles 。

"

・ Fred to Im operator wodel

Hi cs-dim.separa b
HiBert Space . ( e.gr 下に を ) 1

¢

D : 71 →H Pound ed E live.arop.is Fred h0 (m

幽 I𦥯 = dim ker(D ) - dimCoker (D) く

cs.COuti
. family ofピ (XI : = 侗山xd Fredvom operators} /Tomcopy 、

※ related to Atiyah - Singers 工坐 Theorem .



Example ② G - Don dem Houro logy Theory 2年 (一).
Fi × G : structure Group on

manifolds.EEG = SO ( Oriented ) 、 Spin .
1 ( framed )

、
U ( almostComplex)

Gd Old
,
R )G = { G 」

、 ed.SIdzo.at 。 t( Gda → 0 (dtl.IR) |
Sdt 1

X : Space . RG (XI : d - dim stable G -

bordismgwup.tl
: d - dim . closed Man if。1dRE いい :ニ { ( Mlg.fi/g:stableG-str.onTMy~f:MnXcontiCMt.gt)bordismcmtg.

) 嶰ー
た。ルぎば

+

⇒ [MiG
、
f] こ [ M t.gt.fi ]
in で ( X )

で忒 -



§ 2 、QF T ( Quantum Field Theory 、
場 の理論 )

"

Theo vies
' '

in Physics i Various formrelation s

- Hamiltonian Picture ,

_ Lagrangi an Picture 、

-

Co bordisur Picture .

a Today is Focus
.

"

がばい1ymean.IE/V0axiomyet.(did)-dimQFTisasymmetricmonoidalFunction
、

I : Bondで
、、 、、 、

→ Vector
p も

Cat
.

of Q - Vector
Boardis un Category

Space s .

S : Structure
"

on Mantolds .



s
Bond (did ) : Boardisan category
S :

"

structure
"

a Orientaln
、 Spin Structure : Tangeute

SO Spin .

Structure 。

• Principal H - Bundle ( H : Axed Lie groups

• map to X. ( Xi a Fixed Manif。(d)
• Connection 、 metrics .

Object : d - 1 ) - dim closed Manitold with a structure

か○ ( g)

morphismi d
- dim Compact manitold with Boundary

(Mid with a Structure

( !8.1-a4
DE



I : Bond (did I
S

→ Veet a Give s .
. .

•

、○
- I (心 !GN ) : G - veet . SP .

- 1→ I (0 ) = Q ( with trivializat.in )

• ( No ANof (Ni 、 9
、→ I ( No 、 GN。 ) -」 ICM

、 GM) :IinearJt@ICM.GM)map.CM
、GM )

- For ( Md 、 GM ) : closed d -dim S - mfd
、

○・ 0 1→ I ( Md 、 GM ) : Q → E

(Md , GM )

→ zさ ( M
d
, GM) に ICW 、 GM ) EGarrett

for (MY GM )Partition function
(分配 関数)



日比→ of QF T s
、

① 1-1010いい𥫣 ( invertible.non - toPological )
vnnrnn

・ ・ ・

(o , 1 ) - dim 、 S : OrientatioutUCD-bundktconnectionnnnnnnnnnnsherm.li
ne Bundle w/

Connection
. ( い0)SOx Uい)0
→ Linea given by iHot : Bard 、o 、 、 、

4

Cat . of 1 - dim e.vec.sp.cl/ecte.( 𩊠 ) い LN
+1-

( LM
,
0M )

・ ド を
>な•

みM ) 1→ H0 1 au : Lam → しみ M
M 4

Parallel Transport by OM

( L 、 O )
d⇒ ZH。 1 ( Oi ) = H。 1 (O ) i Hob nony

EU ( 1 )



(invertible.non-topologicalJ@YYYnanundie-.comein

ど
← a Mani told

→ ( 0 . 1 ) - dim QFT S : Orientalisn + map to X

HO 1 (x
,
☐ ) i Bond系、 ( X ) → Linea

・ じどや × [○
×

) 冖 La N)
N

• し_暐 や Bj 1→ Hole : LfはM)→ L f(みか

→ ZH。 1 ( f 毒○ x ) = Holt ( 0) Hobvomy
EU ( 1 ) along a Loop .

※ T
、
O 、 : different Connections

→ HO lcx.at Holyon different theovies
.



② Character ist ic numbers ( invertible.topdogiCal)
Fi × EE El ? 04

.

o Eder Theory Eve : Bond (d- l 、 d ) → Linea

( セ○ N
"

) 1→ E Grid )

Md
たい。

Eder number
.

じ 冖 e.ie → a
- -

factor
、 because :

→ Z ( - セ○ 心 ) = EX (M ( x(Mi UM) =×(Mi)+袽))N

Same for other Characteristic numbers
,

o Signature Theory Signa : Bad (小 1
,
d )
→ Linea

、
、 、 、



④ Fi write gauge Theory ( topo log i Cal )

Fi × Hi a finite Group .

Bun H ( X ) に { principal H - Bundle s Over X } / ison
.

→ ( d - l
. d ) - dim QFT

.

( no S )

GH i Bond cdi d ) → Vee

• し 、○ N
"

) 、→ GH (N ) = Map ( Bund N ) 、
4 )

B.いいH ( M )
• や鳥燕り ※Buu

H (N - ) Bund N t ) )
1→ t.to : GH (N -) → GH ( N t)

Z ( ○が パ ) こ さ mi
PE Run

H(M )
# Auf ( P)



☆ をpoLogical vs . Non - To pologi.cat
( TQF T) f

|
G -

Star / H - Bundle
t

with Connection s
,

G - structure

metrics.lt- Bundle 、 map to X
. map to X . . .

(NY、。
(N ,g, told

al

Min.

Id i.CN は) → ICN 、 g)

GEO 、1]
「
Tcg Id

non - to po Logical
I (Ni G) its I (MG)

C4 1 in der
"

Time Evolution
"

_

ヨAixiom for TQFT : A

tiyah-segalisaxiom.ms
Mathematical approach is easier

.

( but very nonTrivid & interest ing ! )

- No (agreedlaxiomfornon.topologi.nl QFT 、



Classifications for QFT '

s ?

4
Up to

"

deFormation equivalent
"

(変形 同値 )

QFT
'
5 Io & I , are deFormation equivalent I。 ~た
臼 "

de
引た keto 、 口 いいで 、 Path of QF TS

.

from I。 to I 、

(LO )

型 ② Ho 1 . Theory (2). HO 1
(L 、01 with Y Target

Two Connections Do
,
0, on L → ×

→ HO 1 ( Le ) ~ Hole 、01 )

② Eder Theory Earl q 、
EE 4 V04 .

E o . E 、
E 4 V04 → Eule。 ~ Euk 、 .



General ujectune
"

( Kit aev
、
Freed - Hopkins , i )

い

InverTitle QFT '

s should be classified by

Generalizedcohomologytheor.ie .

"

☆ Eeertyible C non- invertible

鼠 the domainli.es in Linea : Cat of 1 -dim

avec
-
Sp .

Bond い
た Linea C Vecta

※ App ear as 、
-.- . AFT ・ -.-

、

"

Low energy effective Theovies
' ' 丿 !

TQF T
"

| in Physics .

i !!!tkcl !i

、 S

very Small ! i



§ 3 . Our Results We exPlain this result :

i 一般 コホモロジー は 抽象的 . . . そこで

i 物理 的 な ( QF T と 直接結びつく) 定式化 を

i 与えよう と

1 - ISE ( Anderson dud to G - b。 rd isn) という 一般コホモロジー

II に対して
、
inverでb6 QF T を抽象化 したモデルを与えた

し 、

、 、 、 、 、 、
一 -

一 一 ( 米倉 - Y
.

20 21 )

I : the Anderson dual to G -

bordism.ageneralizedcohomokgysatisfy.ing
0 → Ext ( RG (XI

, E) → (さべがいい → Hour (べ (NR)→。d dtl

( exact )
、

、

、 、 、 、
- - -

- - -
- -
- - - -

- - -
- -

-

.irで いい { いでははり !!だ?炎器でg : stable G - Star . on TM

f.~
1

1 bordism
1



☆ Starting Point : 4ば幾.

( Freed - Hopkins
'
16 )

possiblynon.TN
{ inverTitle d -dim QFT} に 1

くーっ (Iでド (pt)on G- manifdds 底
。moion t
equivalent a GeneralRed whomdogy Theory

called Andersondual to G-bordi.in

One difficulty of 画。

i the def
.
of ISE is Abstract .

. .

と。

We given a new approach to 1国 by OverComing its

☆ Marianne : Construction of a new Model of 区でや

mode by some

"

Empire'Cal Facts
"

(経験則 ) on QFTs

※ related to differential whom。 (ogy Theo vies .



An
"

Empire Fact
"

on inverthe QF T :

(d - l , d ) -dim"

PartitIon functions vAries (oCally
"

。

① -
( パ 、 g。 ) → (パ 、 Gt ! Smooth Family { Gt } t

⇒ 㐂 log ZEM.ge ) = 2を※ p ( Mi は七孔 )

ヨ
p (Mi {ft H End (M ) differential form Local(y ConStructe d

from { G切

も In other Words . . .

が〇面や
的

→ w! エ州 は圸 = den PCM性を)
M I×MP →

が 、

_

8、 )

ZCM 、 g 。 )
= EXP ( 2ポ / WI (IxM 、

佐》
(d.tl ) - dim IM



More Generally.it is expected that :

Associates

( d - l 、
d I -dim in verで b 6 QF T I nnns (WI

,列
Cup to deFormation)

( I
, GM )

PartitIon function

|
だ 心"

d - dim do . S -mfd
セ○ 'ー' Z

I
( MS GM ) EU ( し )

• WI : (ばり gw )
~
どない

、→ WI ( W
"! gw)

へ

II) - dim S - mfd
。
~
はな いし 0Cal "

ぺ+ 1

(W )procedure
differential form

.

with compatibley i Given

fjtipo ,

We have

(MiG ) (ばり まい
た( M .9川 = exp (2だ f WIN は呼し る ( W 、 9w ) W



Resf. Set S = GO - structure + map to X

Than ( Rough Version
. 米倉 - Y .

20 2 1 )

Based on this
"

fact i deFine a Group 、、

(IRE※※ に
" f ( WI 、

Z I ) | I : d -dim inverthe QFT

→ This is aiiaiifrdtteiite.es 食
The Physical meaning of

(ITERド( XI : "

diferentialcoh.no logy
Theory

a

0 → Ext ( Rと いい
、 か → (Iで供× 1 → Hourに岳(NR)→o :

"

( exact )
U

u
Hornは蜊脈派。m咄納

は、社] - { agw ] 1→ G WIは川 }
U を職 : い → 収仙→ [0 . Ztop]
4
a class of an inverthe TQFT



月叩い𤇾

p@invertibkCd4.d
) -QET

}
Emiido
""○

fact
(III

'

( x ){ on G。 一 mfds . c.ms

11 Thinwith mm で ×

Germain ( さ が がい
6

U

[I ] ITT) [ (WI 、
社 )]

known QF T Tennis Mathematical element !



① Hobvomy Theory (リ i Hot i Board!が" 0 → Linea

。 ZH。 1 (
しやか ) = H。 1 ( 0 )

・ WH 。 1 ( ) : 二 五で curu (0 ) = C 、 ( O ) E ぺ (W)
が〇 r T

Curvetune of 0

Com

patibilityi.JP m

(MIF ) W.li H。 1 ( OM) = exp ( Law COW))(2 W 、 Owb)

→ ( C 、 、 H。 1 ) E ( Iぺ0代川を pt )dR



② Hobvomy Theory (2 ) : Bond 、 いい → Linea
(40× 1

t
- Z Holean ( 〇 ) = Hole EU い)

f(M)

- www.o 」 ( gsz Y = ( 0
×
1 E へた。 W)

→ (c 、( Hole ) E (ISO YdR ( X )
も differential cohomo logy

"

0 x 、
Oi i Two Connections on L→ ×

→ [c 、 (0× 1
、
H。幻 = [C 、 10×り 、 Hdoi] E (IREがいい

4

Reffects the deFormation equivalent Hole t Hole、

"



② Classical Chem - Simons Theory CS : Bard c※t → Linea
Fi × H : a Compact Lie Group.

Z CS ( P※ ) = Chem - Simons invariaut for Our

Wes (
RE

V4 ) = Ch(02 E へ出 w ) 2nd Chem Character

form

→ ( ch 2 、 Zcs ) E (I 災作門
※ If P = M × H 、 OF d t A

| Zcs ( M 、 P 、 OA ) = exp ( 2だ (忒 ( く1げがす𦥯
CSは E ぺ (M )

| Ch ( W . P . Ow ) こ た し (dAnA + A へA)り



④ Massive Free Fermi 。ns. ( d
= 8kt 3 )

S = Spin O
_
eta in for D

5 ( D ) = 7
(D) 十っせに し迎

_

→ ( IA 、 Zn I 、
Where

f 2

・ Zn ( バで 、 0 ) = exp ( だ らし 呱・ 1 )
~ F

Spin Dirac operator on (M .s . 0)

・ 迵 ( W
8には

、 s . 0 ) = ※ ( 0 ) | E な w )
8kt 4

☆ Compatible : Atiyah - Patodi - Singer Index than

Indies ( Dwo) = f A (W,
S
.
0 ) - I ( Nano ) ○]セw

A
M (W

、
s

、
)

2を because dim W = 8kt4

→ じが 1 8 1<+4 、 EXP ( 元で T 1 ) E (IR※が災い


