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ガロア理論

K/L (= L ⊂ K )を体の拡大とする．
ガロア群 Gal(K/L) := {g ∈ Aut(K ) | g(l) = l , ∀l ∈ L}を考える．

定理
K/Lが “有限次ガロア拡大”であるとき，K/Lの中間体全体とガロア群の部分群
全体に自然な対応が存在する:

{H ≤ Gal(K/L)} 3 H 7→ KH ∈ {P | L ≤ P ≤ K}

ただし，KH := {k ∈ K | h(k) = k , ∀h ∈ H}.

· · · 体 (可換単純環)の “良い”包含は群の作用 (対称性)で説明される.

−→ Q.作用素環 (非可換環)の場合ではどうか？
A.良い作用素環の包含はテンソル圏の作用で理解できる.(部分因子環論)
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作用素環

作用素環とは:複素ヒルベルト空間上の有界線形作用素の成す C代数．関数解
析的な手法で研究される．C∗ 環とフォンノイマン環の二種類がある．

起源:
1930- フォンノイマン環論の基礎設立 (Murray-von Neumann)．
1940- C∗ 環の表現定理が示される (Gelfand-Naimark等)

　　　　　　 →C∗ 環の公理系の整理．

研究目的:

量子力学の数学的定式化，ユニタリ表現論の拡張，作用素環の代数的同型類の
記述及び分類，幾何学への応用，群や力学系の解析的性質の理解,. . . .
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有界線形作用素

複素数体 C上の完備な内積空間 (H, 〈·, ·〉)をヒルベルト空間とよぶ．

〈λ1ξ1 + λ2ξ2, η〉 = λ1〈ξ1, η〉+ λ2〈ξ2, η〉,

〈ξ, η〉 = 〈η, ξ〉, ‖ξ‖ := 〈ξ, ξ〉 1
2 ∀ξ, η ∈ H, ∀λ ∈ C

線形写像 T : H → Hのノルムを次で定め，有界線形作用素 (‖T‖ < ∞)全体の
成すバナッハ環を B(H)とかく．

‖T‖ := sup{‖T ξ‖ | ‖ξ‖ = 1}

∀T ∈ B(H)に対し，

∃T ∗ ∈ B(H) s.t. 〈T ξ, η〉 =〈ξ,T ∗η〉, ∀ξ, η ∈ H

−→ B(H)はバナッハ ∗環. ‖T ∗T‖ = ‖T‖2 = ‖TT ∗‖を満たす．
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作用素環

作用素環 · · · 複素ヒルベルト空間上の有界線形作用素の成す C代数．
フォンノイマン環:B(H)の作用素強位相について閉な, ∗部分 C代数．

C∗ 環:B(H)のノルム閉な，∗部分 C代数．
⇔バナッハ ∗環で ‖a∗a‖ = ‖a‖2 = ‖aa∗‖．

例 1 (簡単な作用素環の例)

行列環Mn(C)．
局所コンパクトハウスドルフ空間 X 上の連続関数環 C0(X )．· · ·C∗ 環
測度空間 (X , µ)に対する L∞(X ) = L1(X )∗. · · · フォンノイマン環

C∗ 環は位相空間の非可換化，フォンノイマン環は測度空間の非可換化として考
えられる．
−→全く同じ技術は使えない...
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単純C∗環の例
C∗環 Aであって，0と A以外のノルム閉両側イデアルを持たないものを単純 C∗

環と呼ぶ．

例 2

行列環のテンソル積M⊗n
2

∼= M2n を考える．埋め込み

M⊗n
2 3 x 7→ x ⊗ 1M2 ∈ M⊗n+1

2

による帰納極限 C∗ 環は単純 C∗ 環で UHF環と呼ばれる．

例 3

以下の関係式を満たす S1, . . . , Sn からできる普遍 C∗ 環は単純 C∗ 環でクンツ環
On と呼ばれる．

S∗
i Si = 1,

n∑
i=1

SiS
∗
i = 1
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群作用と接合積環

G：局所コンパクト群，B：C∗ 環

定義 4

連続な群準同型 G → Aut(B)を G の B への作用といい，G ↷ B と書く．

定義 5 (接合積 C∗環)

β : Γ ↷ B を離散群作用とする．
被約接合積 C∗ 環 B ⋊β,r Γ := 群環 B[Γ]β の “適切なノルム”による完備化.

B[Γ]β = {
n∑

i=1

biλsi | bi ∈ B , si ∈ Γ}

λsb = βs(b)λs , λsλt = λst , λ∗
s = λs−1 = λ−1

s , ∀s, t ∈ Γ, ∀b ∈ B .

フォンノイマン環への群作用や接合積環も同様に定義できる．
向原未帆 C∗ 環の包含とガロア対応について 2025/9/10 7 / 20



群作用と接合積環
離散群作用 β : Γ ↷ B から，C∗ 環の包含 B

Eβ

⊂ B ⋊ Γが得られる．
Eβ は自然な “良い”線形射影 (条件付き期待値)．

Eβ : B ⋊ Γ 3
∑
s∈Γ

bsλs 7→ b1Γ ∈ B

例 6

群 C∗ 環: C∗
r (Z) = C[Z] =自明作用 β : Z ↷ Cからできる接合積

フーリエ変換 (以下)は C∗ 環の同型 C∗
r (Z) ∼= C (T)に拡張される．

ℓ1(Z) 3
∑
n∈Z

anδn 7→
∑
n∈Z

anz
n ∈ C (T)

Eβ は C (T)上の以下の自然な射影と同一視される．

C (T) 3 f 7→
∫

T
f (z)dz ∈ C
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コンパクト群と離散群

双対群
離散アーベル群 Γに対し，双対群 Γ̂ := {g : Γ → T |群準同型 }はコンパクト
アーベル群．

定理 7 (竹崎-高井双対定理)

(離散)アーベル群の作用 β : Γ ↷ B に対し，双対作用 β̂ : Γ̂ ↷ B ⋊β,r Γが存在し，

(B ⋊β,r Γ⋊β̂,r Γ̂,
ˆ̂β) ∼= (B ⊗ K(ℓ2Γ), β ⊗Adρ)

上記の設定で以下の包含の同型も存在する．

B ⊂ B ⋊β,r Γ ∼= (B ⋊β,r Γ)
β̂(Γ̂) ⊂ B ⋊β,r Γ

→離散群作用 Γ ↷ B から得られる包含 B ⊂ B⋊ Γと
コンパクト群作用 G ↷ Aから得られる包含 AG ⊂ Aは似ている．
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ガロア対応 (フォンノイマン環)

M,N:因子環 (M ∩M ′ = Cであるフォンノイマン環)，
G :コンパクト群, Γ:離散群

定理 8 (Izumi-Longo-Popa 1998)

“極小作用”α : G ↷ M と “外部作用”β : Γ ↷ N に対し，次の全単射が存在する．
これをガロア対応と呼ぶ．

{H ≤closed G} 3 H 7→ MH ∈ {P | MG ⊂ P ⊂ M} (1)

{Λ ≤ Γ} 3 Λ 7→ N⋊Λ ∈ {Q | N ⊂ Q ⊂ N⋊Γ} (2)

· · · 外部性，極小性↔包含の既約性 (M ∩MG ′ = N⋊Γ ∩ N ′ = C.)

以下に関するガロア対応も知られている．
因子環への Kac型のコンパクト量子群作用 (Izumi-Longo-Popa 1998)

因子環へのコンパクト量子群作用 (Tomatsu, 2008)
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ガロア対応 (C∗環)

定理 9 (Izumi 2002)

単純 C∗ 環への有限群の外部作用 α : Γ ↷ Aに対し，以下は全単射．

{Λ ≤ Γ} 3 Λ 7→ AΛ ∈ {D | AΓ ⊂ D ⊂ A}

{Λ ≤ Γ} 3 Λ 7→ A⋊α Λ ∈ {D | A ⊂ D ⊂ A⋊α Γ}

定理 10 (Cameron-Smith 2017)

単位的単純 C∗ 環への離散群の外部作用 β : Γ ↷ B に対し，以下は全単射．

{Λ ≤ Γ} 3 Λ 7→ B ⋊β,r Λ ∈ {D | B ⊂ D ⊂ B ⋊β,r Γ} (3)

定理 11 (Izumi 2024, M. 2024)

C∗ 環への極小作用 α : G ↷ Aで，AG が可分，単純である時，以下は全単射．
{H ≤closed G} 3 H 7→ AH ∈ {D | AG ⊂ D ⊂ A} (4)
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具体例
以下のようなコンパクト群作用に対し，ガロア対応が成立する．

例 12

左シフト作用 Lt : G ↷ C (G )が誘導する自由積 C∗ 環への作用
(Lt ⊗ id) ∗ id : G ↷ (C (G )⊗ C (T)) ∗ C (T)．
単純 C∗ 環へのコンパクト群の “isometrically shift-absorbing action”．
クンツ環 On := C∗({Si}ni=1 | S∗

i Si = 1,
∑

i SiS
∗
i = 1)へのゲージ作用

γ : T ↷ On:

γz(Si ) = zSi ∀i , ∀z ∈ T.

· · · 最後の例は亜群 C∗ 環の解析を使って証明できる．(Komura 2022)

定理 13 (Gabe-Szabo 2023)

任意の “Kirchberg環”Aと局所コンパクト群 G に対し，isometrically

shift-absorbing action α : G ↷ Aが存在する．
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包含の指数

B ⊂ Aを単純 C∗ 環の (単位的)な包含，E : A → B を条件付き期待値 (ノルム 1

の線形射影)とする．
条件付き期待値は B − B 双線形写像．

E (b1ab2) = b1E (a)b2 ∀a ∈ A, ∀bi ∈ B .

定義 14

Aの元 {(vi ,wi )}ni=1 で, 以下を満たすものを quasi-basisと呼ぶ．

x =
n∑

i=1

viE (wix) =
n∑

i=1

E (xvi )wi , ∀x ∈ A.

この時，包含 B
E
⊂ Aは有限な綿谷指数 IndwE =

∑n
i=1 viwi を持つ．

· · · 上の仮定の下，IndwE はスカラーで，quasi-basisによらない．
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有限指数の包含

綿谷指数は部分因子環論で使われる “Jones指数”の C∗ 環類似である．
IndwE は Aの B 双加群としての “大きさ”の情報を持っている．

例 15

有限群作用 α : Γ ↷ Aに対し，A
Eα⊂ A⋊α Γは quasi-basis{(λs , λ

∗
s )}s∈Γ を持つ．

· · · IndwEα = |Γ|

定理 16 (Izumi 2002)

B
E
⊂ Aを単純 C∗ 環の有限指数を持つ包含とする．

中間環 B ⊂ D ⊂ Aに対し，条件付き期待値 ED : A → D が存在する
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有限群作用に関するガロア対応
A: 単純 C∗ 環, α : Γ ↷ A:有限群の外部作用, A ⊂ D ⊂ A⋊ Γ:中間環
claim 1 A⋊ Γは単純 C∗ 環で A ⊂ A⋊ Γは既約 (A⋊ Γ ∩ A′ = C).

claim 2 前定理の条件付き期待値 ED : A⋊ Γ → D について, 以下を得る:

ED(λs)λ
∗
s ∈ A⋊ Γ ∩ A′ = C

つまり−→ ED(λs) ∈ D ∩ Cλs , ∀s ∈ Γ.

claim 3 部分群 Λ := {s ∈ Γ | λs ∈ D}に対し，以下が成立．

ED(λs) =

λs : s ∈ Λ の時，
0 : s /∈ Λ の時.

claim 4 D = ED(A⋊ Γ) = A⋊ Λを得る．

定理 (Izumi,2002)

以下は全単射:

{Λ ≤ Γ} 3 Λ 7→ A⋊α,r Λ ∈ {D | A ⊂ D ⊂ A⋊α,r Γ}
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包含の離散性

B
E
⊂ Aを単純 C∗ 環の既約 (M(A) ∩ B ′ = C)な包含とする．

離散的包含
包含 B ⊂ Aが “離散的”であるとき，Aは B 双加群としての既約分解

A ∼= ⊕sXs ⊗ A(s)

を持つ．各既約 B 双加群 Xs は有限指数を持ち，重複度 dimA(s)は有限．

例 17

β : Γ ↷ B を離散群作用, α : G ↷ Aをコンパクト群作用とする．適切な仮定 (単
純性，外部性，極小性)のもと，

AG ⊂ A, B ⊂ B ⋊ Γ は離散的.

向原未帆 C∗ 環の包含とガロア対応について 2025/9/10 16 / 20



離散的包含とガロア対応

B
E
⊂ Aを単純 C∗ 環の既約 (M(A) ∩ B ′ = C)な包含とする．

問
B ⊂ Aが離散的であるとき，B ⊂ D ⊂ Aなら B ⊂ D は離散的？

フォンノイマン環の既約な包含では常に正しい．(Tomatsu 2008)

条件付き期待値 ED : A → D が存在すれば，B ⊂ D は離散的.

· · · B ⊂ Aが有限指数を持てば常に正しい．
離散群作用やコンパクト群作用から現れる包含 B ⊂ B ⋊ Γ, AG ⊂ Aに対し，
上の主張が真であることとガロア対応の成立は同値．
· · · 単純性や外部性，極小性の仮定のもと常に正しい．(Cameron-Smith 2017,

Izumi 2024, M. 2024)

コンパクト量子群作用から現れる C∗ 環の包含では未解決．
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まとめ

G :コンパクト群, Γ:離散群, N,M:因子環, A,B：(可分)C∗ 環

定理 (Izumi-Longo-Popa 1998)

極小作用 α : G ↷ M と外部作用 β : Γ ↷ N に対し，次は全単射．

{H ≤closed G} 3 H 7→ MH ∈ {P | MG ⊂ P ⊂ M}

{Λ ≤ Γ} 3 Λ 7→ N⋊Λ ∈ {Q | N ⊂ Q ⊂ N⋊Γ}

定理 18 (Izumi 2002, Cameron-Smith 2017, Izumi 2024, M. 2024)

単純 C∗ 環への外部作用 β : Γ ↷ B と単純な不動点環 AG を持つ極小作用
α : G ↷ Aに対し，次の全単射が成立する．

{H ≤closed G} 3 H 7→ AH ∈ {D | AG ⊂ D ⊂ A}

{Λ ≤ Γ} 3 Λ 7→ B ⋊β,r Λ ∈ {D | B ⊂ D ⊂ B ⋊β,r Γ}
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今後の展望・課題

課題
一般に，単純 C∗環の既約な包含 B

E
⊂ Aが離散的であるとき，すべての中間環を

特定できるか？

定理 19 (Hernández Palomares–Nelson 2024)

単位的で離散的な包含 B
E
⊂ Aと中間環 B ⊂ D ⊂ Aに対し次が成立する．

(1) テンソル圏の外部作用 F : C ↷ B と “C∗ 環対象 A ∈ Vec C”が存在し，
A ∼= B ⋊F A．

(2) B ⊂ D が離散的．⇔ C∗ 環対象 D ≤ Aにより，D ∼= B ⋊F D．

問題点
離散的包含 B

E
⊂ Aと中間環 B ⊂ D ⊂ Aに対し，B

E |
⊂ D は離散的か?
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