
形状因子の空間について

1.始めに

東大数理科学研究科

神保道夫

表題の「形状因子J(form factor)とは、場の演算子のある種の行列要素のことをいう。形

状因子という関数の列によって演算子に名前をつけることができる。これは演算子を取り扱う

方法としてはいささか不器用ではあるが、生で扱う際の暖昧さを回避することができるという

利点を持っている。形状因子を用いて、可積分な場の理論の中に局所場(localfield)がどれだ

け存在するかを調べたい。この問題は(いくつかの仮定のもとに)数学的にはある多変数の多

項式列を数え上げることに帰着する。それが量子群の表現論で記述できることを紹介したい。

かなり技術的な内容なので、前半の2-4節は問題の背景説明にあてて「お話Jとして述べ

る。考察するモデルは5節で提示する。6-7節で問題を設定し、知られている結果をまとめる。

最後の 8節で結果を述べる。

本稿は第3回岡潔シンポジウムでの話をほぼ再録したものです。この場をお借りして、話

す機会を与えて下さった世話人の森本徹先生，角田秀一郎先生，山口博史先生に感謝します。

2.格子模型と場の理論

量子可積分系の研究対象のなかでも

(i)可解格子模型

(ii)共形場理論

(iii) (m回sive)可積分場の理論

の3つは中心的な役者であろう。以下の話は2次元のモデルに限定する。 (i)は文字通り格子

上の離散的モデルであり、 (ii)，(iii)は連続体における場の理論である。 (ii)は理論にあらわれ

る粒子の質量が0の場合を、 (iii)は質量が正の場合を扱う。これらはよく次の頁のような図に

描かれる(f可積分系の大三角形J)。
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これらの内容を、よく知られたIsingモデルに即して眺めてみよう。

2次元Isingモデルは次のように設定される。 2次元格子の各点 (i，j)に+1，-1の値をとる

確率変数σω を考え、そのエネルギーを

E(σ):=-JL(σωσ川 j+σi，j(J'i，
1.，:) 

と定める。 Jは正の定数である。和が意味を持つように最初は有限の格子で考え、あとで格子

サイズを無限大にする。

物理量(確率変数の関数)りの期待値を

ずのe一βE(σ)
(θ) := .~ _ )ir:pμ  
格子サイズ→∞玄σe-sE(σ)

と定義する。ここでs= l/(kBT) Tは温度，kBは正の定数(ボルツマン定数)である。たと

えば(9=σ0，0の場合、その期待値は自発磁化と呼ばれる。 (σ0，0)はある臨界温度九を境目に

して、 Tく丸では正の値をとり、 T>丸では (σ0，0)= 0となっている。

。=σ0.0σM.Nの場合を2点相関関数という。 2点間の距離R=、川([2+ N2を大きくして
いったとき、 2点相関関数はTチZのもとで

(σ0，0σM，N)一(σ0，0)(σ'M，N)= O(e-R/と) (R→∞) 

のように振る舞う。ここでご=ご(T)> 0は相関距離と呼ばれる。臨界温度に近いとき、相関

距離は

5(T)~1(T→Tc) 
IT-Tcl 

のように発散することが知られている。このとき

(i) R何 1

(ii) 1 ~ R<<ご

(ui) R何ご

の3つのスケール領域が考えられる。領域(i)は(臨界的)格子模型， (u)が共形場理論、 (iu)

がmassiveな場の理論でそれぞれ記述される。なお、スケール極限

R/ご=mr:固定 R→∞，T→丸

において、正の定数M土をうまく選ぶと2点相関関数の非自明な極限

T l弘03V52(σ叩内叩)=的)
-t:lc 

が存在し、 m>Oのとき T:I:(r)はパンルヴエの111型と同値な非線形微分方程式を満たす。こ

れに対しm=0 (共形場理論)の場合は T:I:(r)= r-1/4と簡単になってしまう。
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以上はよく知られた事実である。より一般の場合でも、可解格子模型・共形場理論・(massive)

可積分場の理論は一体のもので、原理的には互いに極限でつながっている。しかしIsingモデ

ル以外の場合に極限移行を実際に追跡するのは困難である。現時点ではそれぞれが三者三様

の、独自の論理と方法によって展開されている。

3. Local Fields 

以下複素座標系の記号z=x1+匂2，Z = x1-ix2を用いるに二つの場の演算子A(z，z)， B(z， z) 

に対し、任意の期待値について

(. ..A(Zl，Zl)B(Z2，Z2)・・・)= (... B(Z2， z2)A(Zl， Zl)・・・)

が成り立つときA，Bは互いにlocalであるという。共形場理論、可積分場の理論において local

fieldsがどのように記述されるかをみておこう。

共形場理論

(2次元の)共形場理論はVirasoro代数の表現論によって純代数的に記述できる。 Viraosoro

代数vは基底{Ln}nEZ，Cと交換関係

[Lm， Lnl = (m -n)Lm判+三m(m2-l)dm+n，O， 
12 

[Ln，c] = 0 

で定義されるリ一環である。最高ウエイトム εQをもっ既約最高ウエイト表現を

9-cム =U(V)Iム)， 

Lnlム)= 0 (η> 0)， Lolム)=ム|ム)

とすると、共形場理論における場の演算子の働く空間(状態空間)はVaVの表現空間

v=⑤ムo.9-Cム③9-Co.

である。著しいことは、状態と演算子の聞に 1対1の対応(頂点作用素代数の構造)

V3u③ V 1---+ (9u伽 (z，z)

が存在することである。 Oゆり(z，z)は互いに localな場になる。(正確には、交換したときに

定数倍がでるような'quasilocalfields'も考える必要がある。)すなわち、共形場理論における

局所場全体の空間とはVaVの表現空間Vに他ならない。

lミンコフスキー計量空間からユークリッド計量空間に解析接続している

つ白円。



massive可積分場理論

状態と演算子の対応は共形場理論特有の現象で、 massiveな理論には類似物はない。 massive

な場の理論では、漸近状態なるベクトル

|β1，・・・ ，sn)

が状態空間の基底をなす。 Is1，'"，sn)は無限の過去において自由粒子がn個存在する状態を

あらわし、 ω'~ ， P3)= (mcoshsj， msi出向)はそれらのエネルギー・運動量である。 localfield 

CJ(z， z)に対して、行列要素

f;;(s1"" ，sn):= (vaclθ(0，0) Is1，' .. ，sn) 

をn粒子状態の形状因子という。(あとで考えるように粒子に内部自由度がある場合、形状因

子は一般にベクトル値関数になる。)局所場に形状因子の列を対応させる対応

θ → (ぽf;;(仇P角九1，'. 
は定数倍をのぞぞ、いて1対1でで、あることが知られている。後で述べるように、可積分場の理論で

は形状因子は有理型関数になり、その満たすべき性質が公理化されている。

すなわち、可積分場の理論における場の演算子は、関数の無限列という数学的にはわかり

やすい対象によって記述される。

4.数え上げの問題

可積分場の理論の重要な多くの例は、共形場理論からの摂動として得られている。このよ

うな状況においては、可積分場の理論における localfieldsと、摂動する前の共形場理論にお

ける localfieldsとのあいだに 1対1対応がつくのではないかと期待される。しかし 2つの理

論における local五eldsは、上で見たように全く異なる方法で記述されており、それらをどの

ように関係づけたらよいのか現在の知識ではわからない。そこで一歩退いて、ひとまず「数は

あっているか ?Jを問題にする。

Virasoro代数の表現空間Vには、 Virasoro代数の元Lo(およびそのコピーLo)により、

bi-grading V = ED V d.dが入る。ここでVd.dはLo，L。に対する固有値 (d，d)の同時固有空間

である。 (Lo-L。はローレンツ変換に関するスピン、 Lo+L。はスケール変換に対応する。)

状態ー演算子対応により、共形場理論の localfieldsは2つの次数 (d，d)を持つ。それらの数は

次元の母関数(指標)~d.dqdqd dim V d，dで与えられる。

massiveな理論における localfieldsを数えあげるには、その形状因子を数えればよい。そ

の結果上の指標と同じ答えを得れば、「数の上での1対1対応Jを確かめたことになろう。こ

のような試みは1990年代に物理学者によってなされた <[2]，[6]など)。粒子が内部自由度を持
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たない場合、形状因子は共通のスカラー因子を除くと変数 Zj= eβjの対称ローラン多項式に

なり、後者にはさらに形状因子の公理から従う性質が科される。このような対称多項式の数え

上げがいくつかの例で研究された。内部自由度がある場合には問題はず、っと困難で、 [12]，[1]

などの重要な仕事があるが解決には至らなかった。最近中屋敷厚氏は、ある仮定のもとにこの

数え上げを直接の方法で実行した。本稿では中屋敷氏の結果の表現論的な方法による再構成

と、その拡張について述べる。

5. SU(2)不変Thirringモデル

以下ではもっとも基本的な例である 8U(2)不変Thirringモデル (ITM)の形状因子を考察

する。 2

V=c2とし、行列 8(s)εEnd(V③ V)を次の式で定めよう。

(( -s) s1 -rriP 
8(s) =一一一
((s) s-πi 

ここでIはidenti七Y，P(包③υ)=v③uは置換作用素である。スカラー因子((めはある有理型

関数であるが、具体形は省略する。

ベクトル値関数の無限列

fニ(fn)二0' んニ fn(ß1 ， ・・ • ，sn)εV伽

が以下の性質を満たすとき、これを ITMの形状因子と呼ぶ。

(AO) んは角一角 =lrri (i =1-j， l εZ)にのみ極を持つ有理型関数であり F

Eもesj→土∞のとき，ある L>Oに対してん =O(elβjIL)，

(A1) ん(...，sj+1，sjぃ・・)=乃什18j，j+1(均一角+l)!n(."，sj， sj+1ぃ・・)，

(A2) !n(s1，"'， sn-l' sn + 2πi) 

=e守主Pn，n-l・・・p叫ん(sn，sl，' •. ，sn-l)， 

(A3) 仇 -sn-l =併はsimplepoleで

resβn=β叫 -1+7ri!n(sl，' .. ， sn) 

= (1 +e一等i8九一1，n-2(sn-l-sn-2) . ..8η-l，l(sπ-1 -sl)) 

xfト 2(sl，・・・ J九一2)③(v+⑧v_-V_ Q9 v+). 

2講演ではsineGordonモデルに言及したが、 SU(2)不変 Thirringモデルは前者の相互作用定数とを∞に特

殊化したモデルである。
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ここで九j，8ij (s)はそれぞれテンソル積のi，j成分へのP，8(β)の作用をあらわす。またり+グー

はVの標準基底である。これらの性質は対忘する場の演算子のlocali七yを保証する条件として

Smirnovが公理化したものである [11]。条件の形から、実際には(ん)n:odd，(fn)n:evenを別々

に扱って良い。

V(したがって V③η)にはリ一環.sI2= CE ED CF ED CHが働く。 f= (fn)が形状因子なら

ば，x E .sI2に対し xf= (♂fn)も形状因子である。そこで、最高ウエイト条件

(A4) ある mεZとoに対し Efn = 0， Hfn = mfn (Vn三 mmod 2) 

を満たすものに考察を限定しでも一般性を失わない。このときfはウエイト mを持つという。

6.積分表示

(A1)，(A2)より、各 fnは(有理)qKZ方程式とよばれる次の線形差分方程式系において

p= -2併とおいたものを満たすことがただちにわかる:

fn(s1，・・・ ，sj+P，・・・ ，sn) = 土8j，j-1(sj -sj-1 + p) . . . 8j，1 (sj -s1 + p) 

x 8j川(sj-sn)・・ .8j，j+1 (sj -sj十1)fn(s1，・・・ ，sn)'

一般に -2-pj討を qKZ方程式のレベルという。形状因子の各成分fnはレベル0のqKZ方

程式の解である。

qKZ方程式の解についてはTarasov-Varchenkoらの浩輸な研究があり、今の場合には次の

ようなl重積分表示が知られている [11]，[14]，[10]:

(0.1) fp (s1 ， •.. ， sn) = e~ ~j=l 角 IIC(si一角)xψP(s1，…3仇)，
tく3

(φ0仏叫.
JOl i=I i=I 

x w(臼1ぃ・・ 3αz1s1ぃ・ ，sn)P(X1，・・・ ，XZIZ1，・・・ ，Zn).

ここで l= (n -m)j2，また

Xp :=e一αP，Zj:= eβj 

とおいた。

詳細は文献にゆずり、概略のみ述べよう。 (0.2)の被積分関数の構成要素のうち、ゅはある

ガンマ関数の積、 wはvonに値を取る α1，.・1αIとs1，'・.，snの有理関数である。 Cはー
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定の規則で極を避けつつー∞から∞に向かう積分路である。これらはすべて固定されてい

る。最後にP(Xl， • •• ， XdZ1γ・.，Zn)は、次の条件を満たすものとする。

(C1)・ P は X1 ， ・・ • ，Xlの反対称多項式かつ Zl，• ・ . ，Znの対称ローラン多項式，

(C2)degxp P三n-l.

(C1)，(C2)のもとに、積分は収束してfpは(A1)，(A2)，(A4)を満たす。さらにこれらが(A1)， (A2)， (A 4) 

の「一般解Jであることも知られている ([13]参照)。以下Xp変数を主変数とみて、 Pを単に

多項式ということがある。 (C1)，(C2)を満たす多項式を変形サイクル，Pのうちで積分すると

0になるようなものを nullサイクルとよぶ。 nullサイクルはつぎのように決定されている。

命題1.[13]ψp三 Oとなるためには3ある反対称多項式Ql，Q2を用いて

P=E1八Q1十E2八Q2

と書けることが必要十分である。ここでE1(X1)，E2(Xll X2)はある(具体的に書ける)多項

式である。また2つの多項式P1，P2に対して積P1(X1，・・・，Xl1 )P2(Xl1 +1，・・.， Xl1 +l2)の反

対称化を P1八九で表わす。

形状因子の条件のうち、残るのは(A3)である。これについてはつぎの事実がある。

命題 2.([12]，[9]， [3]) m 三0とi= 0，1を固定する。 (C1)，(C2)を満たす多項式の列 p=

(Pn，z)ょiどm が次の条件を満たすならばf= (fPn，l)ょiどm は条件 (A3)を満たす。

(C3) Pn，l(Xll・・・ ，Xl-1， z-
llzl，'・.，Zn-2， Z， -z) 

=Z一時l+iII (1 -X;z2) X Pn一山一1(X1，'" ，Xl-1Iz1，'" ，Zn-2) 

[3]では(C1)一(C3)を満たす多項式列(Pn，z)n~'~どm をウエイト m の∞サイクルと呼んでい

るに以上のことから、形状因子は∞サイクルでパラメトライズされることになる。 (C3)は形

状因子を与えるための十分条件であるが、われわれは今後その逆も成り立つことを仮定する。

ウエイト mの∞サイクル全体の空間を Z出[m](j = 0， 1， i -j == m)と記し、

z出 :=@m三ご720d2ZC会[m]
とおく。(記号A の意味は後述する。)上述のことから、最高ウェイト条角を満たす形状因
子の空間は商空間

z兇/(E1八Z34;+22八Z34)
3これらの条件自身はm>Oに限らずmεzについて意味を持つ
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とみなすことができる。言い換えればこの商空間が、 ITMのlocal五eldsのうちで.s{2の作用

に関して最高ウエイトとなるもの全体のなす空間である。われわれの目標は、∞サイクルの

空間とは何か、そして商をとる操作は何かを明らかにすることである。

7. 量子アフィン代数 U~コ(Sr2) の作用
∞サイクルに対する条件、特に (03)はすぐには意味のわからない条件である。これらを

統制するためには量子アフィン代数の作用が有効な手がかりを与えてくれる。

少し記号を準備しよう。.sI2上のアフィン・リー代数をぷ;=sWCIM-1lecc，その q変

形である量子アフィン代数を Uq= U~ (，Sr2) と記す。正確な定義は文献に譲るが、 Uq は生成元

z去(nE Z)， br (r E Z¥{O})， K土¥0却で生成される C(q)上のホップ代数である ('q→l'で
zLZL bnがそれぞれE③ tn，F@tへH@tnに対応する)0qを複素数εECX (とくに εが
1のベキ根の場合)に特殊化した代数民は、いわゆる dividedpower 

h{s) (X去)8(X;=r8) :=一一
[8]! 
(lsl!=[11121 1s!?lsl=:二戸)

を付加したものとして定義する。a;はV@C[Z，Z-l]にx@tnI-t XZn， Cト→ 0として自然に作
用する。この Ueにおける対応物を Vzと記す。

さて、 Zl，'" ，Znの有理関数を係数とする変数X1，・・・ ，Xz
の反対称多項式であって、各Xj

につきたかだかn-1次のものの全体を 5'n，z、5'n = EDz=o5' n，lとしよう。

命題 3.[14， 3] 5'n は U~コ加群の構造をもち ， U~コ加群の単射準同型

九l@・・・@九n一→5'n

が存在する。この作用により nullサイクル ~j は 1 E 5'nから

~1 = xo1， ~2 = (xo)(2)1 

として得られる。

定義から、 nを固定したときの変形サイクルのなす空聞は空間5'nの部分空間である。さら

にこの部分空間はUy=iの作用で不変であることも示される。命題から、 nullサイクルによる

商をとることはXoによる作用(およびdividedpower(xo)(2)による作用)で割ることに対応

する。

多項式の無限列 p= (Pn，z)に対しでも， Uy=iの作用は成分ごとに忽p=(忽Pn，z)とおいて

定義できる o
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命題 4.[3] pが∞サイクルならばxp(xεU、戸工jも∞サイクルである。すなわち条件 (G3)

はU.jコの作用で保たれる。

この命題により Z犯はU.;=τの表現空間になることがわかる。その構造を次節で述べる。

注 変形パラメタがJごTとなる(表面的な)理由はつぎの通りである。 qKZ方程式にお
いてレベルがgenericな場合には、 Tarasov-Varchenkoによる積分表示の一般論があり、上と

同様にその被積分関数(変形サイクル)に仏の作用が定義される。このとき変形パラメタは

と=e1f'2/pで与えられる。したがってレベルがO、すなわち p= -27riのとき ε=V'-Iとなる。

なおこのことからも予測されるが、 qKZ方程式の理論において、形状因子に対応するレベ

ル0の場合はgenericレベルにくらべて非常に特別な性格のものになっている。ベキ根のうち

でもA の場合には、 bn(n:odd)がU.jコのすべての元と可換になってしまうなどの表現論
的に特殊な事情がおこる。 口

8.結果

量子アフィン代数Uqのレベル1の既約最高ウエイト加群を V(Ai)，レベル-1の既約最低ウエ

イト加群を V(-Ai)としようい=0，1)。それらのA への特殊化を V.j=I(Ai)，V.j=I(ーん)
と記す九∞サイクルの空間に関する結果は次の通りである。

定理 5.U.;=τ(5[2)加群の同型

ψ :V.;=τ(Ai)S~V.jコ(-Aj) → z出

が存在する。

ここで無限和を許容するために左辺はテンソル積の完備化をしているが、ここでは立ち入

らない。

証明には、まずgenericqで類似の写像を構成する。構成には q-ve吋exoperatorと命題3

を組み合わせて用いる。この写像はA に特殊化できることがわかる。同型を示すには柏原
正樹氏による大域結品基底の理論と e訪問malweight moduleの構造に関する結果 [5]を援用

する。

∞サイクルの各元 Pn.lは変数 Zl，.・.，Znについてローラン多項式である。特にこれらが多

項式(負べきをゆるさない)であるもののなす部分空間をzcfhtと記し仙山lbspace
とよぼう。

4Lusztigの意味の整格子を指定して特殊化を定義する。 ε=土r-rの場合のみこれらの加群は既約でなくなる.

no 
句、

u



命題 6.上の写像により同型

伊 CViQ9 V.何 (-Aj)→z出

が引き起こされる。

とくに両者の指標は等しい。この結果は直接多項式列を構成する方法により、 [7，8]で初め

て得られた。

最後に共形場理論との対応を見ておこう。 ITMに対応する共形場理論は、 ir2のレベル1表

現に付随するwzw模型と呼ばれる。始めに述べたように、共形場理論では局所場の空間と
状態空間が同一視される。いまの場合にはそれがテンソル積の直和

E9i戸 0，1V(Ai) Q9 V( -Aj) 

になっている(ただし右辺はq=lの場合である)。

一方、第6節でおいた仮定の下で、最高ウェイト条件を満たすようなITMの局所場のなす

空間は、∞サイクルの空間Z出をXo，(可)凶作用で割った商空間と同一視された。この

空間は?テンソル積の .$[2の作用による最高ウェイトベクトルの空間と見なすことができる。

すべての局所場はこれらから .$[2の作用で得られていた。したがって定理5の内容は期待され

た結果と一致している。

これで「数勘定Jのレベルでは一応もっともらしい関係がついたことになる。しかし乙れ

は内容に立ち入った対応ではないことに不満がある。量子アフィン代数は形状因子ではなく被

積分関数の空間という補助的な空間に働くにすぎない。形状因子の上に作用する自然な代数

が見つからないものであろうか。
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