
ベルグマン核に現れる解析と幾何

小松玄(大阪大学・大学院理学研究科)

強擬凸領域のベルグマン核が面白い理由のひとつは?その特異性を調べるのにい

ろいろな解析の方法が使われていて?また最終的には幾何の具体的な情報をとりだせ

ることだと思う.学校で習ったこと(または数学の常識)にちょっと付け足した程度

の知識でいろいろ遊べるのは楽しい.とはいうものの?ちょっとずったくさんという

のは結構難物で?身構えたり勘違いしたりしていて?なかなか勉強が進まない.そう

いう経験をしてきた身として?これから勉強したいという人たちにう

ベルグマン核に現れる解析と幾何は怖くない

というメッセージをエールとして送りたい.怖くないというメッセージなのだから?

不思議なことに出会ったりうその理由(仕組)を知りたいと思ったり?ああそういうこ

とだ、ったのだ、と納得してみたりという?そういう経験については?いま(同時には)伝

えられないが?お許しいただきたい.

講演は OHP原稿を使っておこなった.口と併せて意味を成すわけだが?書き直

すと OHPのレイアウトが死んでしまうのでjOHP原稿を再録して?それに notes
を付け足すことにした.(こう決心するまでに時間がかかって?組織委員の皆様に大変

ご迷惑をおかけしました.おわびします.)なお?参考文献をつけることも考えたが?

怖くないということを伝えるという主旨から考えて(基本的には)やめた.平地健吾

君との共著の総合報告があるので ([1])，それの文献表からたいていたと、れると思う.

もう少し新しい論文問の序文はうレフェリーの要請で長くしたので?参考になるか

もしれない.最後に?ド]にも [2]にも引用していない重要な論文問を?ひとつだけ

引用しておく.

[1] K. Hirachi and G. Komatsu， mvariant theory of七heBergman kernel， 
in CR-Geometry and Overdetermined Systems， Advanced Stuc1ies in 
Pure Mathematics 25， pp. 167-220， Math. Soc. Japan， 1997. 

[2] K. Hirachi， G. Komatsu and N. Nakazawa， CR invariar市 ofweight五ve
in the Bergman kernel， Advanc邸 inMath. 143 (1999)， 185-250. 

間N.Nakaz仰 a，Asymptotic expansion of出eBergman kernel for strictly 
戸eudoconvexReinhardt domains in CC2， Osaka J. Math. 31 (1994)， 
291-329 (anno1lllcement in Proc. Japan Acad. 66 (1990)， 39-41). 
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31 (ベルグマン核)の notes

まずベルグマン核の定義(完全正規直交系を使う)を述べて?球の場合(ベルグマ

ン核が具体的に計算できる例)に形を書いた.領域の定義函数(キーワードである)

を使ってベルグマン核の特異性の形を書くのだ、がう球の場合から始めて強擬凸領域に

いたる.式番号がふたつだけあってうそれらは:

(1 ) 球の場合のベルグマン核の形?

(2) 強擬凸領域のベルグマン核の特異性の形.

特異性は局所化可能であることを注意した後に?変換則(双正則写像の下での)を書

いた.一変数の場合と多変数との違いで著しいことはうリーマンの写像函数があるか

ないかと?グリーン函数で書けるか書けないかである(多変数だとグリーン作用素が

かノイマン問題の解作用素にかわる).考える問題は式 (2)に現れるふたつの函数

ψBψBの幾何的な記述でう講演の際にはその場で下手な図を描いた(熱核とリーマ

ン幾何の対応の場合と比較して難点を説明した).話のプランは

82 (…現れる)解析 83 (…現れる)幾何

でありう(…現れる)解析の内訳は

(1 0) KB == 1 -a*N a (Schi晶子Kolmの公式)， a-ノイマン問題

。0)特異性の形。)の由来 Fe自主rman(Boutet de Monvel-Sjostrand) 
。0)特異性の形 (2)の具体的計算(柏原-Bou七etde Monvel) 

また(…現れる)幾何の内訳は

(1 0)強擬凸領域の境界の幾何

(20
) (強擬凸領域の)局所双正則幾何

(30
) 複素モンジ、ユ・アンベール方程式の幾何(強擬凸)

の予定だ、ったが， (…現れる)幾何の方はかけあしになってしまった

最後にう強擬凸領域とはどんなものかを老婆心から復習し?人は何で数学するかを

Q&Aの形で反省した(妄言多謝).
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32 (ベルグマン核に現れる解析)の notes

偏微分方程式論の手法にはふたつあって?函数解析的(評価付)なのと代数解析的

(計算付)なのである.函数解析的な方が人口が多いのでそちらから説明した.線形偏

微分方程式はふつう二階二変数の場合から習うが?その分類とからめて?フーリエ積

分作用素・擬微分作用素・特異積分作用素とはどんなものか?粗く述べた.函数解析

的手法にも二つある:

O デ、イリクレ積分(先験的評価式)の方法(抽象的)，

O 基本解(パラメトリックス)の方法(具体的).

かノイマン問題は前者で?ベルグマン核の特異性は後者で取り扱う.後者に現れる擬

微分作用素でも特異積分作用素でも?積分核の代数として扱うわけだが7 この代数を

概説した.なお?この話全体の裏側で働いているアダマール変分の考え方について?

函数解析との関係を注意した.

以下?多少の細部にはいる.まずかノイマン問題を述べた.これは Hormander
の多変数函数論の教科書にもつながったが?線形偏微分方程式(準楕円性)の研究に

も大きな影響を与えた.次にう 1974年に出た三つの長い重要な論文に言及した:

1 C. Fef島rman(Invent. Math.) ベルグマン核の特異性

2 Folland-Stein (Comm. Pure Appl. Math.)ハイゼンベルグ群

3 Chern-Moser (Acta Math.)モーザーの標準形

Chern-Moserは 33の(…現れる)幾何を詳述すれば頻出する(詳述しないけど).

Folland-Steinは境界付(または境界上の)θ 理論のモデル領域の境界は球面でなく

ハイゼンベルグ群であることを見抜き?その上での特異積分論を展開した.境界上で

の θ理論を考えれば自然に Szegる核(ゼゲー核)にいたる.これはベルグマン核の

親戚でありう類似の扱いができる(ベルグマン核より簡単なこともあれば?難しいこ

ともある).なお前に式番号はふたつだけと書いたがう厳密にいうとふたつ目(強擬凸

領域のベルグマン核の特異性の形)の変種がここに出て来る:

(2)S強擬凸領域の Szegる核の特異性の形.

これを調べる最も素朴な方法は Kerzman-Stein(Duke Math. J. 1978)だろう

が?これとの関連で Ligocka(Studia Math. 1984)によるベルグマン核版に触れ?

次いでこの話のメインテーマである Fefferman(1974)による特異性 (2)の構成7

Boutet de MonvelとSjるstrandによるその平易化 (1976)につなげた
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代数解析的手法による具体的な計算にはいる前にう少し対称性を仮定して領域の

クラスを限ったときの話をした.こうすると不変量が一斉に退化することもあり得る

が?例えば(強擬凸な)柱状領域(またはラインハルト領域)で、はう目下具体的な計算

が可能なところまでは退化していないことがわかる.(中津則之による.詳しくはう開

の方法で [2]の結果まで得られる.)このことは著しい.

32の残りの部分で BK(ベルグマン核)と SK(Szegる核=ゼゲー核)の具体的

な計算方法を説明した(相原-Boutetde Monve1の公式を使う;これは Boutetde 
Monve1-Sjostrandとは違う).復習すると?佐藤超函数の理論ではふ函数はコー

シーの積分公式に現れる積分核 1/(2wi z)であり?これから微分と不定積分により

ψ(z) 
ヲf-+ψ(z) 10 g z ( <p ( z )とψ(z)は正則函数で fεNo) 

という形の特異性が得られる (logzはその多価性を通して Heaviside函数 Y(z)
の定数倍をあらわす).よって領域 {p> O}の境界のふ函数は 1/ρ の定数倍でう

Heaviside函数 Y(p)はlogpの定数倍である.これら l/pまたは logpのどちら

を基準にしてもよいがうこれから生成される積分核の代数がベルグマン核やゼゲー核

の特異性を含む.モデルの領域(即ちハイゼンベルグ群を境界とする強擬凸なジーゲ

ル領域)を {ρo> O}として 60:== 6(po)，九:==Y(PO)とおくと

Y二 Y(p)== AB
九，6 == 6 (p) == A S 60 

をみたす作用素 AB?ASを具体的につくれるが?相原-Boutetの公式というのは

KB == (AB)*-l K~ ， KS == (AS)*-l Kg 

である (KB と KS はベルグマン核とゼゲー核で?モデル領域のとき K~ ， Kg と書
いた).AB (または AS も同様)は p==Oをグラフとする函数を po変数でテイ

ラー展開するような作用素(実際はもう少し複雑な無限階の微分作用素)でありうこ

れだけ直裁だからこそ?転置の逆 (AB)*-l，(AS)*ー 1 を具体的にいくらでも先ま

で漸近的に計算できる(フーリエ積分作用素のように定式化すると具体的には全然

計算できない).でもうだから Hadamard変分みたいな感じになるので， fonnal 
calculusになる(解析性を仮定しでも気休めにならない).柏原-Boutetの公式は7

ベルグマン核を特徴付ける(斉次)ミクロ微分方程式系(柏原による)を使って証明

される(ゼゲー核のときも同様).
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93 (ベルグマン核に現れる幾何)の notes

まず Subsection3.1 (序)ではp熱核とリーマン幾何の対応の場合と比較してう

ベルグマン核に対応する局所幾何の説明を始めた(大域幾何は殆どできていなしミ).

局所幾何は境界上の CR幾何で?境界点の近傍での局所双正則幾何が補助的に必要

となる.Subsection 3.2 (双正則変換則)では?別行の式 (2)(強擬凸領域のベルグ

マン核の特異性の形)または (2)S (強擬凸領域の Szegる核の特異性の形)に現れる

函数 ψBψBぅψ久ψSεC∞(0)を領域の定義函数 ρεC∞(0)で

ψB=Lψ?〆+O(ρn+1)， ψS = LCP1〆+O(ρη)， 
j=O j=O 

。，
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と展開することを考えている(但し ψ??ψ?εC∞(0)は境界上の函数でないところ

がミソである).領域の定義函数 ρは熱核の時間変数 tに対応するから函数 ψ??ψ?
のウェイトを

(#)j w(ψ?)=jぅ w(ψj)=j

と測りたいところだがうこの測り方は

(#)p ヨρεOdci(O)(0∞定義函数) s.t. w(p) = -1 

ならばつじつまが合う.詳しくはう特異性の形 (2)および (2)Sをみればわかること

だ、が，(#)pと (#)jωεNO)は次の式と整合している (consistent) : 

W(KB) = n + 1， w(Ks) = n; 

またこれは?双正則写像 φ:01→ O2の下での領域汎函数 K= (Kn)の変換則を

以下の式で定めれば実現される:

Kn1 = (Kn2 0到!det <t'!2ω/(n+1) (ωεNOがウエイト). 
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実際7ベルグマン核はウェイト η 十 1の双正則変換則をみたし?Szegり核もそれを定

義する境界上の面素を上手にとればウエイト η の双正則変換則をみたす(いまそう

いう面素だけを考えている).

このようにうもし (#)pが成り立つならばうベルグマン核や Szegる核について7

双正則変換則のウエイトとう特異性を測る領域の定義函数 pεC∞(f2)のベキとの

勘定がうまく合って?美しい理論の予感がする.現実には，(#)pは近似的にしか成り

立たない.詳しくはう (#)pの変換則 w(p)== -1を近似的にみたす pは容易に構成

できるが(複素モンジュ・アンベール方程式の零ディリクレ境界値問題の C∞近似

解をとる)ぅ正確にみたす C∞定義函数 pεCcief(f2)は存在しない(証明できる).

でも?近似が成り立つぎりぎりのところまでは理論ができる.さらに?がんばって

いるとごほうびでうこの困難の迂回の仕方もわかってくる(→平地健吾， Ann. of 

Math. 2000).詳しいことは省略する.

Subsection 3.3 (CR変換則)では， (スカラー)CR不変量の説明をしたウエ

イト ωεNoの CR不変量は局所的に定義された境界汎函数 K== (K，θ0)であっ

てう CR同型写像争 :θf21→ θf22の下での変換則

Kθ0
1 
== (KθO

2 
0 φ) 1 det (T'12切

/(η+1)

をみたす (φ を形式的に双正則に拡張しておく).変換則 (#)jが成り立つのはウエ

イト jが浅いところだが(そこでは変換則 (#)pの近似が生きている)，そのとき

ψ??ψ?の境界値はウエイト jの CR不変量になる.ψ??V?を j== 0，1，2い

と順に決めて行くのも楽しいがう省略する.

こうして?ベルグマン核と CR(または擬共形)幾何との関係が?熱核とリーマン

幾何の関係に負けない程度にわかった.いやまだ負けているかもしれないが?こちら

には将来性がある.お手本もあるし 7新しい複雑さもあるし?例には特殊函数やディ

リクレ級数も見えているし?・・・それで?というわけだが?それを論じるのはここで

は重すぎる.
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1.ベルグマン核

定義.領域 nc cn (または複素多様体)上の L2

正則函数の空間 HB(n)の完全正規直交系 {hj} を

任意にとっ-C，次のようにおく:

KB(ω):=εhj(z)可可 (z，wεn)，

KB(z) := KB(い)=玄Ihj(z)1
2

o Zと百に関して正則である.

O 完全正規直交系の選び方に依存しない.

o hjを正則 n-形式とすれば?多様体上(複素構造

だけで)定義される(エルミート計量は不要): 

九(z)八九(z)は 2n-形式 (n上積分できる).

例.球だと単項式が完全直交系をなす(計算できる).

単位球 {Izlく 1}c Cn のとき?

K~a以z， 切) = c~/(l -z ・百)η+1

p(z，ω) :=1 -z ・5 とおくと，p(z) :=ρ(z， z)は

球の定義函数である (p(z，ω)は ρ(z)の複素化). 

注意(変換異11).双正則写像金:n1→ n2に対して

K~l (z) = K~2 (金(z))I det<T'(z)12
. 

(複素化もできる.) 

一変数の場合:特異性は局所的に自明だがp

O 双正則写像=Riemannの写像函数

。変換則←+写像函数によるベルグマン核の表示

K~(z ， ω) = K~(<Þ (z) ， 争(ω))φ'(z) <T'(w). 

ω=  <T(ω) = 0ε ム={Izl < 1}， <T'(ω) > 0 
と正規化すれば K~(φ(z) ， 争(ω)) = const. 

写像函数の境界正則性は局所化可能← Schauder
評価の Cauchy核版 (Warschawski)

。一変数だとグリーシ函数で書ける:

θ2G 
KB(叩)= (con凶)一一(z，ω).

θzθ百

作用素版は KB=l-d*G否(Schiffer). 

多変数だと違う(→ θ-Neumann問題). 

作用素版は KB= 1-d*N否(Kohnの公式).
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一般に n={ρ(z) > O} c C九但し

Igrad pl f= 0 on ρ=0 

(即ち pεC&f(n)定義函数)のとき

ヨψB(Z) 一
(1)KR(z)-vBεC∞(n) 

p(z)叶 1' 

かというと?

n=lのときは (1)は正しい

が，n三2のときは一般に (1)は正しくなくて?

ヨψB(Z)log p(Z)，ψBεC∞(n) 

という形の弱い特異性が現れる (Fe狂erman，1974): 

(2) 
R ヨ伊B I ""1.I.B 

Ktl(z) =声訂+ヨψ1:)log p. 

但し

nccn は強擬凸(球を局所モデルとする問題). 

なお特異性は局所化可能だから

Qは mfdwith bdry (複素多様体内の領域)

で OK.

考える問題.

o c.pB =ψB[ρ]， ψB_ψB[p] 

(定義函数 pεC&f(n)に依存する)

o .0 反映
O 知りたいのは伊BとψB←ー θQの幾何 (CR)

O むつかしいのは Q の幾何(双正則)との関係

( (…現れる)解析(の反省会)
話のプランイ

l (…現れる)幾何(の反省会)

(…現れる)解析

(10) KB=lー否*N否(Schiffer-Kohnの公式). 

δ-Neumann問題

(20
) 特異性の形 (2)の由来

Fefferman (Bouむetde lVlonvel-Sjostrand) 

(30
) (2)の具体的計算(柏原-Boutet)

(…現れる)幾何

(10
) 強擬凸領域の境界の幾何

(20
) (強擬凸領域の)局所双正則幾何

(30
) 複素 Monge-Amp色re方程式の幾何(強擬凸)



強擬凸領域

強擬凸ぷ尋問的に球の摂動

(各境界点の近傍で)

球担塑 擬凸 聖書多重円板

{Izl く 1} {IZllく L・・・ ，Iz.η|く 1}

z = (Zl，・・・ ，zn)εCぺIzl2 
:= IZl12 

+・・・ +lznI
2
.

擬凸===:;:.正則領域 Levi問題

擬凸ゃ=正則領域 正しい(簡単)

正則領域畠同時解析接続できない

同時解析接続 o(n¥K) = O(n) Ir~\K 

例.コンパクトな穴は除去可能 (n¥Kは連結).

(注)n三2のとき，zn= 0は複素超平面

(正則函数の零点は孤立できない)

(注)n¥K c Cnでも nc Cn とは限らない

(→正則領域の正式の定義は複雑)

2. (…現れる)解析

PDE手法 [函数解析的(評価付)

(偏微分方程式論) 1.代数解析的(計算付)

1 双曲型(波動方程式)

2 f楕円型(ラプラシアン)

l放物型(熱方程式)

六1と2の専門家では， 3年 DEの講義が違う.

o 1が教えると 3一階線形常微分方程式系に詳しい

(ジヨルダン標準形もやる).

一階(準線形)偏微分方程式もやる

準線形=quasi-linear 
=最高階の微分に関して線形

o 2が教えると?評価ばっかり(不等式だらけ).

六万では 2の解析が主に現れる (F10も現れる).

o F10 (Fourier積分作用素)は 1によく現れる;

微分作用素を標準形に直すときにも使う(いま). 

o wDO (擬微分作用素)は 2に現れる;

o 810 (特異積分作用素)は宙DOの先祖(本家). 
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Q&A  

問題.局所 CR不変量は CR多様体を特徴付けるか?

仮定:CR多様体は強擬凸3超曲面型F・・・

(Ql) Yesか Noか判ったらうれしいか?

(Q2)どの位うれしいか?

f自分が解いたらうれしい
(A) ~ 

l他人が解いたらくやしい

(Q3)そんなんでいいのか?

(A3)よくない

(Q4) Yesか Noか判るとはどういう意味か?

(A4)地図をつくるよろこび

路地裏 ← 地図 → 象の背中に地球

(Q5)地図が出来てもうれしくないのは誰?

(A5)全然知らないやっ(cf.覆面レスラーの正体)

(Q6)地図が出来てうれしいのは誰?

(A6)業界人!専門家》 マニア?

暴論です(やりすぎ)

でも反省しない→不良のすすめ

犬函数解析的手法にも二つある:

O デイリクレ積分の方法(抽象的)

リースの定理で解の存在をいう

←先験的評価式 (Garding不等式)

→解の regularity(微分可能性)

五Neumann問題はこっち

。基本解(パラメトリックス)の方法(具体的)

E. E. Leviにさカミのlまる

Lに対して LKo= l-E (Eは誤差)をみたす

Koが求まればK:=Ko(l-E)-lが解作用素

ペルグマン核の特異性はこっち

f大きいと応用が広い
積分核の代数イ

l小さいと詳しい解析が可能

O 合成・共役について閉じている.

O 考えている微分作用素と解作用素を含む.

O 誤差の測り方がある (cf.漸近展開の剰余項).

例えば3微分で悪くなり，不定積分でよくなる.

(例えば Besselポテンシャルで上げ下げする.) 



特異積分作用素の積分核では?基本は

tf(z)十吋K(い一川y)

即ち
シー函数十主値積分核

アダマール変分.例えば自由境界問題を陰函数定理

(非線形函数解析)で解こうとするとき?作用素の定

義域を固定するために 3 ひとつの領域への引き戻し

を考えると便利である (~I き戻しの函数が方程式の
未知函数になる).こうすれば微分(変分)がとれて

(線形化できて)陰函数定理が使える.しかしp初めの

微分作用素がきれい(例えば Laplacian)でも，線

形化方程式はきたない.これを引き戻しの逆で元の

領域に戻せば，線形化方程式はきれいになる.これが

アダマール変分である.

r a = 1欲しい
境界値問題 (0，q)-form 1 ~ : ~ Di帥 let

先験的評価式は basicestim抗e(← sψc) 

I lul2 + I 1匂 1
2;S Q(u， u) 

Jδn Jn 

Dirichlet形式(右辺のカッコは L2(n)内積): 

Q(u， v) := (δu，δυ) + (-du，-dυ) + (u川)

Morrey (1958)， Kohn (1963): 

lIull;.t + lI ull~ + IIull2 ;S Q(u， u) 

L1ぃ・汁 L九一1(0， 1)勺 pe，tangential 
L1，... ，Ln正規直交(局所的)

lIull;，t =玄IILjull
2， lIullト乞IILjull

2

(正確には右辺の U は U の係数). 

間足ILjul
2
で?乞f伽

劣楕円型評価式が出て (C∞)準楕円性やらコン

パクト性やらが出る (1965Kohn-Nirenberg). 

二重交換子→ Cω は出ない.
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8-Neumann問題

o PDEアプローチ PDE純粋理論は貧弱

ルーツから活力を貰う

( noは正常
勝手に係数を書いて楽しいか?i ;;sもいる

{物理

lレーツ J幾何

l (SCV) 

o 8-補正の方法 (Leviもクザンも解ける)

近似解を素手でつくり?方程式を解いて補正する.

難しい正則函数九を求めたいとき 3近似 hoを作

~， u =九o一九を否u=fの解として求める.

r Spencer， MorreJらKohn
1960年前後イ1 Ehrenpreis 

O 否-Neumann問題は境界値問題

→解の境界平滑性が出る可能性;実際3 出る

←作用素の低階の項でなく境界形状に依存

口=万万*十万*否を(強)擬凸領域(開多様体)

上で考える.口υ=fが解けると否(θ*υ)=f
である(←適合条件).v = Nfと書くと N が

8-Neumann作用素(と呼ばれる).

1973年4月 -1975年3月(タイムラグ有)

Folland-Kohn 1972プリンストンの赤本

Kohn， J. Diff. Geom. (1972)途中で出た.

Kohn (1963-64) 
Kohn-Nirenberg (1965) 
Horm組 der(1965) Acta論文

(1966)多変数函数論教科書

Andreo七七i-Vesentini (1965) 

1975年3月 -4月

1 C. Fefferrr削 1(1974)ベルグマン核の特異性

2 Folland-Stein (1974)ハイゼンベルグ群

3 Chern-Moser (1974)モーザーの標準形

Chern-Moser (→幾何)



Folland司 Stein

O 一変数だと円も上半平面も一緒.

O 多変数でも球と Siegel上半空間は一緒だが?

ユニタリ群よりハイゼンベルグ群の方が基本的

(交換関係).
一一宮 一望ー

O ハイゼンベルグ群の上で口b:=仇句+内九

(群不変)の基本解を構成(モデル)

→強擬凸な境界をハイゼンベjレグ群で近似

O 否'-Neumannは抽象論先行なのでこれは貴重

θb 

O 一変数だと正則函数の境界値は特異積分方程式で

特徴付けられる (Plemeljの公式). 

O 多変数だと正則函数の境界値は九九 =0で特徴

付けられる(線形連立偏微分方程式系).

Cauchy-Ri81nann方程式の接方向成分をとる

(接 Cauchy-Riemann方程式とも呼ばれる)

Hans Lewyの解のない微分方程式とも関係Lて

いる(溝畑作用素とも関係している).

o 8-Neumann問題を境界上に帰着させたものは

口bに似ている(同じに扱える).

。一変数の場合， Szego核は Cauchy核に近い.

Cauchy核はエルミート対称、に近い:

Cb(Z，ω) -Cb(Z， w) =: i Ab(z，切)

とおくと， Ab(・?・)E C∞(δnxθ.0)はエルミー

ト対称である;また3積分作用素として

K8 = Cb (1-iAb)-l. 

O 多変数の場合にも 3上と似た表示が成り立つ

(CbはHenkin核で，Abは有限次の平滑化).

それから (2)8も導ける (Kerzman-Stein). 

O ベルグマン核の場合にも p上と似た表示が成り立つ

それから (2)も導ける (Ligocka).

o Feffermanによる (2)の証明も?作戦は一緒

(第 O近似を素手で作ってノイマン級数で補正).

但し，第 O近似の作り方が7手が込んでいる.

またF積分核の代数を小さく取ろうとしている.
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Szego核(ゼゲー核)

O ベルグマン核のときの HB(0.)= 0(0.) nL2(0.) 
をヒ jレベルト空間 HS(n):= 9(0.) n L2(δ0.) 
(の完全正規直交系 {hj})で置き換えると Szegδ
核が定義される:

K8
(叩):=玄hj(z)日可 (Z，WE n) 

これは L2(θn)を定義する面素に依存する.

o Szegる核が定める L2(θn)上の積分作用素は?

万bの零空間への直交射影である(面素に依存).

o Szego核の特異性の形はベルグマン核のと似て

いるが?負ペキがひとつずれている:

q T..r~ ヨ伊s s 
(2)S K芯(Z)=予r+ヨψ;:jlogp. 

伊8ψ8E C∞(.0)は pと面素に依存する.

o Boutet de乱10nvelと Sjδstrandによる

(2)8の証明は7複素相函数をもっ FIOを使って

いる(否bを標準形に直すとき現れる).相函数

p(Z，叩)は定義函数 p(Z)の複素化ゃ Cω

(C∞のときは複素化もどき=概解析的拡張).

よってラプラス積分の表示を得る:

KS(z，w) = J∞α同入)山川)d入3

切z
 

nvj噌α
 

pιv 
明
州

、八
∞
ヤ
白
日

ー
八ω

 
z
 

α
 

(2)の証明も同様である

← 否'-Neumann問題を境界上に帰着



O 少し対称性を仮定する(領域のクラスを限る)

それでも不変量が退化しなければエライ

(強擬凸な)柱状領域(またはラインハルト領域)

中津則之 (1994)，... 

G則的 tube(または Weyltube) 

O 例えばラインハルト領域では単項式は完全直交系

をなす.核函数の領域変分は正規化定数の変分に

帰着されるが?ここでは領域依存が直裁である.

柱状領域のときも同様である.

BK&SKの具体的な計算

(キ自原ーBoutetの公式を使う)

復習すると 3佐藤超函数の理論では

ミクロ撒分作用素 (MDO)~宙DO

5=苧村明on{ρ= O} 

Y = l.og ρx const←→ Heaviside函数:

特性函数of{ρ> O} 

九 :=Y(ρ0)，

50 := 5(ρ0)， 
g
m
v
 

B
日

s--

k
l
κ
.
 

一一一一

B
}
S
3
 

y
川

κ
公式ヨAB= AB(z，θz) ∞階の作用素(具体的)

s.t. 

Y=AB}も(当 KB= (AB)*-l K~) 

5 = AS 50 (~KS = (AS)*-l Kg) 
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A =: shif七op(ずらしの作用素)，

(A*)-l←→ Fourier積分作用素

定理(柏原).

(a) For VP = P(z， 8z)正則 MDO，
ヨlQB= QB(芝?ゐ)反正則

s.t. (P -QB) Y = O. 

このとき (P_ QB)牢 KB=0. 

(b)もし P1，・・・ ，P2nが一次独立ならば?

(乃 -Qf) Y = 0は Y を決定する

(定数倍を除いて);よって

KBは(定数倍を除いて)決まる

↑ 
特異性(ミクロ函数)

T Similarly for KS← KB 



T包ylor展開を復習すると?

ぶ f(m)(x)l..m 
f(x 十九)~記 m! 

=三与(ずf(x)

=: A(x， djdx) f(x) 

A(x，djdx) ∞階の線形"微分作用素"

~=千ω
~ 

〉丈企¥Q

J)，.，-= 0 

PO = Zn +芝η-z'.芝" -

P A = PO -F A ( z' ， 芝 Zη 二 z~ì
\~~ノ

lv'loserの標準形

技術的な理由で， (Boutetの)複素標準形を使う:

FA ~ HB(Z'，Z'，zn) 

3. (…現れる)幾何

3.1.序

O 熱核にリーマン幾何のスカラー不変量がはいって

いる.

これだけで面白いと思うかどうかで話が変わる.

面白い→ベルグマン核も面白い

違う →熱核から大域不変量(積分不変量)

を取り出して見せる

f計量によらない一位相不変量

大域不変量 J= 1  = ._ r-，"~ (~伽，h-Si叩r)
}計量に依存ー固有値で多様体

〔 を識別(固有値分布)
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何で具体的に計算できるのか?それは?

MDE's (ミクロ微分方程式)~ wDE's 

のシステム(連立方程式系)を忘れることができてF

次の図式だけをみればよいからである:

九 =log PSiegel (z， z) 

↓A(z， {)z) 

K~(z ， 芝)
↓A←1 (z， {)z) 

Y = logpn(z，z) Kli(z，芝)

A(z， {)z) (漸近展開としての全表象)

A(z， {)z)→ A*(z， {)z)→ A*-l(Z， Oz) 

計算可能 formal adjoint 逆作用素

気を付けて (Caution):

をも&Y ~ J n Lは違う特異性をもっ
K~&K民 j

=リ=(A与)のウェイトに関する展開が必要

(Hadamard変分みたいな感じ)

O ペlレグマン核のときは局所幾何と表現論も作らな

いといけない.

局所幾何 -CR幾何(擬共形幾何)

一実超曲面型 (sψc)
表現論ー放物型部分群

ベルグマン核の特異性は熱核の特異性と違う.

熱核の特異性一変数 (x，t)が直積空間

Mx時間区聞を動く.

ベルグマン核の特異性一 θQの管状近傍を

直積にするのは不自然(定義函数の選択が最

重要→ Monge-Ampきre境界値問題)

境界の幾何と内部の幾何の対応が崩れる

(anomaly ← AdSjCFT) 

境界不変量一 CR不変式← Moser標準形

( extrinsic ) 
内部不変量←ワイル多項式

(Feffermanのambient計量構成)



3.2.双正則変換則.金 :[h→n2双正則のとき?

K~l (Z) = K~2 (CT(Z)) I det CÞ'(z)1 2
• 

これを下の ω=n+1の場合と読む:

Knl = (Kn2 0的Idet ct/12ωj(n+1) 

これを w(K):=ω と書く (K= KCl).よって

W(KB) = n + 1 (weight). 

復習すると(強擬凸のとき)

B ヨvB B 
KU(z)=F訂+ヨψtllogρ

だったが vi+O(ρ叫)に意味がある もしψl:S +O(ρ∞) 

(#)ヨρεC&f(n)S.七. w(ρ) =-1 

ならば

ψB=乞ψ?〆+O(ρ叩)， 
j=O 

ψB = Lcp.~+九+1 〆 +O(p∞)
S.t. j=O 

<p7εC∞(n)， w(<p~) = j. 

が意味をもつが
J (#)は正しくない.

3.3. CR変換則.境界上で変換則を要請すれば
3

ウェイト VωεNOの CR不変量が定義される.

o CR不変量 εIfR(kεNO)は境界汎函数

K=K，δn=δQ→ C 

であって
3境界上で変換則 w(K)= kをみたす.

oK=KδQ は (ex七rinsicな強擬凸超曲面の)

Moserの標準形

PA := 2 Rez，η -lz'12 
- F(z'， z'， Imzn)， 

F=乞Aゐ4Z(Imzn)t

トレース条件三つ

の係数 A=(Aゐ)の多項式 P=P(A)と同

一視される(境界不変式と呼べる).

O 境界不変式は内部「不変式J(局所双正則)の境

界値として実現される.
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定義函数の変換則(#)は誤差付きでしか成り立た

ない:ヨpεC&f(n) S.t. 

w(p) = -1 mod O(pn+2) 

o mod O(ρ九十3)では存在しない.

o mod 0 (pn+2)では存在する (Fe鉦erman).

実際?複素 Monge-Amp色re境界値問題

J[u] = 1 & u > 0 in n， ulon = 0 

の C∞近似解をとればよい.但し J[u]は Levi
の行列式(または複素 Monge-Amp色re作用素):

( u δufθ丸、(-l)n de七()
~aufδZj δ2ufθZjθ九/

。誤差の出方をちゃんとみれば(任意性をパラメー

ターで書いて追跡する)，変換則(#)が誤差なく

なりたっているかのようにみなせる(平地).

でも
3
色々まわりくどいところがある.

それで?




