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1 q-超幾向関数とは?(Heine 伊超幾何関数の場合)

qはOく qく 1を満たす任意の実数とする。

Heineの級数ψ(x)は原点x=Oで

ψ(x) =刈い ;x)=受付;q)バb;q)η♂ (jxjく 1) (1) 
¥C ノ n=o(c;q)η(q;q)η 

の形に展開される C*上の有理型関数のととである。ただし

(α; q)∞=日(1ー α仇 (α;仇=(川)∞j(αqn;q)∞ η=いほ2，
η=0 

a=qαヲb=qβ，c= qγ とおき、 q→ 1のとき 2仰は通常の超幾何関数

2九(γ;x)=喜%仕♂
(α)η=α(α+ 1)・・.(α+n-1) 

に帰着するので、 q-類似超幾何関数あるいは底(“noum")っき超幾何関数な

ど(basichypergeometric function)とも呼ばれる(底のととを "noum"とも

呼ぶととがある)。 ψ(x)は線形の 2階q-差分方程式を満たす:

(αb -c/q)ψ(q
2
x) + {1 + cjq一(a+b)x}ψ(qx)+ (x -1)ψ(x) = O. (2) 

(2)はまた

(1一九)(l-cjq九)ψ =x(l一α九)(1-bTx)ψ 
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とも表される。ここで%は変数Zについての q-移動 (q-shi批)を表す作用素

むf(x)= f(qx:) 

を表す。

原点x=oの近傍で

ψ(x) = x入(cQ+ C1X + C2X2 +・・・)

の形に表される (2)の解は

/αb ¥/αq/c， bq/c . _ '¥ 
ψl=m(;;zjぅ ψ2= X1

-'i' 21'1 lぷ/c;z)

であって (2)の解はすべてψ1，ψ2の1ニ焔合

ψ(x) = C1ψl(X) + C2ψ2(X) (3) 

で表される。微分方程式の解を基本解の l次結合で表す場合、係数は定数で

あるが、 q-差分の場合は定数ではなく q-移動に関して不変な擬定数 (pseudo-
constant)でなければならない。すなわち C1:C2は

Cl(X) = C1(qX)， C2(X) = C2(qx) 

を満たす Zの関数(正確には zの擬有理型関数すなわち適当なベキ関数因子

をのぞいて有理型関数)である。

q-差分方程式 (2)はまたx=∞において Laure叫展開

ψ(x) = x入(cQ+ C1/X + C2/x2 +・・・)

で表される 1次独立な 2個の解ψbψ2をもっコそれらはそれぞれ

/α，qαjc _ qc ¥ -'-f..¥ ..-8. (b，qbjc ¥ ψl(X) = x-α2伊11/ ・)，ψ2(X) = X-P2ψl/--i ¥ qαjb 'αbx) ， 'q;2~;J; J =;J; • 2<fl1 ¥. qbjα'αbx) 

と表される。したがってベキ級数解 (1)はx=∞の近傍まで解析接続した場

合 (3)の表示をもっ:

2ペ七γb;Z→)=αω仙叫ψ仇似lバ(仲Z

乙乙でC1うC2は擬定数

C， = 1b; q)∞(c/α; q)∞O(ω;q~xぺ C2 = 1a;q)∞(c/b;q)∞O(bx; q~xβ 
(c; q)∞(b/α; q)∞O(x; q) ~ ，~~ (C; q)∞(α/b;q)∞O(x; q) 

ここでrd(x;q) = (X; q)∞(q/x; q)∞(q; q)∞は Jacobiのテータ関数を表す。

(4)のように同ーの q-差分方程式を満たす解の閣の 1次従属関係を与える

表示式を接続関係あるいは接続公式 (connectionformula)という。
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以下の節では

(i) q-超幾何関数がどのように定式化されるか?

(ii) q-差分方程式はどのようにして求められるか?

(iii) q-超幾何関数の漸近的振る舞い

(iv)接続関係式

3 

などの問題を q-超幾何関数に付随するトーリック多様体上の q-乗法関数に関

する q-deRhamコホモロジーを定式化し、その幾何学的考察を通して議論す
ることにする。

2 q-乗法関数

X = (c*)nをη次元代数的トーラス、 Xzを znに同型である Xのη次元格

子部分群であるとする。 znの標準基底老 χ1:χ2ぃ・・?治とすると znの任意
の元νは

n 

χ=乞l山 (lkεZ)
k=l 

と表されるがこれをXzの元と見るときはが =(qh，・ぺqln)で表す。 χによ
るq-移動は

ザ :Xヨt= (tlぃ・・，tn)---+ qXt = (tlqh，. ..， tnqln) E X 

あるいは X上の関数に対して

Tχf(t) = f(q勺)

によって定義される。特に

九f(t)= f(qχkt) 

とおけば明らかに Tχ=111・・・11n.

Hom(ZぺC)，Hom(ZぺZ)でそれぞれZη から C，Zへの準同型全体のなす
アーベル群とする。

さて αεHom(Zη，C)およびHom(Zn，Z)一{O}の有限部分集合M に対
して X上の擬有理型関数

TT(αげ ;q)∞ 
Ct(t) = tQ 11 ~-J λわ(αμtJ1，;q)∞ 

(乙こでtα=t?(χ1). . . t~(Xn) ， tμ=tf(χ1) . . . t~(Xn)) を考える。

-3-
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争(t)は次の q-差分方程式を満たす:

bχ(t) = Tχit(t) j争(t)= qα(χ)円 (αμ伊 ;q)μ(χ~ (6) 
AL(αげ;q)μ(χ) 

R(X)はX上の有理関数全体とする。 RX(X)= R(X)一{O}はX上の 0で

はない有理関数全体のなす乗法群とすると、 {bχ(t)}χεznはRX(X)に値をも

っzn上の l次元コサイクルを定義する。すなわち

bo(t) = 1， (7) 

bχ+ど(t) = bχ(t)・Tχbχ，(t) (χ，χ/ε Zn) (8) 

を満たす。実は逆が成り立つ。

命題 2.1RX(X)に値をもっ {bχ(t)}χが (7)ー (8)を満たすものとする。乙の

とき αεHonl(zn，C)およびHom(ZぺZ)一{O}の有限部分集合M が存在

して bχ(t)は1次元コホモロジーの代表元(6)の形をもっ。言い換えればある

g(t)εRX(X)が存在して

bχ(t) = Tχ(g( t)it( t)) j (g( t)it( t)) fV  Tχ(争(t))jit(t).

証明についてはq=lのときには [28J参照。 q一般のときにも同様な方法で証
明できる。

文献 [29Jでは上のような関数it(t)を“phasefunction"と呼んでいる。

3 Jackson積分と q-類似 deRhamコホモロジー

この節では争(t)は(5)の形に表されているものとする。以下の議論は [3]， [llJ 
に従う。

C仇t-1JをX上の Laurent多項式環とする。 R(X)の部分空間で次のよ

うに定義される C[tぅt-1]モジュールを Vとおく:

v=ll_ C[t， t-
1
] 

対日凶M(αμq-ltμ;q)l . (αLtμ; q)l . 

X上の関数f(t)に対して共変q-差分

f(t) -bχ(t)Tχf(t) 
Vf(t)=ltq  

¥lkf(t) = ¥7陥f(t)

-4-
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はVをそれ自身に写す線形ー写像である。舎に付随する η次元有理的deRham 
コホモロジーHη(X，争，¥7 q)は

Hn(X，争，¥7q)=Vj玄丸V宝 Vj乞炉V
k=l χεZn 

として定義される。今ψ(t)εVをひとつ固定する。ご εXを任意にとってと
のXZ-軌道

(ご)= XZ' c 
上での和

χεx 
ん)州t同=(1 -q)πε例代)例代) (9) 

dnt， dnt~ 
旬q=7八八τこ

は、もし収束するならば争(t)伊(t)のJackson積分と言われる。もしも qχ5が

争(t)ψ(t)の極になっている場合にはその正則化(regularization)として留数を

とる。和が発散する場合に、格子上の和のかわりに適当な輪郭(con七our)積分
に取り替える必要もある。

(9)はψ?ととの積分による対

(伊?と)→ん)争M (10) 

を与える。 (9)は伊の Hn(xヲ争ヲマq)の中で、のコホモロジーの類のみに依存す

る。すなわち射 (10)はHn(X，φ?マq)の双対元老与えるわけである。

以後任)およびその正則化老 (η次元)サイクルと呼ぶ乙とにする。

(9)はzについて q-移動に関して不変な擬有理型関数であるが、われわれ

の興味はとのみならず、 αヲαμ，αLについてのホロノミック (holonomic)q-差分

構造、 |αI= L~=llαkl -→∞ヲ αμ34→0，∞での漸近展開、そして種々の漸
近展開を与える Jackson積分の閣の接続関係式である。

次の仮定をおく。

[Hyp 1] 

(i)αμα~ # 0， ('i/με M) 

(ii) {りう a~} は互いに非合同すなわち

αμ/αν チ1，q土¥q土2・・・ Vμチν

α~jα~ # 1，q土¥q土2，. .. 'i/μチν

α~jaν # 1，q土¥q土2・・ Vμ，ν

-5-
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[Hyp 2] 

(i)ある ωεHom(ZぺZ)-{O}が存在して、任意の 1次独立な μ1，μ2，.・川

μn巴M に対して

[ω，μ1，・・・Fμk=l，μk+1，...，μη]( _1)k-1 > O. (1三k~ n) 

(ii)方程式系

αμltf.Ll =αμ2tμ = =αμnfn=l 

は 1[μ1，仰い .，f..lη]1 個の相異なる解をもっ。乙とで [μ1 ， μ2ぃ • ，f..ln]は

nxη行列 (μ'j(χk))j，kの行列式を表す。

定理 3.1[Hyp1]， (Hyp2]の下でHn(X，色 ¥7q)は有限次元である。そして

dimHn(X， <1>， ¥7 q) = 乞 [μ1，...，f..lnf 

{μ1，.・.，f.Ln}CM

が成り立つ。

以下dimHn(x，<1>， ¥7q)をκとおく。

4 q・差分方程式

bχ(t)をLaurent多項式の比で表すことができる:

= uχb;(t)/b~(t) ぅbχ(t) 

b;(t) = 

b~(t) = 

II (af.Ltf.L; q)μ(χ) II (印刷tf.L;q)ーμ(χ)う

μ(χ)>0μ(χ)<0 

II(αげ;q)μ(χ) II (αf.Lqf.L(χ)げ;q)ーμ(χ)

μ(χ)>0μ(χ)くO

u=qαεXすなわち u= (ur， . . . ，un)ぅ U1= qαlぃ・・ ，un= qQ.n とおく o

定理 4.1(9)の右辺を Uの関数とみて F(u)とおくとき F(u)は次のようにホ

ロノミックな q-差分方程式系を満たす。

{b~(Tu)u-χ - b;(九)}F(u)= 0， (χε Zn) (11) 

ここで b~(九)は Laurent 多項式の各変数 tk 1，こ変数Uに関する q-移動T同を

代入した作用素を表す。 q-差分系 (11)がκ個の l次独立な擬有理型関数の解

をもっ。

-6-
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定理3.1および定理4.1の証明は、変数uについて空間Xの適当な方向で

の無限遠点での漸近展開を分類することにより与えられる。通常の積分の漸

近展開を求める鞍部点法の類似である離散的な最急降下法を用いる ([3]， [4]， 
[11]を参照)。

ωεZη一{O}を [Hyp2]を満たすようなgenericな点とする。(ご)=Xz・5
上の Jacksonn積分は適当なとをとるとき、とを頂点とするある扇 (fan)に含

まれる(ご)の部分集合(それを(ご)+とおく)上でのみの和として表される。 x
上の準位関数

L(t) =提{(川ogqt)}=玄ωk均 ql九|

((ω，logq t)は双対な双 1次形式を表し、況は実部を表す)は(ご)+においては

t=とでのみ最小値をとる。定理3.1，定理3.2は

α=ωN+δ (N = 0: 1，2ぃ・・)

とおくとき、積分 (9)がN→∞のとき |α|一→∞での適当な漸近展開を与え

るとを κ個見出し、それらが (11)の1次独立な解であるととを証明する乙と

によって示される。この場合の (9)の解F(u)の漸近展開は正則特異形

F(u)回 Cui1
••• u~n (1 + O(l/N)) (12) 

の形をしている。

注意.Hη(X，φ，'V q)の有限次元性についてはもっと一般な仮定で C.Sabbah
によって証明されている ([27]参照)。

[例]高次q四超幾何関数あるいはq同類似Jordan-Pochhammer type 
η=1で、

品川t:q)∞
φ(t) = tQ I I ~ -~ 

日(α向)∞

このとき κ=m.q-差分方程式は x=qαについて

日(1-q-14九)Fー xII(lー α品 )F=O. 
た=1 k=1 

(13) 

特に m=1のときの Jackson積分は Ramanujanの1ψ1和に他ならない。ま

たm=2のとき qα x，α1=αヲα2= b，α;ロ c，め =qとおくときは Heine
の超幾何級数 (1)の場合である。ご=1，と=1/α，l/bのときそれぞれれの

2イ;b;引い)，向(x)老与えるo

-7-
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5 問題の設定

[問題1]q-差分方程式を求めるo

ひとつの代表元引い・け仇 εVがHn(Xぅ<T，V q)の基底を与えるものとす
る。このとき任意の ψεVに対して

ψ~乞Ck!.pk

k=l 

パラメータ Uk ， αμ ぅ αしについての q-移動 TUk ぅ Taμ ， Ta~. に対して、 V はそれ自
身に写される。故に Hn(X，争う Vq)において q-差分方程式

κ 

九k(ψ'j，c)=εuUK)(ψl，と) (14) 
l=l 
K 

九(ψ'j，と)=玄uU内ρl，と) (15) 
l=l 
t屯

T4(伊川 (16) 
l=l 

が得られる。

“適当な代表元引い・け仇に対して (14)ぅ(15)，(16)を明示的に計算せよ。"
定理4.1の(11)はTuに関する方程式として一般的なもので、 q-超幾何関

数を特徴づけるものである。しかしこれとて (14)の方程式を自動的には与え

ていなし¥0 ましてやTaμぅTαLを用いる q-差分方程式は一般には未知のままで
ある。

[問題2]漸近展開を求める。

“とをひとつ固定する。 民αμ，αLが無限遠にいくとき Jackson積分 (9)の
漸近的振る舞いを求めよ。"

この問題をもっと正確にするためには無限大に行く方向を指定せねばなら

ない。すなわち無限遠の方向ωεZぺημεZ，ηLεZをひとつ固定して

α=ωN+&ぅ αμ=ημN+aμぅ αL=η'N+aし

のとき N→∞に対して (9)のNに関する関数としての漸近展開を求めよ。

-8-
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派生する問題として

[問題2']漸近展開を分類する。

[問題2]において一般には、方向をひとつ指定するごとに最急降下法によっ

て決まる固有な漸近展開を与える固有なサイクル(と)がκ個決まる。それを

(ご(1))，・・・， (ご(κ)) (17) 

とする。

“異なる種類の方向はどれだけあるか?および対応する固有なサイクル、

固有な漸近展開の種類をすべて求めよ。"

[問題3]接続係数を求める。

ひとつの方向を指定して与えられる固有なサイクル (17)が与えられてい

るとする。任意のごに対してほ)上の Jackson積分は

(ψ?と)=玄Ck(ば (k)) (18) 
た=1

の形に表す乙とができる。ここで Ckはごの擬定数である。

“Ckを求めよ。特に異なる方向の漸近展開老与える固有なサイクル(C'(k))
を (18)の形に表せ。"

この問題は様々な方向の漸近展開を具体的に求める実践的な方法を与える。

6 具体例

(18)に表れる係数Ckを記号 [(c): (ご(k))](Tで表すことにする。

[例 1]Ramanujan 1ψ1和 ([8]， [15]参照)

(12)において η=1，m = 1の場合で α1= b， α~=q とする。すなわち

(qt;q) 
的)=fl:ームー竺 (α = qOl.，s = qβ) 

(bt; q)∞ 

とするとき fベータ関数の公式

が成立。ただし

r A.fJ.¥ dqt r q(α)rq(β) /争(t)一 -!J.\~/-!J.

J(l) -，-， t rq(α+s) 

rq(α) = (1 _ q)(lーα)Jq;q)∞
(qOl.; q)∞ 

-9-
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であるが、 Ramanujanの公式により

( ~/，\ dq α O(b; q)e(bqαご) ( I <T(t)エベ I <T(t)竺.
J(と-\~ 1 t ~ O(bqα; q)O(bご;q) J(l) 

すなわち 。(b;q)e(bqαご)α
[ (ご): (1)]φ= 

O(bqa; q)fJ(句;q) 

これが接続関係式に他ならない。さらにこれをとについて qから 1まで積分

すればもうひとつの Ramanujanの公式

(00 ;r;.1i¥ dt q-αβπ (q1-β; q)∞(q; q)∞ β 

I <T(t)一 -11 _. ¥ _~ __ _ _ 1 _.̂'. _. ¥ A..J-1λ ， (qP i [0，∞)) ん t (1 -q) sin 7ra (qa; q)oo(q←ム

が得られる。

[例2]Heineの伊超幾何関数

(13)において m=2の場合。前節のように qα=ια1=仏 α2= bぅαi=
Cぅ佑 =qとおく o κ=2であるから 1次独立なサイクルは 2個とれる。たと

えば(1/α)ベl/b)ととるととができる。故に接炉L関係式は任意のごに対して

(1 -q)(q; q)∞3 [α6(qα+lae;q)αO(qα+lbeiq)/1/1-.') 
(ご)=〈(ごα)av \~I _. _ ;~_'\':l l (1/α) + (φ)(l/b)〉。(q一α;q) l ¥':>-1 O(qαごiq) ¥-r -， ' ¥':>V 1 O(qbご;q) ¥-，-， J 

と表される。特にと =1のときはこれは冒頭の関係式(4)に他ならない。

m> 1の一般の場合の明示的な公式については [6]， [25]などに記述されて

いるo

[例3]Selberg型 Jackson積分 (A-typeroot型対称性をもっ場合)

定数αk，Xj (1 -5: j三m)，s，γ?γf;を

αた=α1+(k-1)(イ-γ)，γ+イ=1

となるように任意に与える。

鮒州)片={白削帥抽I吋地地(8台IIU日日1t《《t《《叫;;:
1 JI -"'/'"'" 1~壬三計i<j~壬;rηj， ，-... -J 

とおくしo 骨(tωtの)は次の意味でA型羽w厄ey列l群対称性をもつ:

“変数tkについての任意の置換σに対して <T(t)ぅσ争(t)は同じ q-差分方程

式を満たす。言い換えればσ(bχ(t))はσε Sn(n次対称群)によらない。"

ハ
U

噌
l
ム
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このとき

定理 6.1([12]， [29]参照)

dimHn(X，争?マq)=m(m+η)n-1

である。さらに Hn(X，φ，Vq ) の歪対称部分 H~eω (X， 争， Vq)を考察すること

ができる。その次元は

dimH~keω川町)=(T;1)

で与えられる。

特に m=1のときは後者は 1に等しいので対応する Jackson積分は積公

式の表示をもっ。その明示的な公式については [12]， [21]， [22]などを参照。さ

らに一般のルート系への拡張については [17]， [18]， [19]， [23]などを参照。

歪対称な場合の (19)の積分は応用上重要である。この場合、変数 α1，Xr 

に関する q-差分方程式はすべて正則特異性をもっている。

H~ω()(，争?マq) の基底を適当にとる(すなわち、松尾の基底および、Tarasov
Varchenkoによる拡張 [24]，[29]をとる)ことによりパラメータ αについてのq-
差分方程式は、実質ひとつα1のみに関するものである(しかし m=2の場合を

除いて明示的な公式は求められていないように見える。) そして α1→士∞

での F(u)の漸近展開は (12)と本質的に同じである。

他方、叫に関する q-差分方程式はいわゆる R-行列を用いて書き表される

いわゆる q-KZ方程式である ([29]参照)。対応する漸近展開は漸近領域

IX11 >> IX21 >>・・・ >>Ixml> 0 

において与えられる。さらにパラメータ Xjの置換σは漸近領域に置換老もた

らし、それは Xjに依存する R-行列在、したがって Yang-Baxterの関係式を

満たす解を与えている。そして Xj~こ関する r差分方程式自身はこれら R-行
列の積の形に表されることが知られるD しかも R-行列そのものが α1に関す

るq-差分方程式と密接に関連している。

さらに σがもたらす接続関係式もまた楕円テータ関数を用いて表される

R-行列である。

これらの話題については [2]，[5]， [14]， [22]， [24]， [29]など老参照。

[例4]BCn型Jackson積分

この場合には[例3]と同様なととが期待されるが、その構造は一層複雑で

ある。
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q-hypergeometric func古Ionsand associated problems 12 

m = 28+2ぅ8= -1，0，1，2，...; l = 0ヲlう2う...とし、パラメータ α1= 
qα1ぃ・・ぅ am=qαm;引い・け Xlをもっ q-乗法関数

12rm/2-6+(川 )(l-2k)rn (qtk/α'j; q)∞ 争(t)= 11 tk.I"'-U-r\.I.- n，J\.-~n，JI 11 
日出 (α'jtk;q)∞ 

LEntfz;rcz;;)ご∞側
を考察する。とこで

qO =αlα2・・・ αm，qr = X1X2・・・Xl

とおいた。このとき <T(t)はCn型の Weyl群対称性をもっ。[例2]と同様に n
次元コホモロジーHn(Xぅ争，¥7 q)およびその歪対称部分H:keω(X，色¥7q)を考

察する。次の事実が成り立つ。

定理 6.2

κ= dimHn(Xぅ<T，¥7 q) = {m + 2(n -l)l}n (21) 

(s + (n -l)l¥ 
κ0= dimH:keω(X， <T， ¥7 q) = ( ~ I \'~~ ~/U) (22) 

動 ¥ n 

実際H:keω(Xぅ色 ¥7q)の基底を与える代表元としてCn型既約指標φ1ぅ・・・ 3仇。
を用いて ψ1=仇ム(t)ぃ・・ 3伊κ。=弘。ム(t)を選ぶことができる。ここで

ム(t)=乞sgn(σ)σ(中;一九九)
σεw 

定理6.2の結果として (9)およびその歪対称な部分は、 q-移動Tak，TXr ~こ関し
てそれぞれ (15)-(16)タイプの nκo次のホロノミックな q-差分方程式を満た

す。しかしそれらの明示的な表式については、今のところごく限られた場合に

しか与えられていなしio ただ周期行列式は明示的に求めることができる ([9]う

[10]参照)。

特に 8=l=1の場合は κ0=1であるoWを Cn型 Weyl群として、

伊(t)=ム(t)をとるとき (9)はαlぃ・け α4ぅX1の関数としてrq-関数の積をもち

いて表すことができる。これらの詳細については [18]，[19]， [30]などを参照。

最後に η=1の場合に歪対称部分の Jackson積分に関する q-差分方程式、

接続関係などの明示的な公式について最近の伊藤雅彦氏らの計算結果などを

紹介する ([20]参照)0m = 28 + 2に注意して

qi主2 凶一以qtj句 jq)∞ 
<T(t) = 11 e/ 

と=1(W;q)∞

。白
噌
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q-hypergeometric functions and associated problems 13 

とするとき、 H;kω (X，争，Vq)の次元は Sで、基底として仇 =tk -t-k (1三
k ~ s)をとるととができる:

H;kω (Xヲ争JV q) ~ (ψ1，・・・ ?ψs).

'PkのJackson積分 (9)をみで表すとき q-差分方程式は

Tak(み)=-(何十1/αk)み+み+1+み-1 (1三j三s-1)， (23) 

九 (Js)=一(αけ 1/句 )Js+ Js-1 +デ(_l)s-r~ーケ1 下+r+!.Jr ・ (24)
二1 .1 - t2s+2 

ここで εTはα1，α2，・・・ ，a2s+2のT次基本対称式。

乙れらのホロノミック q-差分方程式は非正則特異 (irregularsingularity) 
である。 Jkの漸近展開について一般的な構造はわからないが、特別な方向の
無限遠

αた=akq(s+l)N (1三k三s)，αk= akq-sN (s + 1三k三2s+ 2)， N →∞ 

に対しては、簡単な考察で

み信一(l-q)q((叶 l)N叫 )(sNj2-8j2+s+1一川M ∞II(qaj/ak; q)∞ (1三kく∞)

k=l 

が得られる。ただしがk= ak， q8 = a1・・・ a2s十2・

この漸近展開の公式は複雑ではあるがη>1の場合にも拡張するととがで

きる ([10]参照)。さらに接続関係式について

川内=さ器旦ぷ:;;3Z12) 附
j予ek

が成立。ここで

8(ご)= Cs-L:~~~2 αkngM) 
日k~~~ O(akc; q) 

これらの接続関係式はR-行列のBCn版類似であるととは明らかであるが、こ
れがどのような定式化をもって一般化されるか?また対応する q-差分方程式
との関連は興味深いところである。

非正則特異なホロノミックな q-差分方程式の扱いについては筆者にはまだ

未知のことばかりである。たとえばq-差分方程式系 (23)，(24)の基本解の構

成の方法についても差分方程式の立場からは今のところわかっていなし'10

ηο 
噌
1
ム
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Remark 6.3最近、 (23)ぅ(24)について著者は次のような解が存在すること

を示した (see[31])。
すなわち、 (23)，(24)は批=(伊わりとおくことにより次のように l階の

行列形に書き表される。ベクトル関数Y= (Ylぃ・・ぅ Ys)に関して

Taky = yAk 

いま行列 B= Ej:i(時計1+Ej+以

B=V玄ω (jπ/(s+ 1))Ej，jV-1 

とおしただし Ei，jはふj成分のみ 1で他の成分が0である行列。

このとき、原点似たh引くm=Oの近傍において漸近展開

Y回 εII8(αki q)(∞s(jπ/(s+l))匂 ;q)EM

を持つ仰のの基本解がただひとつ存在する。

(26) 

しかし、この解と Jαckson積分 (cpk，C)との関係については今のところ筆

者にとっては不明である。

また BCn型についても類似の漸近形が存在するかどうかも不明である。

1変数の場合の最近の結果{追加文献 [32]，[33]参照jを利用して、多変数ホロ

ノミック系についても標準形が求められるのではないかと期待している。

References 

[1] G.E. Andrews， q-series : their development叩 dapplication in analysis， number t恥
ory， and computer algebra. CBMS Regional Conference Series in Mathematics， 66. 
Published for the Conference Board of the Mathematical Sciences， Washington， DCj 
by the AMS， Providence， RI， 1986. 

[2] K. Aomoto， A note on holonomic q-difference systems. Algebraic Analysis，1， 25-28， 
Academic Press， 1988. 

[3] K. Aomoto， q-analogue of de Rham cohomology associated with Jackson integrals 
1，11. Proc. Japan Acad. Ser.A Math.Sci. 66(1990)，161-164; 240-244. 

[4] K. Aomoto， Connection formul鎚 inthe q-analogue de Rh細 cohomology.Functional 
Analysis on the eve of the 21st century， Vo1.1 (New Brunswick， NJ， 1993)， 1-12， 
Progr.Math.，131， Birlhauser Boston， Boston， MA，1995. 

[5] K. Aomoto， Gauss decomposition of connection matrices 組 d application to 
Y組合Baxterequation， 1，11. Proc. Japan Acad.， 69， Ser. A， No.7(1993)，238-242j 
No.8(1993) ，341-344. 

-14-



q占~ypergeometric functions and associated problems 15 

[6J K. Aomoto， Gauss matrix decomposition and a solution of the Yang-Baxter equation. 
J. Math. Anal. and App1i.， 182(1994)， 127-133. 

[7J K. Aomoto， Ana1ytic difference equ剖ionsand connection prob1em， Open problems 
and conjectures. JDEA 4(1998)， 597.・603.

[8J R. Askey， Beta integra1s in Ramanuja凶 papers，his unpublished work and further 
examp1es. Proc.，of the Centenary Conf.， Univ. of Illinois at Urbana-Champain， 1987， 
561-590. 

[9J K. Aomoto and M.1to， On the Structure of Jackson i加n凶tegra油lsof BCαn 勺 pe. Pわre叩p戸戸r討巾.int
2005. 

[10J K. Aomoto and M. Ito， A determinant formu1a for a ho1onomic q-difference system 
associated with Jackson integrals of type BCn・Preprint，2006. 

[11 J K. Aomoto and Y. Kato， A q-analogue of de Rham cohomo1ogy部 sociatedwith J ack-
son integrals. Special Functions (Okayama 1990)， 30-62， ICM-90 Satell. Conf. Proc.， 
Springer， Tokyo， 1991. 

[12J K. Aomoto and Y. Kato， Connection formula of symmetric A勺 peJ ackson integrals. 
Duke Math. J.， 74(1994)， 129向 143.

[13J K. Aomoto and Y. Kato， Gauss decomposition of connection matrices for symmetric 
A-type Jackson integrals. Se1ecta Math.， New Series， 1(1995)， 623-666. 

[14J K. Aomoto and Y. Kato， Derivation of q-difference equation台omconnection matrix 
for Selberg type Jackson integrals. Jour. of Difference Equations and App1i.， 4(1998)， 
247-278. 

[15J G. Gasper and M. Rahman， Basic Hypergeometric Series. Encyc10pedia of Math.， 
Cambridge UP.， 1990. 

[16J A.O. Gelfond， Calculus of Finite Differences. Hindustan， 1971. 

[17J M. Ito， Symmetry c1assi五cationfor J ackson integrals associated with irreducible re-
duced root systems. Compositio Math. 129 (2001)， 325-340. 

[18J M. Ito， Symmetry classification for Jackson integrals associated with the root system 
BCn. Compositio Math. 136 (2003)， 209-216. 

[19J M.lto， q-difference shi玩 fora BCn type Jackson integrals arising from 'e1ementary' 
symmetric po1ynomials. Advances in Math， to appear. 

[20J M. Ito and Y. Sanada， On the Sears-Slater basic hypergeometric transformations. 
Preprint， 2006. 

[21J K.W.J. Kadell， A proof of Askey's conjectured q-analogue of Selberg's integral and a 
conjecture of Morris. SIAM J. Math. Anal. 19(1988)， 969・986.

[22J J. Kaneko， q-Selberg integrals and Macdonald polynomials. Ann. Sci. Ecole Norm 
Sup.， 29(1996)， 583-637. 

[23J I.G. Macdonald， A formal identity for affine root s戸tems.Lie groups and symmetric 
spaces. 195-211， AMS Translation ， Ser.2， 210， AMS.， Pr 

-15-



q-hypergeometric functions and associated problems 16 

[26] K. Mimachi and M. Nourni， An integral representation of eigenfunctions for Macdon-
ald's q-di町erenceoperators. Tohoku M叫h.J.， 49(1997)， 517-525. 

[2可C.Sabbah， Sys時mesholonomes dモquatio郎 副 江 q-di任命ences.D-modules and mi-
crolocal geometry (Lisbon， 1990)， 125-147， de Gruyter， Berlin， 1993. 

[28] M. Sato， T. Shintani and M. Muro， Theory of prehomogeneous vector spaces (AIge-
braic Part)， Appendix. Nagoya Math.ょう 120(1990)，1・34.

[29] V. Tarasov副 A.Varchenko， Geometry of q-hypergeometric functions， quantum 
a昂ne叫gebrωandelliptic quantum groups. Asterisque 246(1997)， 1・135.

[30] J.F. van Diejen， On certain multiple Bailey， Rogers and Dougall type summation 
formul部.Publ. Res. Inst. Math. Sci. 33(1997)， 483-508. 

文献追加

[31] K.Aomoto， A nomal form ofholonomic q-difference equations for BC1 type. Preprint， 
2006. 

[32] J.P.R組出， J.Sωloy， Ch. Zhang， La vari縦 desclasses analytiques d'equations aux 
q-differences dans une classe formel1e. C.R.Acad.Sci.Paris， Ser.I 338(2004)277，幽280.

[33] J.P.R制 is，J.S叫 oy.ぅ Ch.Zhang， Developpement asymptotiques et sommabilite 
des solutions des equations lin品res乱uxq・differences.C.R.Acad.Sci.Paris， Ser.I 
342(2006)515-518. 

円。
吋
1
ム




