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ピカソの晩年の絵を眺めていて正直思うことは「どうしてこれほどまでデフォルメするのだろ

うか?Jである。評判の高い絵ではあるのだが僕にはどうしても醜悪に見えてしまうのである。

一体「美Jとは何なのだろう?

しかし、数学で deformationを考えるようになって少し理解できたような気がしてきた。「美の

正体」を知ろうとするのは絵描きの本能みたいなものであろう。本質を失わずにどこまでデフォ

ルメできるかを追求することでその本質に迫ろうとしているのだと思うようになった。

この一文は、真に独創的、革命的なものを追求しようとする若者に送るものである。保守的権

威の中で安住したい人にとっては有害な焚書ものの一文である。

物ごとは全て様々な表示をもっ。同じものが様々に見えるのである。表示や思考を固定してし

まうことが諸悪の根源である。常に異質のものを受け入れる懐の深さが無ければ、新しいものは

認識されない。数学というものはそういう考えかたを培う為のもので、あったはずである。

1 最も簡単な例での考察

点集合で物を考える癖が残っている頭で、デフォルマシオンを考えると、しばしば決定的な誤

解に到達する。この節はそれを防ぐためのものである。

数学的表示をしようとすれば、何か良く知っているものを利用してその表示を借りて表示しな

ければならない。いわば、既成の母屋の軒下を借りてその表示を利用して述べたいことを表現す

るのである。うまくいけば、最後には母屋の方も乗っ取れるかもしれないのだが、始めからその

ような顔をしていては嫌われるだけである。なにしろ母屋は数学の基礎中の基礎、多項式からな

る母屋である。この場合、母屋は数学は表示のために借りるだけだから、それが基礎にしている

ものが何であるかを詮索したりはしない。
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1.1 多項式環の積の変形

C[(]を1変数の多項式環とし、これを表示の為の土台とする。ここでの計算法やさまざまな公
式は既知とする。これが母屋である。 C[(]でァをパラメータとして次のような積を入れる。

九g= 玄五;[δ'~fô~g (= fぷら)
k>O 

、‘，
a''
噌上
〆
'a
‘、、

γεCをdeformationparameterと考える。 括弧内の書きかたは後々非可換deformationを考え

るときに便利な記号だが、今は気にしなくてよい。

この公式は一方が多項式であれば計算できるものであが、軒下に母屋で普通使われている積と

は違う積を入れただけのものである。

総和記号下で計算するのに慣れておれば、新しい積*，.は結合律をみたしていることが容易に

わかる。特にァ=0のときは母屋で使われている積と同じものである。しかも (C[(]，*0)は写像

e号待:(C[(]， *0)→(C[(]，ち). 

で(C[(]，科)と同型となる。つまり e若々は逆対応e-i，:J2をもち

eをδ2(f*og)=(eをδZf)*，.(eをθZg) 

が成立する。このことは告白々)k(f*og)を

(2) 

(3) 

ε五:0;(j(23c)Pf)叫(品。Ic)qg)
p+q+r=k ι a  

(4) 

のように分解して考えれば容易にわかる。 1o=e号待はIntertwInerと呼ばれる。

後の計算の為に 1;1= 1t (IO)一1と定義し、これをァから r'への intertwinerと呼ぶ。
注意これらをもっと組織的に様々なものに広げて考えるにはIntertwinerの族を真っ先に与えて、

そこから話を始めてしまえば良い。Intertwiner1;1を先に与えて考えるときには、定係数の微分
方程式である必要はないが、変数係数にするといっても主要部分は上のようなもので、一般には

IJ'=eP3+a(C)δcのような形に限っておかないと話は難しくなる。

1.2 積公式の変形は表示の変形をうながす

Cという生成元が固定されているのだから令，.(=♂+ι(*，.(*，.(=(3+与Cのように計算され
る。一般には多項式f(ぐ)に相当する多項式f，.(()はf，.(ぐ)=e若々 f(()である.多項式ではないが

2α(_"，，2a(+a2 e:;，-"=e (5) 

である。これが、母屋で指数関数と呼ばれているもの*，.-積を使った表示で、ある。一般に、一つの多

項式f(()に対して{f，.(();rξC}という多項式の集団が得られる。この集団をム(()={f，.(ぐ);ァεC}

のように書きム(()を一つの元のように考える。さらに

:e子:，.=eiS2，. eS( = eiS2，.+s(， :f*(():，. = f，.(() (6) 
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のような記号:・'Tを用意し、これで個別のものを表すことにする :fぷT をムのァー表示と考えるの

である。つまり:e!( :TはdCのr-表示で、ある。記号の使いかたを敷街して

:αふ十b:T=α( +b， :2(;:T = 2(2十円 :2(::T = 2(3+3r(， • :(::T = Pn((，r) 

( Pn(ヤ)=工科あげ(n-2k)のように書いて良いであろう。注意してほしいのは、考えかた
は変えているが、計算はすべて母屋で、行っている計算をそのまま使っているということである。

したがってfT(()*og( ()のような計算も意味がある。 (1)は多項式だけでなくもっと広い所に拡張

される。次の第一のものは容易、第二のものはテイラー展開が収束しておればは明らかであろう

e2a(ホTe2b(=e2(α+b)C+2abTP e2α(*rf(() = e2α(f((+αr) (7) 

しかも intertwinerの計算からどI(es()=e~(T'-r)s2 eS(がわかり，しかも I;'(ets2TesC)=ets2T'esc

だから、集団 {e~S2ァeS(jr 巴 C} を e!( と書き e!( を*ー積の世界の指数関数と思うことにしたわけ
である。この文脈でe!(をq-n匂mber指数関数とか*ー指数関数と呼んでよいであろう。積公式(1)

より、指数法則

:eジ:r*r:e子:T=:eis+t)C:T3VTεC. (8) 

もわかるから表示ァは省略してe主将子 =eis+t)Cと書いておいて良いであろう。おまけに、 :eぎ'r
は任意の Tに対して微分方程式委g(t)= (*r9(t)の、初期条件 g(O)=lの解である。これも
委g*(t)=ふ*g*(t)， 9* (0)=1，と書いて良いであろうodCを互いに相互変換される oneparameter 
groupの族と理解するより、様々な表示を持つ一つの物と理解したほうが良いであろう。

一般にhが整関数 (C上正則な複素関数)のとき次の公式も得られる:

:e;s(*h(():r = e2S(+s2rh((+sr). (9) 

集団 {fr(()j rEC} をム(()のように書き、これを一つの元のように考えたものを q-numb~r 関

数と呼ぶことがある。単に表示をかえているだけだから、ム(()の世界は普通の多項式の世界と

代数的には何も変わらないor=Oの所から intertwinerIoで変換して考えればよいのだから、こ
れは C[(]と代数的に同型である。伝統的には、従ってこれ以上何も詮索する必要はないとされ

ていた。多項式の空間だけを考えているときには元(げん)の表示が安定しているから、上のよう

な考えかたは説得力を持つだろうが、非可換の代数の表示の問題(これを orderingproblemと呼

ぶ)を考えると、表示の問題は極めて大きな意味を持っていることが理解されよう。

*ー積で、書かれた元を一人歩きさせるために，玄anC:-のように書かれている元をム((*)と書く
ことにする。形式的な微分を

り(ふ)=玄ann(:-l

で定義する。次の公式は些細な注意に見えるが、大きな意識変更である。

:θcム(ふ).r-θ'(:ム(ふ):r・ (10) 

単に表示を変えただけだが、これで、母屋を乗っ取る準備が完了した。後はこれが発酵するのを

待つだけである。しかし、予想される次のような反援に答えておかねばなるまい。

ム(()の世界の極大イデアノレ空間は Cである。それ以上に何があるというのか。表示を変え

ただけで新しそうな顔をするのは許しがたい欺繭である。

nο -hυ 



さょうト多項式の世界は全く普通の多項式と同型の世界だから、一意的因数分解定理も成立し

ている。多項式の中だけに龍っているのなら、何も変える必要はない。

1.3 テータ関数

指数関数 e;(を使って()(ふ*)=EnEZeケi(を考えてみよう。:()(ふ*):r=乞nEZe2ni( -n
2
rであ

るから、これはr=Oでは発散していて、意味がない式だが、 Rer>Oではe-n2rが効いて絶対収
束している。実は()(ふr)=:(}(ふり'rはJacobiの楕円仏関数 (}3(ふr)である。さらに Jacobiの楕

円仏関数 (}i，i=lヲ2，3，4はすべて指数関数の両側無限等比級数のァー表示なので、ある:

(}1(い)=;E (一刊2n+l)i( ぬ(い)=EPl)tC3 

(11) 

(}3(ふ*)=玄 einiペ (}4(ふ*)=乞 (_l)ne~ni( 
n=-oo n=-oo 

これらのァー表示。i((，r)がとりもなおさず楕円 theta関数なのである。 Tをdeformationのパラ

メータと思わず普通の数として扱えばこれも母屋の中の関数であるが、軒下ではこれが等比級数

の両側無限和という簡単な形に書かれているのである。

Lemma 1 e;i(*(}(()=土(}(()， ()(ぐ+2π)=()(ぐ)であるような整環数は(}i(ふ*)の 1次結合である。

Proof2πー周期性より、(}(()=乞nane~n( と展開され、第 1 の等式から αn+2= 土 αη が分かる。す
ると自由に動かせるのは α0，α1とe;i(*()(ぐ)=土(}(()の土だけとなる。 口

指数法則 e~(+S = e~( eSを項別に使えば(}((，*)は7r-，周期の周期関数で、あり、さらに (}i(ふ*)は
27r-周期の周期関数で、あることがわかる。さらに、指数法則 e~(+b( = e~( eb(を項別に使えば無限
和を取っていることから()(ふ*)が等式eitC*94(ふり=(}i(ふ*)， (i=2，3)， e;i(*(}i((，*) = -(}i(ふ*)，

(i=lぅ4)，を満たしていることは明らかであろう。 Vrについて両辺のれ表示を計算してみると

:e;i(:r = e-r e2i(だから (9)を使って

e2i(-r(}i(( +ir， r)=(}i((， r); (i=2，3)， e2i(-r(}i(ぐ+ir，r)=-(}i((，r)j(i=1，4)， (12) 

が得られる。これは(}((，r)の擬周期性と呼ばれる等式である。軒下ではdeformationparameterだ、っ

たTが母屋では擬周期という意味に変わっている。指数因子e2i(-rはi=l，2， 3， 4うで共通だから、(母

屋の計算の)比を考えてfhfj(ふr)=(}i(ふr)/(}j((，r)とすれば、これらは(}i/j(ぐ+27r，r)=(}i/j(ふr)，

(}i/j(( +ir， r)=土Oi/j(ふけという 2重周期性を持つ有理形関数(楕円関数)となる.

比そのものは軒下では考えられないから， ((}i(ふ*): (}j(ふ*))の組で代用するが?これが軒下で

はdeformationparameter rに依存しない本質的なものと理解されるからー (Oi(ふ*): Oj(ふり)は

デフォルメに耐えて生き残る 2π周期 q-number関数の本当の姿と言っても良いだろう.(私には

ピカソの絵より美しく見える)，これで代数の元の表示の変形というのが単なる言いかえ以上の

ものであるらしいことは分かるであろう。

しかし3次のような奇妙なことにも遭遇する:

N' 

_e;Ni(*εepiCう に 川*εが
n=N ∞ 
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はいずれも 1-e:(はト積で、の逆元で、ある。同じ元の逆元が沢山見つかるのだから、これは結合律

を乱している。

さが=古ヲ ーさが=tfw-r
を見てどのように結合律が破れているのかをみると、 B-1*A-1=(A*B)-1が破れていることが

分かる。 (e;i(-1)-1はあくまで無限級数を商略化して書いただけのものだから、 (e;i(_l)-l= 

(e;i( *(1-ei())一1という等式は成立していないのである。このように逆元は沢山あり、結合律を

破るので、逆元を書く時には常にその作られかたに注意を払わねばならない。

これらのことはト積を使って計算するから出てきたものではなく、もともと母屋の仏関数でも

起こっていたことであるが、母屋の方には*ー積というものがないから、取り上げられたことがな

かっただけである。しかし Jacobiにははっきりこの積が意識されていたように思える。ト積は

(L:二oe~勺*(L:~∞ e24C) を計算してみれば分かるように発散して定義できないこともあるが、結
合律に注意して使えば、それでもかなり計算が可能なのである。

上ではァを表示の為のパラメーターと見ているから本質はァを消した表記の方に現れていると

考えている.しかし?物ごとは全て相対的である.例えば Di(O，r)をTの関数と積極的に考える.

つまり，発想、を逆点させることもできるのである.Di(O，r)の世界はq-analogueの世界でもある.

Di(ふ*)*Dj(ふ*)は発散して定義できないが，Di (ふr)8j((，r)は整関数の積だから整関数である.

Proposition 1 Di((，r)Dj(ふァ)九((，r)は周期 2πp擬周期 ir指数因子 e6i(-3Tのテータ関数で

ある.

このように2π周期性となにがしかの指数因子で擬周期什を持つものを全てテータ関数とよぶ

ことにすれば，テータ関数 f((，ア)はァの関数f(O，r)だけできまってしまう関数である.f(ふ*)

を表示によらない本質の世界，f(O，r)はそれをr-表示して取り出す数値(観測値)のように考え

ると面白い.

この場合Di((，r)Dj((， r)を考えるには積公式のパラメーターをァからr/2のように動かすので?

表示の変更の方が大切になる.これを物理の単位系の変更のように考えるとさらに面白くなる。

Lemma 2整関数f(()がf((+2π)=f(()，e2mi(-mT f((+ir)=f(()を満たす時には積公式の Tを

r'=r/mに換えた積公式でf((+2π)=f(()，e;プ仁科，f(()=f(()となり p次のように表示される:

f(()=玄仰と??αん+m=αk.

つまり、仏関数の全体はさまざまな単位系で数値化される媛小化された物理世界みたいなもの

である。

1.3.1 3角関数まがいの計算公式

結合律が壊れていると言っても、多項式とからむだけの式の場合には結合律が成立するから、

注意深くやればかなり計算が可能である。しかも、 Jacobiの七heta関数はかなり 3角関数を意識

して作られていると思うので、その一端を*ー積の関数の形で、紹介しておこう。

に
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まず、無限等比級数による定義で、

1 1 ーら+~1ザ=1+03 (ふ*)，ーマ+~戸川(い日)
一丸一、 1-e工、 1+弘一、 l+e~~、

である。これらは左辺を普通の分数式の計算で、やってしまうと、例えば

1 1 

1_e;2i( I 1-e;i( 

2_e;i(_e;2i( 

(l-e;i() (1_e;2i() -... 

である。つまり、 03((，*)， 04((， *)はassociatorを書いたものである。

一方 -2ie~(*(乞之OeケK) ， 2tefC*(ZL-∞ eiMC) が共に会(e~(_e;i()の逆元(これらは同じ
ものではない)であることに注目して、

(山ベ);~=2ie;i(*( 玄 e;ni() ヲ (山*()己=ー 2ie~(*(2: e;ni() (14) 
n=一00 n=O 

のように定義すればこれらのれ表示はRer>Oにおいて整関数であり

82(ふ*)= 2i((sin*ぐ)ヰー(sIn*()己)

である。これも、分数式の普通の計算(結合律を満たす)ではOとなる計算である。

(15) 

(sin* ((+2π))ヰ=(sin*C)Jip d*(sin*οヰ=(1_e2i();1.

同様 -2e~(*(ε二。(_l)ne;ni()，2e;托*(ε:=一∞(-1)九;ni() が共に ~(e~(+e;i() の逆元である
ことに注目して、

(∞ば)ヰ=2e;i(*( εeink)p(∞sベ);~=-2e~(*(乞 e;ni() (16) 
n=-c心 n=O 

のように定義すればこれらのれ表示はRer>Oにおいて整関数であり、

01(ふ*)= 2i((cos* ()ヰー(cos*()ご)

である o tan*+ (=(sin* ()*(cos* ();~， ta恥_(=(sin* ()*( cos* ()ヰ等と定義する。

tan*+ぐ-tan*_ (=2i(sin本ぐ)*01(ふ*)

(17) 

である。同様に

03(ぐ，*)= e~(*((cos* ()ヰー(cos*ぐ)ご)， 04((， *) = e~(*((sin* ()ヰー(sin*()ご)

である。したがって、この辺の計算はefペ(sin*ぐ);ム(cos*ぐ)ヰで尽くされる。
さらに

(1-e;i()*(1-e;2i()=2(1-cos* 2()=(1-e;i()+(1-e;2i() 

だから、 2(sin*()2=1ーcos*2(より (l-e;i()+(1-e;2i()=4(sin本()2に注意すれば

(1-e;i()*(1-e;2i() =2(1ー cos*2()=4(si恥ぐ)2

(18) 

(19) 
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である。両辺の逆元を考えたいのであるが、逆元を取るのは注意がいる。無限級数として考えたと

きには (1_e;2i()-1*(1-e;i()ごは発散しているが、 ((sin*()弓)2はどちらも (sin*()2の逆元で

(sin* ()三=((sin* ()ご)2 = _ 4e;i( * (玄eケ江戸=一4e;i(*玄(η+l)e;ni(
π=0 n=O 

等の式が成立するから、 (ρ19的)より

( (1 一e;アヂ托勺〈り)μ川*刈(ρ1一e;2幻以i(刊C

が成立している。*ト-三角関数の逆元も整関数でで、あるが、これを作るときにはどちらむきの無限等

比級数を使うかによって結果に差があり、その差がか関数となって現れる。正、負の向きの無限

等比級数の積は発散する。計算はこのことに注意しさえすれば、 3角関数の普通の公式は全部成

立する。

1.3.2 自然境界

Theta関数ではァー表示したときの (=0での値が大切な情報を持つ.

∞
ヤ
ム

∞
ヤ
ム

ヤ
ム
n εz η=0 n=O 

のように、これらは 1-e;i(の逆元の情報だけから計算されるが、逆元の多価性によらずに定義さ

れる量である。つまり、この部分が1-d托の逆元の多義性によらない不変量の役目をする。
。3((，*)のァー表示を

∞玄吋
ヤ
ム
叫

ヤ
ム
叫

のようにァのほうに注目して書き直す。 するとこの無限級数の q=e-r に関する収束半径が 1だ

ということはすぐわかる。 Hadamardの gaptheoremによれば αη>0で2二。αηqn2の収束半
径が 1のとき、 Iql=lは自然境界である。
自然境界が現れることの判定法としては、次の定理が知られている (Polya): 

Theorem 1収束半径が 1の幕級数ε二oanqAn， an>Oに於てlimn→∞ん/η=∞ならばIql=l
は自然境界である。

この定理によれば， theta関数についてはれ表示はいつも{ァ;ReT>O}のところでしか考えら

れず、 :Lnεzeitn〈:E287のような複素回転を考えたりして解析接続していくことはできないこと
になる。

1.3.3 単位系の変更

数学の世界は数の世界だから、物理と違って単位系というものはないと言われるのだがヲ仏関

数は T-表示という単位系に相当するパラメーターを持っている.
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Deformationの作りかたは (1)式にとどまらない。とりあえず、計算の為に変数 Cの線形
の変換公式を作っておこう。変数の変換公式は母屋のものより複雑になる. ('=αぐと置くと

('*，-('=((')2+~r=α2(2+~r で、あって、 (α()*，- (α()=α2(2+~a2r ではないので注意が要る.(では

なく Cのほうが代数の生成元だと思うと(つまり単位を変更すると)deformationparameterをT
から γ/α2に変えないと同じ物にならない。 :eitC':T=dtC'+t2T，:eitα〈:T=eiMC+t2αZ，-に注意すると

:1*(('):α2，-=:1*(α():n ('=αC (20) 

とし1う変換公式になる。これは物理で言う単位系の変更に相当するがう Cは「次元が -2であるJ

と言っているようにもみえる。

軒下の*ー積のほうではef=eがと書いて何の不都合もない(物理的意味は何も変わらない)が、

これらの式を母屋の関数表示で表示する(あるいは数値に相当するものを取り出す)ときにはCを
生成元としているときと('を生成元としているときとで数値は違うと言っているのである。(メー

トル法と尺貫法では数値が違って当然である。)

変数の変換はむしろト積のままでァー表示をしないで考える方が良い。この考えかたでは、ぐと

d は可換だから~(ぐ+αα)3=td+2α(+与を使って

εe:((+ω)2=J 
のように表示される。 こうして、()-関数は次第に媛小化物理学としての側面を見せてくれるので

ある。

2 Ordering problems 

表示をデ、ブオルメすることにより、対象の本質が見えるだろうといって始まって、たしかにtheta

関数のようなものが見えてきた。しかし表示のデフォルメにはもっと別の意味がある。

一般に非可換の代数では、元の表示が一意的でなから、計算公式を具体的に書くのは難しい。

これは量子論ではしばしば「順序づけ問題」と呼ばれていたので、これを Weyl代数 W厄(2m)で

説明しておこう。

Weyl代数 WIi(2m)とは生成元(d，dr・，Um，Vlうり2，'.・川m)に基本交換関係を

[u¥ UJ] = 0 = [Vi， Vj]， [U¥ Vj] = i1Wj， ([a， b]=ωb-b*α，民m.+

を入れて作った代数である。 Weyl代数は微積分の演算子が作る代数を表しているのでう量子論

で広く使われている代数である.

WIi(2m)の元は

Va *U
b +Ui*Vj*Uk +Vi*Vj*Ul 

といったように表されるがp非可換なので、元の表示が一意的でなく、交換関係を経由して様々

に表示される.元の表示が一意的でないと、例えば位相線形空間として考えようとしたりすると

たちまち困ることになる。
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2.1 伝統的表示法

だから、何か基準を設けて元の表示を一意的にして計算公式を具体的に書こうとするのは当然

だが、このやりかたが無数にある。一意的表示法は古典的observables(c-number関数)に量子論

的 observables(q引匂mber関数)を対応させるやりかたをあたえれるから、初期の量子論ではど

の表示が良いかをめぐって論争もあったようである。

物理の方で昔から使われてきたのは次のような表示法である.

(a)正規順序表示.これは交換関係を利用して各項に於てuが左側にくるように書くやりかた.

(b)反正規順序表示.これは各項に於て匂が右側にくるように書くやりかた.

(c) Weyl}1慎序表示.これは各項が完全対称化されでかかれるように書くやりかた.

(d) Wick}1慣序表示. これは勾=ui+ゾ-lvi，Zi=♂ーゾ二T的と変数変換すると，[Zi， zj]=2n8ij， 
[Zi， Zj]=O=[Zi， Zj]，という交換関係になることを利用して?各項に於てzが左側にくるよう
に書くやりかた.

である。完全対称化とか、実際の積の公式がどうなるかといったことは次節で具体的公式を与え

るからここでは問題にしない。それぞれ一長一短で、計算できる範囲や公式が微妙に食い違うし、

同じ古典的 observableに様々な量子論的 observable(作用素)をあたえて?その固有値などにも

違いが出てしまうのでヲどちらが正しい量子化かという論争も起る。

これは、可換なものに非可換なものを対応原理だけで対応させようとしている結果だから、良

く考えれば不毛な論争で、非可換の世界が先にあって、それが縮退して可換に見えているのだと

思うほうが自然であろう.

2.2 変形論的見方

変形論的見方では、可能な表示を全部一斉に考えることでこの問題に答えようとする.そのた

めに表示方法が確定している普通の多項式の世界に普通とは違う非可換の積をあたえ、この代数

が W1i(2m)と同形になるようなものを考えるのである.

まず、変数仏旬を同列に扱うために叫をum+iのように書いて

(̂，1 ，̂m ，̂m+l 、
包=l匂匂 p匂 γ ・)

とする。これを 1x 2m行列と見，itをその転置行列(縦ベクトル)とする。 2mx 2m-行列全体を
加 (2m)とし、 2mx2m-対称行列全体を 6(2m)ヲ2mx2m-歪対称行列全体をQt(2m)と書く。 C[U]

を普通の多項式の全体とする.

任意のK= (Kij) E 6c(2m)に対して、積水K を(1)同様、次のような公式で、与える:

iñ ，~2m 合一
f(U)*Kg(U) = f exp{一()~.. 1 aui r~J九j)}g2 ム~i ，j=l 一一

(21) 

但しr=作

nHυ -hu 



公式(21)はEinsteinルールを使って次のように書いておくと便利なことが多い

ゃ(抗)k
Kg = ) ~ ~ーτrt山 ••.rtk)kδUil・・・δIuiklδu31 ・・.Ot山 g.γぉ!2k (22) 

積 (21)はV/，gE C[U]について定義できう結合律を満たす.ここまではrは任意のrot(2m)の元
でよい.

rのskewpartがJなのでp生成元のところでは

ぜ*KU3-tL3*ktLZ(=[uz，dl*K)=的Jりう (23) 

となり Weyl代数 IVn(2m)が得られていることが分かる。つまり、

Proposition 2任意の Kε6c(2m)に対して (C[u]，*K)は Weyl代数 Wn(2m)と同形な代数

になる。

可換積を使った公式でWeyl代数の積をあたえたのでう得られるものは、もしかして Weyl代数

に何かもっと別の性質も混じってしまってなし、かと心配になるかもしれないが， Poincare-Birkhoff-

Wit七の定理を考えればその心配はいらないことがわかる。

Proposition 2はWeyl代数 Wnの(多項式の世界での)実現なのである。しかも、それと同時

に元の一意的表示をもあたえるのである。

例えばui* ui * ukを(21)式で計算すれば結果はui* ui *ukを多項式で表示したものとなる。

従って積公式(21)は元の表示を与える。この意味でこれをK四orderingと呼ぶこともある。一般

にはK-表示と呼ぶ。

つまり、生成元が固定されているときには順序づけ問題とは Weyl代数Wn(2m)を与える積公

式を多項式の世界で具体的に書くことにほかならない。

K をそれぞれ K=Ko，-Ko，O，但し
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のようにあたえると 3正規順序表示、 反正規11慎序表示、 Weyl順序表示となる。

積公式は具体的には次のようになる:

阪←→
I(u)*og(u) =1 exp{ .~V av八仇}g， (Moya1積公式)

2 

I(U)*Kog(U) =1叫 {lii瓦記}g， 曽DO積公式 (24)

I(U)*_Kog(U) =1 exp{ -nilfu瓦}g， 量DO積公式)

但し友八記=む(年記-瓦;53)叩 d友瓦=ZS;;53である。
この積公式を見ると Weyl順序表示が最も対称性が高いことがわかる。これはMoyal積公式が

変換u'=1.1，8+仏 Sε8pc(m)ヲαεC2m，で不変なことからわかる。i.e.'18ε 8pc(m)， "Oαεc2m 

に対して

1(1.1，8+α)*og(u8+α) = (/*og)(u8+α) (25) 

である。
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これに対し正規)1庚序表示はGLc(m)の対称性しか持っていない。 iia=(u13...?um)3a=
(旬If--川m)ヲのように書いたとき、任意のGE GLc(m)に対し次が成立する:

1(盆G，vG-1 )*KOg(fi.G， vG-1) ::::: (1*KOg)(負G，vG-1).

Intertwiners 2.3 

K-表示と Kに表示の聞の intertwinerは具体的に次式で与えられる:

(26) 

Proposition 3任意のK，K'巴6c(n)に対して inte付切iner

ご(f):::::明白玄(K'ij -Kij)aui aUj ) f (::::: 1;' (1;)→(f))， 

は代数の同型ご:(C[u]; *山)→ (C[u]片山，)を与える。つまり p次のような等式が成立する

1，g E C[u] : 
(27) ご (1*K g) :::::ご (f)*K'ご (g)，

Intertwinersは*積の代数構造は変えないが、可換積による表示を変える。

(28) 

K E 6c(n)に於ける A方向への無限小のintertwinerを次のように定義する:

a 1 _K+tA， .， U1て「
dら(A)(f):::::会|日ι (1) :::::ギL.;A~J九九f

(27)式を微分すると

ili~n 
dん(A)(!*Kg)::::: d1K (A)(1)*Kg+ 1*Kd1K (A)(g)十一>~"" Al，JθIUi!*Kaujg K¥A_'¥.I'"KJ '.1 "K~-K\A_'\J' I 4 L.......Ji，j=l 

となる。無限小のintertwinerd1 K (A)は後で接続を定義するときに使われる。

積の公式の deformationは表示のしかたの deformationでもある。どの表示で表示するかに

よって物理的内容が変わってはおかしし1から、物理はむしろ orderingfree principleを原理とし

てはっきり採用すべきなのである。これは、古典微分幾何学が coordinatefree principleを採用

しているのと同列のことである。また orderingfree principleは(言葉は少し違うが)Sternberg 

が言っている generalcovariance principleとほとんど同じものと思われる.

基本的原理

幾何学の対象が coordinatefreeであるべきなのと同様に幾何学/物理学の対象はordering

freeであるべきである。 Orderingfreeの原理と連続追跡原理(後述)は量子論の計算で、はっ

きり意識されるべき二つの基本的原理である。

このように、 orderingの問題は積公式のdeformationの考えの中に含まれるのだが、 deformation

で考えると、事は単にどの順番で生成元を並べるかという問題にとどまらず，基準(単位系/生成

系)の取り方の変形論まで含まれてくることが重要なのである。しかし、 orderingfree principle 

には一つの原理的問題がつきまとっている。それは生成元の非線形の変換をどこまで許している

1
i
 円。



かということが何も答えられていないということである。この辺がはっきりしない限り量子論的

に重力場の理論は書きょうがないのであるが、大体、 2次式以下の指数関数による随伴表現によ

る生成系の変更までが許されるように思う。量子論はこの無限次元 Lie群に属する Klein幾何

学になっていると思われるのである。

3 2次式の指数関数

一気に多変数の 2次式で指数関数を考えるのはかなり面倒なので、 1変数、 2変数あたりでま

ず考え、それから一般の場合に移行することにする。

表示の変形で考えると、例えばぐ*1'J(()=(+f f' (()だからぐ*1'J(ぐ)=0という式もγ#0なら解
J=ce一打2を持つ。このように多項式からすこしはずれた2次式の指数関数のあたりで少し妙な
ことがおこっている。

3.1 1変数2次式の指数関数

話をもとの 1変数の場合に戻して、ιdを考えよう。ただし :(;:1'=♂+tTとしている。
解の形が予想できる場合には一意性を使って常微分方程式系にしてしまうとい手段があったか

ら、これを使ってe?を考えよう。これはそこで、微分方程式

JEft=C3*ムん=1.
dt 

を考える。一意性を考慮し :Jt:1'= g(t)eh(t)♂のような実解析解を探すと、 :cf:T=C2+5と積公
式(1)から上の方程式はVrに対して次のような常微分方程式系に変わる。

は)= (1+rh(t))2， h(O) = 0 
dt 
d " 1，，， 
;ig(t) =一(rZh(t)+r)g(t)， g(O) = 1. dt;:n-， 2 

これを解いて次のような解が得られる

ぷ :f=」戸市(2‘forVr. tr手1.
!・ v1-rt (29) 

すぐ気づくのはJのせいで右辺はどうしても 2価関数であり、 dfは土の不定性のある 2価の
元として扱わねばならないということである。理由はァ(0)= ei6(r-f)+fと置いて

:e:C3・ 1 e訊七百(2;1'(6)ー
ゾげ(l-rt)

とし、 6をOから 2π まで動かすと :eヂ-1'-土:e子?:T・となることから分かる。
:652:T=I5etC2となるのは明白であろう。したがって、ァ=0での指数法則 esC26tC2=e(s+t)C2p

e~+s(et(2 =♂+s併がより、 2価関数のままの指数法則

e;cf*e:ct=eis+t)C??e:+sC*e;ct=e:+sC+《 (30) 

の，，
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が得られる。これらは?微分方程式の実解析解の一意性からも得られる。

31での結果と合わせると
_s2r 

etC+2sC+α.一一三一一一et(2+2s(+α
ィーゾ1-tT

(31) 

3.2 2次の指数関数に働く intertwiners

Intertwiner 1{ =et(r'-r)々 があって、上で多項式に対し定義したが、定義は指数関数まで自然

に拡張され1{(es()=es併を(r'-r)s2で、あった。一般のfに対しては1{(f)は発散してしまうこと
が多いが、 2次の指数関数に対しては計算でき

写'(esC2)= 1 e戸ポた可(2 (32) 、/1一(T'-T)S
となる。この公式を導くには発展方程式otft=δ?ムん =c〆を解けば良いのだが、まず次のこ
とに注意する:

Lemma 3線型発展方程式の実解析的解は初期条件に関し(存在すれば)一意的である.

証明は二つあったとして差を考えt=Oの所での高階微分がすべて消えることを見れば良い。

これを考慮しft=g(t)eh(t)♂とおけば、解くべきものは次のような常微分方程式系となる:

(?(t)=4h(t)2 

~， g(t) = 2g(t)h(t)， 
dt 

これを解いて次のような解が得られる

h(O) = S 

g(O) = c. 
(33) 

g(t同♂=ポ蒜e市 (2ヲ (34) 

が得られ、 t=i(T'-T)と置いて (32)式となる。すぐ気づくのはJのせいで右辺はどうしても 2
価関数であり、 1oes(2はァに関し士の不定性の付いた2価の元として扱わなければならないと

いうことである.Lemma3の一意性と矛盾するように思うかもしれないが、こちらはポ宗が

一価正則になるようなリーマン面上での一意性である。

多価関数などは関数論によくでてくるものでことさら騒ぎたてる必要もないだろうが、この場

合は一つの元の「同じ表示」が二つ出てきているので解釈に苦しむ。この場合はァの動く範囲を

制限しておけば防げるが、いつでもこのやりかたが通用するかどうかはわからない。

面白いのは、 (33)は(34)以外に次のように書かれる解(特異解)も持っているということで、ある:

以t)eh(t)C2=27戸 (35) 

t=i(T'-T)と置けば
n 戸、 Ic:.>-.l ".2 

1;' (ceS(2) = じY" =es-1ー(-r'--r)仁 (36) 

ηο 
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である。これは8iOの時には同じ式を表しているのだが、 (35)のような表示の時には 8-1= 0も
意味を持つ。さらに (36)式でc/"?i=lしておけば1;'(計台eFM)=F七可片〆と

なる。ここで 8-1=0とすると、青山2 はr=O(母屋の表示)では意味が無いが、それ以外の
所では互いに i附rtwine されるものだということが分かる。さらに積公式より令T去予_~(2=0 
である。

3.3 Hermite多項式、 Laguerre多項式

Deformされた関数はtheta関数以外にも色々な所に現れる。 Hermite多項式， Laguerre多項式

には次のような母関数表示が知られている:

eV2taーを九玄Hn(Z)2? 去手;戸f〆e-a一→_a2_斗(←一-V2ぬ)官冗判nバ(ωZ刈)e-a
九>0

e一市æ_ヤ L~a)(x)tぺ (Itl く 1) 竺(e-æxn+α)=L~)(x )n!e-γ.  
(l-t)叶 1 おう dxn

一見してこれらが*目指数関数に関係することが読み取れる。

さらに Legendre多項式、 Bessel関数には次のような母関数表示が知られている:

(37) 

(38) 

1 _ fε之:0昆nPn(z) (1厄|くminlz土dτ11{ (39)  
ゾ1-2nz+が 12:二on-n-1 Pn(z) (1厄I>maxlz土d亡11

叫 (izcos e)=乞 inJn(z)einfJ (40) 
n=一00

これも Hermite多項式、 Laguerre多項式ほどではないだろうが， *ー積の匂いがするであろう.

実はこちらは Weyl代数 W1i(2)での指数関数eiuuに関係する.

3.3.1 IIeruoite多項式

edtc-tt2=:ePK:-1 だから (37) 式は :eptC:-1 の Taylor 展開式である。 eiα(=εzi(α()~ に
注意して

efit(=乞(dC)25
n>O 

と置けば，H~(()=:( J2 ()~:ー1 である.そこで *-Hermite 多項式 Hn(ふりを

♂ t(=ニε Hι~(ιC乙μωうバ刈*吋)
n>O 

(41) 

で定義する。これの γ=-1での表示が従来のもので、 H礼(ふ-1)=:(J2 ()~:ー1=Hn(() となる。

Taylor展開の係数だから H山)=長e戸|位。であるが、 (37)(J)第2式は変数変換すると

手eーをa2 同 nH((/V2)e-ド2
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とも書かれるのでヲこちらの方がeゾEtc-r=:epc:-1との関係がわかりやすい。

1 . .2_ 1 ゾ2t(-~t2=一一 (tーゾ2()2+(2
2- 2 

と平方完成すれば

互い夕刊:-l)t=O=立与ーさ山内2lt==(芸作2)〆))a=V2( dtn --，.--L It=o dtn 

と計算される.

また Hermite多項式は微分方程式y"-2xy'+2ny=Oの解であるが、この微分方程式は次のよう

に考えると簡単に求められる。 (41)式より Hn((バ)はeptCを幕展開したときのtnの係数だが、

一般に f(tX)=L:n an(tx)nのように tXの関数として書かれているものの Pの係数 anxnの
特徴は X で形式的に微分して

xi (tX)η=η(tX)η 
dX 

ということだから、ム((*)=L: anC' と*-積形で、かかれている関数だ、と，思って、 f~(()を形式的に

処理すれば y"-2xy'+2ny=O は 2(*f~(ふ)= 2nf*((*)のァ=-1表示であることがわかる。
一般の γ で 2(*f~(ふ)= 2nム(心)を表示するには :f*((*):T=g((，r)，:f~((*):ァ =h(( ，r)とする

と、 θI(g= hとなることに注意すると

2(*Tθ(f((， r) = 2ηf((，r)， i.e.2(θ(f((， r)+ァθzf((，r)=2nf((，r) (42) 

である.

3.3.2 Laguerre多項式

(29)式，及び積公式より

:eJd:ー1=-L7e一市(2‘ :ぐ*erd:-1=-iTe一市C
2 

~ (l-t)吉品 (l-t)き

であることが分かる.Laguerre多項式の母関数表示 (38)もTaylor展開だが x=(乙α=-i?α=t
の場合が上の右辺に現れているから、この場合にこれを使って書くと

:《*eJtci:ーl=(.e LL~.eーさ )((2)tぺ i=O， 1 
n>O 

となってァ=-1での表示が Laguerre多項式なっていることがわかる。

Li一泊中千仇 L~~)(か)=千(;n
だから， Hermite多項式との関係は

H2n((ヲ*)=(-2)九ILL-き)((;，*)， H2n+1((，*)=(-2)nnlV2(*L詰)((;， *)， 

である。

一般の場合は

:eit一山g(1-t)-t(;:-1 =(l-t) をーα:eJd:-1=玄 L~Ct)(♂)t 
n 

である。
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3.4 1変数指数関数の積分

指数関数はこれまで述べたこと以外にもっと変なことを起こす。 e:c，e:C3のァー表示が分かった

から、これを使ってこれの積分を考えてみよう。

。ー関数では自然境界があることによって一価性が保たれているのだが、。ー関数の定義で、使って

いる離散和を積分にかえてしまうと、かなり奇妙なことになるのである。

3.4.1 1変数1次式の指数関数の積分

前節ではεne;ni(のような無限和で考えたが、今度は積分

-fdcdh f信仰 (43) 

を考える。 :e;tC:T=eitc-tt27だから Reγ>0ならばどちらの積分も絶対収束する。

まず*1'-積の定義から次のことにが容易に分かる。

Lemma 4 f(()を多項式、 Hol(C)を整関数全体にコンパクトー開位相を入れた位相線型空間とす
ると f(()*n件f(()はどちらも Hol(C)から Hol(C)への連続写像である。

これを使うと (43)の積分はどちらもト積に関するCの逆元を与えることが分かる。
*ー積の世界では指数関数がデフォルメされている為に指数関数を使う代数計算が大きくデフォ

ルメされるのである。

ぐ*I e~(dt=ぐ*Jim I e~( dt= Jim (* I e~( dt= Jim I (*e~( dt 
J-∞一 T→∞J-T ~ T→∞ J-T ~ T→∞J-T" ， 

=jim I 主的t=jim (l-e;T() = 1 
1→∞J-T a~ T→∞ 

これはS1.3で述べたのと同様に結合律を壊してしまう現象である。 (43)に出てきた二つの逆元
の計算は次のように一般化される。

Proposition 4 Re rくOの時、任意のαεCに対し -fo= e~( (+α)仇 J~∞ e;((+α)dt の r-表示は絶
対収束して、ともに (+αの(*ω積に関する)逆元となる。どちらも αに関して整関数である。

これらの逆元達にはどんな関係があるのだろうか?特に

-J1(l-C)dt，ιe:(l-C)dt 

達の関係は何であろうか?これらはいずれも 1-(の逆元を与えるが、 limn→∞εLodとはど
んな関係だろうか?1-(:=(1+(+(;+・・・+(:-1 )*(1-() だから、両辺に f~∞ ι(1-()dtを*ー積

し、結合律を使えば、

日*[0
00 

e!(1-(j dt = 1+( +(~+. . . + C-1 

-66-



は容易である.しかし一般のァー表示では limn→∞ (~* J~∞ ι(1-() dt等は収束しないoLn (~は表
示に依存する収束であるが、項別にァー表示を作って総和したものも収束しない。しかしいずれも

:Le;(1-C)戊戸LHT-tCdt=写会附L 伊芸Tdt=写iiCKfthe-t+手Tdt 

: -1= e;(I九
のように幕展開される。展開係数は♂の所でそれぞれ

村∞the4Tdt，÷f(-t)het+ht寸 Lthe-t十九
であり、差は訂ご。tke-t斗 Tdtとなる。逆元というものが一つであると考えると一つの逆元の

幕展開の仕方がいくつもあることになり幕展開の一意性が崩れているように見えるのだが、逆元

というものが無数にあるのだから結合律は乱されるが不思議なことではない。

3.4.2 逆元の表示の多価性ヲム(()が2価の元に見える

(α十()~+C8*(t(α+()) は皆 α+( の逆元である。逆元は無数にある。しかし、これらのものは

全部同格なのであろうか。 C=Oの元と #0の元とは区別が付くのだろうか?しかも

1 ezθ 

α+( eiB(α+() 

というあたりまえの等式を考えると Re7くOでなくても逆元のァー表示ができそうに見える。まず
次の事に注意する。ァ#0のとき 9をうまく選んで e2iB7くOとすると

JfJ(α刈

の7-表示
rO rO 

:e40jef叩 +()dt戸 eiθj 〆9(a+()+!t2e2ωT dt (44) 
.f-(Xコ，.t-co

等は絶対収束し、共に α+(の逆元である。しかも、 8で微分して部分積分を使えばこれらが

Ree2iB7<0を保っているかぎり Oに依存しないことがわかる。 eBは積分を収束させる役目し

かおっていないのである。

すると 9とァを Ree2iθ7<0を保ちながら同時に動かして考えることができる。例えば色々な

7に対して 9は次のテーブルのように固定する:

(品)
ア。
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。
そこで積分(44)を考えてみると、

・7を動かすのは表示を変更しているだけ、
. f)を動かしても積分は何も変わらない

ということがわかる。ァを 0から 2π まで追跡す

ればそれに応じてOは変わるがOはOから πま

で変わるだけである。 ()=π では(44)は

ーん-t(a村山t=-la""e… 
である。つまり一つの逆元の表示を追跡していくと、いつのまにかもう一つの逆元になってしま

うというメービウスの帯的モノドロミー現象である。

表示の多価性は指数関数ddでも見られたが、これは土の多価性であったのに対し、この多
価性は二つのものが入れ換わるとし、う現象である。

とりあえず、記号を簡単にして

(z+();~ = ei6乙eT46叫 同 JJ=Jfe内 (45) 

と書いておくと、これらはzに関して整関数(複素全平面で正則)である。すると Cauchyの積分

定理から任意の閉曲線に沿う一周積分ん(z+()ヰが Oとなるのだが、被積分関数はz=∞が真
正特異点なので注意しなければならない。

Cを作用素のように思うとスペクトルが無い、あるいは∞と言っているように見えるのだが、

上の2価性を使って差を考えればい+()*((z+()ヰー(z+()己)=0であるから任意の Zがスベク
トノレlこなっているようにも見える。作用素解析的感覚を持ち込み過ぎるのは危険なのである。

この二つの逆元の差はei6r∞ Jeie(叶 ()dtであるが、これのァー表示は6に無関係にJ-(Xコー

:e
i6 r∞ e:ei6 (叶 ()dt:-，-= fiρ一会(叫)2J-∞*  

凶・T一、/子レ (46) 

となり、多価性は土の形である。しかしr=Oは表示の特異点となる。このことから、 (z+ぐ)ごを
((z+();~ ， -(z+ぐ)己)のように2成分ベクトルとして扱うことはできないことが分かる。

ム(α+ぐ)=f二eF+〈)dtと定義する。この定義ではRer>Oに対して、:ム(α+():rは整関数で
ある。しかし、 Ree2i6r>0であれば

ム附J にeT48t(G+C)dt
である。したがって、 Rer>Oであれば、 :d*(α+ぐ):e-2i6r表示も計算できる。これより、ム(α+()は

¥fri=Oで表示されるが、表示を l周させると符号が逆転する 2価関数である。 :d*(α+ぐ):o=d(α+()
であり、 r=Oでは普通のs関数の表示になる。これも±の定まらない2価関数と見るべきだとい
うことになる。

。。
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そうすると宗と書いたときe!(=ホf二ぅ去d(iz)が成立しているか気になるであろう。実
はこれは成立していて

に;e-4zsff
これはもう一方の逆元を用いても同じである。

次のことは容易に示せる:

Lemma 5任意のfεHol(C)に対し

eび(e!(* 1)=e~r+s)( * 1， α+()*((α+();よ*1)=1

これらは後で使う結合律である。

(α+()j は多価性があったわけだが (α+()立はどうであろうか?α+()~=J~∞ぱ(α+Odt
をr-表示として

rO rO 

:e40j e49tefw(α+Odt:T=e2i9 / tetei9(a+O+tt2e2ωTdt 
~-oc ~-oo 

(48) 

e2i9rを連動させるのだが γを一周させたとき♂θは半周一1だから、積分は

f∞ぉ-t(日
となる。これは (α+()ごである。多価性があるといっても符号による多価性ではないので、 2乗

したから消えるといったような多価性とは異なる。

3.4.3 総和と積分の違い

総和(離散和)と積分の違いであるが、積分 J~∞ e!(dt と総和玄之oefC の違いは次の対数微分
(会log)1 (s) = l' (s) * 1 (s)一1の計算において顕著に現れる:

きかg)i~ e'!k(dtヲ さ(会og)EP (49) 

部分積分で

~" (0 etj'k(dt = s-l (0 t(ks()*e!k/3(dt = _s-1 (0 e~βk(dt ， 
δs J-∞ー J-∞ J-

だから、これを使うと (49)の第ーのものは、玄二1s-1となるから発散は避けようがない。これ

に対して第2のものは簡単に証明できる等式

る呂e?附 =k宅 ηM叫εぐ門2
を使うと2ε:;之L二L1パ(2玄二ご二=1e~アβk加αつ)*沈k( となる。これは次の Lemma で分かるように、 RerくO の範囲
のれ表示は絶対収束する。
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Lemma 6 RerくO の範囲で ε~1 2:二1 ke~βk( のト表示は絶対収束する。

Proof r-表示すると :epβk(:r=enks併を(叫β)2rだから、平方完成し

<) r ，~_ 2" <) 1 ，<) 
nks( +i(nkß)~γ=z(9nk+zC)z-FCZ 

だから Re(rs2)くOを仮定してεrn=1kd(βnk+れ)2の収束性を示せば良い。これらはCの動く範
囲を任意に固定したコンパクト集合として考えれば、任意の K>Oに対しεrn=lkdF(叫 +K)2

の絶対収束性が分かれば良い。 n，kさ1では (nk+K)2三(n+l)2+(k+ 1)2+Kだから

ε k舵ed士伊βr怜内2rベ((η叫叫+1刊1吋)2斗+(仰糾川l仙 K)=ei" 内 ε ets2酌内Tベ(何n叫叫叫+1刊1吋げ)戸2ε k舵ed士vβP伶向2rベ(糾M叫1吋)
7九l=l k=l 

であるが、これの収束性は明らかであろう。 口

この場合第2の総和は自然数で取る必要もなく、単に離散的な所で取るだけで良い。離散集合

のすきまの部分から有限量が出てくるのに対し、連続和(積分)ではすきまが埋まっているので発

散するようにも思える。対数微分は定義から分かるようにその無限小部分が全体の中に占める割

合をだすときに使われるものだから、比率で物を考えているときには常に顔を出す。上の離散和

は量子論において黒体発光の発散の問題を解決するのに使われたものである。

3.4.4 1変数2次式の指数関数の積分

(29)式より

ぷ :r=守Le市 (2う forVr， tr i:-1. 
vl-rt 

であるから、 JIReヂのようなものは考えにくいが α到のとき

i6 I∞ i6t(α+(;) 1 e; ホ dt，ei6α>0 
JO 

はいつも ei6α>0となるようにei6を選べば、アー表示は

^ r∞ ρ_e
i6 
at ei6t 

eU1 I --;::=-ー-=e亡戸古ち dt
Jo ゾl-eitJtr

だから収束するようにできる.しかもこれは収束しているかぎり 6に依存しない。実際6で微分

して部分積分を使うと

iei6 r∞eアi6t(ι+(;) dt+ei6 r∞u竺eアi6t(α+(;)d.f.= r仇アi6巾 +(;)1∞=0
ん T ー-ん-dt-ゃ ー L一一官、 Jo 

これは叶Gの逆元について戸tzzT=法zということを確かめただけのものである.
したがって?α>0をe-i6αのように回転させ、それに応じてei6を選んで上の積分を考えれば

積分のァー表示で、
Jρr  

:二一:.，..=eiBr 三fLJKC2dt
α+etCl(-; . J。、Il-eiBtr

という式を得る.そこでOを0"， 2π に動かしていくと， e6γεlA.+となる所で積分路は分岐特異点

を通過するので、ここでvr=召の sheetの乗り換えがおこると同時に21rix留数だけの値の飛

が起こるー
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Lemma 7積分値の jumpは21iie一αe
i9
r-
1
である.

となると 0を0"，， 2π に動かしていくと _1_は21iie-
aei9
r-
1
だけ値がずれてしまう結果とな

α+(; 
る。同じ所れ周すれば21iine-αe叫ー1だけずれることになるから?結局、立さは無限多価の元

だということになる.

こういうことの原因は無論ポのト表示に現れる y'l-Ttのせいではあるのだから、もう少し

細かく eヂの性質を次節でみておこう.

4 {e53;tεC}， {:e!(;:ァ ;t，rE C}をどう見るか
2価の元としてではあるが、指数法則 (30)が成立するのだから、 {e52;tEC}は群と呼んで良

いものであろうか?そういうことをこの節で考えよう。

4.1 暖昧被覆群

T-表示はポザ市(2であるから、ァ=0であれば0=1としてCと同型の群である。件Oで、

はt=l/TのところでT-表示は発散している。しかし、原点を通る 1/ァを通過しない直線上では
初期条件を 1としたときの一意性から、元は一価に定まり、指数法則は成立し、

8(; _._~t(; _ ~(S+t)(; 
e*事*品市=e*

である。さらに、 TiOとすればたをOの複素近傍としていタ;tEた}は複素局所群であり、定
義域が半平面を含むから複素半群でもある。 Cの任意の実1次元部分空間は Tをこれ以外の所か

らとれば自然に群になる。しかし、 1/ァを一周すると符号が変わるのだから、複素関数として扱
うためには l/Tの所から∞に向かってスリットを入れたシートを 2枚つないだリーマン面で考

察しなければならない。すると、 0が0+，0ーと 2つできて、どちらを単位元と呼ぶか迷うことに
なるが、どちらか一方を選んで、それを単位元と思うことにする。

そこで、単位元を通過する直線で1/ァを含まないものを考えれば自然に群になる。しかし、こ
れを回転して1/ァを通過させると、連続追跡を0+の近傍で行うか、。+から遠く離れた所で行う
かによって違ってくる。 1径数部分群の動きとして見るならば、それは l/Tという特異点によっ

て、二つに分裂したと思える。 2分裂したものをそのまま追跡すると、再び1/ァを横切るところ
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でこの二つが入れ替わる。あるいは二つに分裂したうちの一つを選んで追跡しでも、 1/ァという
特異点によって二つに分裂し、分裂してしまえば、あとは入れ替わりが起こるだけとなる。どち

らを重視してイメージを作るべきか問題となるところである. この指数関数は動く分岐特異点

を持つのである。

では、 {eTf;tεC}をC一{O}のようなものの被覆群と思えるであろうか?

Lemma 8 {eヂ;tE C}を何かの被覆Lie群と思うことはできない。

証明指数関数のphase部分はt→己zでCu{∞}上の1次分数変換である。これはァを不定元
として扱えばCからのinjectionである。指数法則はs+t→τ詳t)rをあたえる。 {e52;tEC}
が群であるならばphase部分はCと同型の群でなければならない。したがって何かの被覆群なら

ば、それはCの被覆群でなければならない。 口

このようなものを群と呼んで、良いだろうか?軒下に棲むこのような奇妙な“群もどき"を暖昧

被覆群と呼ことにする。 {eヂ;tεcu{∞}}は全体としては自然な加法が定義されたリーマン球
Cu{∞}の2重被覆のように見えるものだが、これはもはやこれ以上の説明ができるものではな

いから、このまま容認すべき対象である。 群でも、局所群でもなく暖昧被覆群なのである。しか

もその代数構造は重要である。

Proposition 5 e~(; を 2価の元のまま扱って、 dC3*e:ct=eiG+b)C? で和を、 (e:cf)b=dbd で積
ゆと定義すれば複素数体と同形(というか複素数体そのもの)となる。

しかしこれは土を無視して土αをかたまりと見てしまえば複素数体そのものだと言っているだ

けである。しかし、かたまりは局所的には分離して見えるのである。

eaXという eの肩の世界は♂XebX=e(叶 b)X，(eαX)b=♂ばという計算で、数体の計算がそっく

りeの肩にあがってしまう。我々はこの部分を見ている場合の数学形式と、肩から降りた数学形

式を見ている場合とを、あまり区別しないで、数学を作ってきている。このとき♂X の計算に多価

性が現れたときどうするかを問題にしなければならないのである。

このような現象は数学的には面白いかもしれないが、数学のuserにとってはあきらかに迷惑な

現象である(こんなことを面白がるのはマニヤックな数学者だけである)。

4.1.1 半群の集合体と見る

別の見かたをあたえよう-Cr={z; RezとO}とする。 r;60としr=lrlei8としたとき半平面Cr
をCr=-e-i8C+とする。 Crr=-C+だから、これはあきらかに加法に関して半群をなす。

αεCrならばαァεC+だからJi=lと定めてJl二石ヂεC+を1価にきめておける。

そして T毎に半群ST={:dd:T;sεCr} を考える。これは lims→odd=1となることを要求して

おけば、 1価の元でできた半群である。定義のしかたからふがァ=lrlei8としたとき ei8にしか

依存していないことはあきらかである。

また、 j]))C Cr任意の、内点を含む原点を頂点とする扇形部分集合とすればこれは部分半群で

SD={:dd:T;托j]))}も部分半群となる。共通半群 SrnSr，は考えられるが、 SrUSr，は考えない.

ァを固定し、普通の表示で積公式を書くと

♂C2MbC2= 
1 
6
型掃2:.(2

J亡あ戸
(50) 
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となる。 1ーαbr2=uとなるところで積が定義されないので、この半群をそのまま群に埋め込むこ

とはできない。

しかし、 *r-積に関する逆元は無理して書けば

(〆)7=2Le-T字吉宗(2
一 /1+2α7

(51) 

である。これはパラメーターがSrからはみでているので考えないのだが?これがあるということ

は切除公準「併rb=似rb'ならば b=b'であるJを満たすということである。

次の事実に注意しよう:

Proposition 6切除公準を満たす可換半群は可換群の中に埋め込める.

証明条件を満たす半群を Sとし?直積半群S2=SXSを考える.そこでヲ Noから Zを構成するや

りかたをまねて S2上に同値関係を

(α，b) ~ (αIヲb')φαb'=ba'

で定義する. 同値関係であることは次で分かる。

(α，b) ~ (α， b)は自明，可換性より (αヲb)~ (α七b')特 (αにb')~ (αヲb)は明らか.推移律を見る

ために (α，b)~ (α'，b')， (α'，b') ~ (αぺbっとすると， αb'=ba'，a'b"=b'α"だから?第1式に b"を

かけて第2式を使うとめ'b"=bα'b"=bb'αぺ可換性より Vαb"=b'bα" 切除公準より αb"=bα"で

(α，b) ~ (αぺb")が分かる.

(α，b) ~ (α" b')今 (α，b)(c，d) ~ (α七b')(c，d)は明らかだから (α，b)~ (α， ， b')， (c， d) ~ (c'， d')な

らば(αヲb)(c，d) ~ (α， ， b') ( c' ， d')が分かる.[(α， b)Jを(α，b)の同値類とする上の可換積を使っ

て[(αヲb)][( c， d)J=[(α， b) ( c， d) ] = [ (αc， bd)J と定義すると可換積が同値類の集合 S2/~ に定義される.

1=[(α，α) J， [(α， b)J-1=[(b，α) ]と定義するとこれで S2/~ が群になっていることがわかる.

αεSにたいして f(α)=[(αz，z)JES2/~を対応させると f:S → S2/~ は

f(αb)=[(αbzz'， zz')]=[(α引z)][(bz'ヲど)]=f(α)f(b)

をみたす.f(α)=f(a')とすると， (αz，z) ~ (α'z，z)だから似2=a'z2で，切除公準より α=a'とな

るから，半群 S は群 S2/~ の中に埋め込めたことが分かる. 口

これより，各 Sr から可換群 S;/~ を作ればこれらはすべて C の加法群と同形ではあるが、同

形対応は 7に依存しているし、 (51)式でわかるように、そのまま Cと思うことはできない。

しかし、上の同値関係は扇形の張る 2次元平面に加法を定義しているものだから、部分半群

Sj[J)を使って Sõ/~ を作っても、できあがる可換群は S;./~ の中に自然に同形に埋め込めるもの

となり、(各同値類は小さくなっているが)全く同じ集合と思える。特に共通半群 Srn Srlから
(Sr n Srl)2 / ~を作れば、これは S;./~ ， S;'I/~ のどちらとも同じと思える。

従って同値類を同値類に対応させる対応でs;./ ~=S;， / ~と思うべきものとなる。

するとァをすこしづっ回転して考えればヲ全部同じものとしなければならない。

ηο ワl
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一般に扇形領域Dに対し、任意のベクト
ー+
ルPQは平行移動で始終点が Dにおさ
まるようにできるが -Dに収めようとす

るとふq=-Q，p=-Pとなり、 -1倍し
ておいてから逆元をとったものと同じと

なる。

従って、どこから始めても、できあがる

加法群は同じものでCと同形である。つ

まり、このように見ている限りい~(;}は
普通の指数関数族{etω}と同形で複素数

体に同形に写像される。

¥ 〆

しかしこの同形の構成はJからくる不定性が消える所のみをつなぎあわせて構成しているの
で、 当然ながらJの不碍定性は現軌れな加幹帆しい川、、。 こユれはいわ凶ばば、#言がe己古E存d京
(ωph邸 e吋)部分にのみ注目したためでで、ある。

4.1.2 4元数と見る

ここで数学の userの立場で考えてもらいたい.Vの処理で困る場面に出会ったとしてみよう.
数学の形式にあわせる為にuserは何か上に述べたような考えをいろいろ持ち出してきて多価性

を消した形式を作りだすはずである.しかしうそのとき何かが犠牲にされるのである.犠牲部分を

少なくすることを考えよう。

これまでの話は Tを動かしてsheetの乗換えをしなくてすむようにして v1-trを処理したので

ある。したがって、 lims→odd=-1となることを要求しこちらのsheetだけで話をすることもで

きる。できあがるものはCの加法群と同形で代数的には区別がないが sheetが違っているので、

Cが二つできたと思うこともできる.さらに積極的にうこの二つの複素数は独立と，思ってよい.

(Zl，Z2)を複素数の組とする。これは2枚の sheetで、作った複素数を独立に考えたものである。

複素スカラーは右からの作用 (Zl，ぬ)ω=(Zl肌勾ω)とする。

同じsheet内でのt倍、 sheetの入れ替え操作などをどのように表現すると振幅部分のJの2
価性をうまく拾ったことになるかははっきりしないのだが4元数の計算を考えて

J(Zl' Z2)=( -Z2， zr)， J((Zl' Z2)ω)=(J(Zl，Z2))ω I(Zl， z2)=(iz1， -iz2) 

と定義するo sheetの入れ替えを2回行うと符号の変化が起こったから J2=-1となるようにし、

各sheetへの eieの作用が右/左回りとなるように左からのスカラー倍を定義したのである。

これで2価性が完全に拾われているわけではないだろうが、 12=-1ぅ J2=-1，IJ=-JIであり，

これで4元数が定義されていることがわかる.

4.1.3 漸近挙動でみる

Jの不定性が現れるような所をみるにはs，tが十分原点から遠い所、漸近挙動のみに注目して
考える。そのために pは十分大きいものとして、表示のパラメーター γは Irl=3ρに制限して考
える。上の図で考えると l/rが小さいとスリットはほとんど原点のところから放射状に書かれる。

d
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振幅部分まで考えるために

，.2 • t 1 、

一τ=e戸言、 や=今{一一一‘ーτ=)
/l-tT 、1-tT'、11-tT/

のように簡略化した記号を用いる。

αについて漸近挙動のみに注目するために |α1>>1とし、ア=peiBを()= 0 r-.-27riと動かせば

dコpeiBは特異点のまわりを一周し符号を変える。
dをかけて Itl>>0のところで

一ι点 2~-LJコ(2
Jコr~ vtゴ士ア

の挙動を見ると、 (46)式よりァを固定すればtを動かしても多価性が現れることはなく、ほぼ

-i:8* (():rのまわりを動く 1価の元であるが、 Tについては原点を 1周すると符号が逆転する 2

価の元だということが分かる。

4.1.4 閉曲線での積分

e;53はtをうご、かしたり、表示を動かして考えると 2価の元として扱わなければならないが、

表示を固定し、 tについて連続的に動かすことを考えると不定性を消して追跡することができる。

つまり曲線C={c(s);0三S三1}に沿っての積分

f4:C3*dC3dt=dc(町村)CLef(0)+ぱ
Jc dt 

(52) 

は一意的に計算できる。 Cが閉曲線だと右辺が Oとなるように見えるかもしれないが、閉曲線

α+Cがl/Tの周りを何回廻ったかで、士が入代わる。たとえば0，s， t， S+tで作る平行4辺形がl/T
を内部に含むような s，tに於いては

-esd*etd*e-sd*e-tC3.一一* .....V* "T"V* "T"'-"*・r-

としなければならない。しかし十分大きい αに対しては

-esd*etcf*e-sc乙e-td*eα53.-eαd
* "T"v* 'J"......* "T"......* "1".....*・r-ー*

である。これを演算規則として使うと結合律を壊すことになるが (52)はC内の領域の符号を反

転させる作用素と見ることができる。

ぬ 哩

i-dC33 α+Cが主を奇数回廻る場合

/ ~~ポ*ポdt=(dcf ， α+Cが;を偶数回廻る場合
J c dt 
-... -... --

1 ー

I 0 境界線上の場合

符号反転の起こる領域はCが取り囲む領域を、 1/ァだけ平行移動したような部分である。

(53) 

これは、暖味被覆群そのものを扱ったのではなく、そこから既成の数学で理解できるものを一

つ取り出して見せたにすぎない。従ってこれは暖味被覆群の一つの表現と見るべきものである。

注意 eタについては、今のところこれ位のことしか分からず、これをどのように見ると唆味さ

が薄れるのかについては確かな考えがない。しかし、現実の数学userで上の暖味被覆群のような

ものを使っている人はいないようである。とすると userは何か全くJ.lljの形式でこういったものを

書いているはづなのである。
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5 線形空間の位相

これまでの論議では関数空間の位相については何も言ってこなかったのだが、本来このような

話を七opology抜きでつづけるのは不可能なので、ここで関数空間の位相について少し述べておく

必要がある。

VrECについて、次のことが成立するのは明らかであろう。

(P.1) !*rg は一方が多項式なら定義される。

(P.2)結合律(!*rg)*rh=!*r(g*rh)はどれか二つが多項式なら成立する。

積の相手の関数は正則関数、 c∞ー関数等、適宜色々考えられるが、結合律の証明には多項式近似
定理を使っているだけであるから相手の関数空間は次の条件を満たすものなら何でも良い:Eを

C[(]に何か位相を入れて完備化した位相線型空間とする:
条件:任意の多項式p(()を左から (resp.右から)かける演算f→P(()*r!(resp. !→!*rP(())は
Eから 5への線型連続写像となる。(このようなものを C[(]-bimoduleと呼ぶ。)

多変数でも事情は同じで整関数全体にコンパクト開位相をいれたものをHol(C礼)とする。次の

ことは積公式(1)ぅ(21)からすぐに示せる基本的なものである

Lemma 9任意の多項式 p(u)について、 左からの積 p(u)*(陀sp. 右からの積 ψ(u))は

Hol(cn)から自身への連続線形である。

しかし、これだけでは使い勝手が悪いので、もう少し制限して考えることにする。

5.1 Ep(<cn)と積公式

次のような関数空間を用意する。

ε'p(Cn)={!εHol(Cn); sup 1!(z)le-slzIPく∞ぅVs> O} 

*ー積に関する基本的定理は次のものである

Theorem 2式(21)で定義される *K-積はよ+与>1のとき、連続双線形写像p . p' -

ら(Cn)x Ep' (Cn)→Epvp，(Cn) 

に拡張される。

これより多項式近似と Lemma9を使ってん(Cn)は九ー積で閉じて位相結合代数になっているこ

とが分かる。またOくp'三2::;pく∞の場合には ι(Cn)がん，(cn)-bimoduleとなっていること
が分かる。

さらに

Ep+(C乍内ん(Cn)ラん(C乍 Uん(Cn)
p'>p 

とすると、 E∞(Cn)はEl+(cn)-bimoduleとなっていることが分かる.

注意 eP次式はら+(Cn)の元ではあるがら(Cn)の元ではない。

これで分かるように、 2次式の指数関数どうしの積は必ずしも定義できないところに位置して

いる。(実際、積の公式 (50)で見たように特異点が現れていた。)
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5.2 Intertwinerの拡張と応用

次に (26)で定義される inertwinerがTheorem2の空間のどの辺まで拡張できるかを見ておこ

う. すでに e2次式に intertwinerを拡張して定義したが、このときも inertwinerには特異点が現

れた。

一般には次の定理が分かつている:

Theorem 3ご'はら(CCn)から自身への連続同形写像に拡張できる。

つまり、 intertwinerが素直に定義できるのもん(Cn)まで、で、あって、 t'2+(Cn)の元に対しては何

か別の手立てが要求されるのである。(このように、一般論に乗らない部分というのが私にとって

は極めて魅惑的なのである。)

しかし、上の定理だけからでも様々な公式が作れるので、今度はそれを述べよう。

5.2.1 *-無限積の公式

Intertwinerは代数の同型を与えるのでト無限積を考える時に便利で、ある。 f，9が多項式の時に
は1o(f*09)=1o (f)*r1o (9)である。これを利用すると普通の *0では

sin 7r附=(a+()II (1-古川2)

だから 1o(1一会(叶()2=(1+室長一会(α+()2を使うと

花S川村)=附*r立(晴古川)2)
Tは任意だから、一般に

sin* 7r(叶山村)*II (1-古川;)

(54) 

のように書いておいて良い。この公式は本来はsin*7r(a+()が 1oが位相同型を与える関数空間
t'l+(C)に属することを示してからでないと、極限操作の連続性に不安が残るであろうが、大丈夫

なのである。証明すべきは

N 
1 lpME(勺附2)=sin 7r(a+() 

の収束がら(C)(実際には t'l+(C))の位相による収束だということであるが ((α+()2)nの係数は
単調に 1J(2n+1)!に収束するのことを見れば容易であろう.

この方法で証明できる無限積の公式としては、この他に

員 C似品L1 *(1-('1，..， ~~*\2 "，.2)= COS* ( 
n=1*η-C  325(2η-1)2π 

がある。さらに、次のものも E1+(C)の位相による収束である
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品川)=lim (1+出)~
n-+oo n 

さらにr(z+()のように ε&2+(C)位しか分からないものでも、定義のしかたから

I~ r(z+()=r*(z+ぐ)

が保証されている場合には、部分積

N 

H (1+j(州))パヰ 1
r(α+() 

のテイラー級数の各 (α+ぐ)kの係数が収束しているから

N 

li.1}l(α+()*ef(叶 C)1T(1+1(α+()*)e一千=一土-
?と!ln*r(α+()

のr-表示が何かの整関数に広義一様収束していることがわかればうこの収束が&2(C)の位相によ

る収束だということを示さなくても

1 司(叶州吋Cο仰)
Iにι:lユ~巴(いα+バ叫Cο) f出.J三=王1 η 

がわかる。示すべきことが無限積の広義一様収束だけなのでヲこの方法によって初等的無限積表

示はほとんど得られる。

しかも，これらの公式は全て一つの元から作るト積関数ム(X)に関するもので計算は全部可換

であるからム(X)=In~ j(t)e~tX dtと定義して公式ム(X)句*(X)=(!g)*(X)が可換の世界の関数
!，gの広義C∞ー一様位相によるもので十分であることを見ればうそのまま使えることがわかる.

5.3 無限積の直接証明

次の無限積の収束は分かつているのだが、直接証明できるはずである。

E(1+;山

= lim (0…(0 e(tl +t2+"+九)e~吋+..+士)cdI+tt2++か)(dt1 dt2 … dtn
nー+00J-oo J-

，，0 ，，0 

= Hmdej吋+・・+士)ら / … / -e(t1 +2t2+"+叫 )eit1+t2+十州dt1dt2'"dtn 
nー+00

J -00 J-C心

座標系を次のように変換する。

t1 =81-82，'・.，ti=8i-8i+1，'・.，tn=8n， ∞く81:::;82:::;・・・:::;8n:::;O.

するとれ+・・・+tn= 81， t1 +2t2+・・・+九九=81+82十・・・+8nで、与式の積分は累次積分になおり

n
H
U
 

吋

i



= JA廿弘Tη!ぱe込dr什;y?戸1+吋吋+吋申さ計+サ巾叫)(凡(*ι dS1 e!l(ゴf十fルJ〉dν 1:ιιじ:::〉一→ノdゐ仇札山snル山山〕ηト叫山J一_les戸〆e♂許什作S"ル山π←日イ一→1
積分の計算のための漸化式は F九o(いs)片=1，F:巧~(ωS吋)=一F凡;L1一 1(いs)片eSだから、 ω=eS， Fn(s)=jn(eS)と
置き直して解けば

n
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，，0 
lim ei叶+..+士一logn)ら/-(l_eS)neiS+lOgn)(ds 
11ー+00 0/-0:コ

となるから、与式は

=lim d吋+..+士)(*(0 (l-eS)ne子ds=
nー-too ，.1-0:コ

変数を s+logn→ Sと変換して

r10gn QS r∞ 
= lim ei1+計十士一logn)ら(-0(1_与)πe!(d向子*/ e一九;Cds
n→∞ J-∞ n J一∞

最後の=の証明は、この場合の*ー積の連続性による。つまり7ef+き+…+士一logn)(の方はE1+(C)

での収束だから J~~n(l一三)ne!(ds はら(C) で収束しておれば問題ない.

Remark (=おりの場合には込吋+...+士一logn)(がら+(C2)での収束だから?jr(1一号)πe!(ds

の収束がら+(C2)での収束だとしても連続性は証明しなければならないことである.しかし，計算は

全て可換なところで、やっているので，ムXをFourier変換を使って定義し，ム(X)*g*(X)=(jg)* (X) 

に注意すれば?かような連続性は保証できると思われる.

また?これで分かるように、 Jの項がないと無限積はOに収束する。その訳はCの動く範囲
をコンパクト集合とし

eu 
，α
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ou e
 

ofよ
加
↓一一
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一h*ou e
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nHM 
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この積分を二つに分けて

内o r-T 空

= lim I (l_eS)nes(+号Tds+}i円 I(l_eS)nes(+"iT ds 
→∞J-T 山 J-

第2項は1-es::; 1としてTを十分大きく取ればく εとできる。第1項はn→∞で被積分関数

は一様に 0に収束するからである.

2変数6-関数

数学の用語ではけっの変数を入れ替える」と言っても、 12つの変数が入れ替わる」といって

も同じことであると思われている。しかし、私はこれを区別して使うことを提唱しようとしてい

るのである。

ただし我々の立場は、変数の入れ換え等という作業ですら?人聞が思考だけで行うのではなく?

力学の原理，少なくとも連続追跡の原理にしたがって追跡で、きるべきものでなければならないと

いう立場をとるのである.つまりヲ微妙な動詞の使い分けた、が?変数をいれかえるのではなく，変

数が入れかわるようにしたいのである.
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6.1 変数が入れ換わると符合が変わる?

S 3.4.2のような事が起こる理由は積分路の複素回転と連動する表示の複素回転で、あったが?多
変数にすると実数の中の座標変換でもこのようなことが起こることを説明しよう.

m=2として Ul，U2， Vl， V2で積分fflR2e夕、dごld6を考える.普通に考えれば Ul，U2変数で
Vl，V2を使わなければ [Ul，均]=0だから?ム(ui)*d*(Ui)=(発散)だがうム(ud*d*(U2)は考えられp

ム(ud*ム(U2)=ム(u2)*d*(udとなるのは自然に見える.

これを累次積分にして考えると各変数のところから土の多価性が発生するがう積をとっている

ので{土1}x {土1}={土1}よりう全体としては2価の元になっていると理解すべきものである.

r ..L~tu _ _ ，1 ， _ ，1 
I eY'、 "'d6d6=ム(~ud*ム ( ~U2) 
JlR2 厄 h

のように書いて良いであろう.この積分は変数の番号を付替ても何も変化しないように見える.と

ころがム(れん)=ーム(IiUk)なのだからム(れがム(れj)=ーム(れj)*ム伎町)と書いても矛盾では
ない.

さて我々の立場はう変数の入れ換え等という作業ですらヲ人聞が思考だけで行うのではなくう力

学の原理う少なくとも連続追跡の原理にしたがって追跡できるべきものでなければならないとい

う立場で、あった.変数の入れ換えを連続的に追跡するということはう例えば (Ul，U2， Vl， V2)におい

て， Ulと匂を入れ換えるのもう何かHamiltonianを用意してそれによる運動として Ulと匂が入

れ替わるようにして考える.(これが、力学的に考えるということの意味である.)ここではそこま

で徹底的ではないが正準共役である Vl，V2の入れ換えも連動させていると考えることにする.(但

しヲム(Ui)必*(Vi)の場合は[Ui，Vd7正Oだ、から?別の問題). 

内 IK""， K.ι| ー
積分flR2eY'c; U d6 d6のK=I 間 口 I)1原序表示を考える.ただしう detKmlOとする.

ItKb K:広|

-ρ/，r(eu) ，ーρ-4keKm te+/，retu 
.V，ド・K-V 一

1 ... 1 
-4~2ÇKmtç+おり!=- 4~2 (ごー為的K;;/)Kmt(ご-2ui厄KJ)-ukdb 

だからう積分を複素数積分で計算して

:64ul)仏(ι):K=r :etr(杓 ):K= よ-;:;-e -uK.;;;.l tu 
n 凡 JlR2 -.- r.. ydetKm 

(56) 

となる.この積分は普通ReKm> 0 (positive definite)のときにしか計算しないが，表示の複素回
転と積分路の複素回転を考え，前節の (3)の説明の所で、ゃったように計算するとう detKmlOであ

れば(ゾおE玄m の符号の不定性を除いて)成立していることに注意する.

変数の入れ換えを実現するためにヲこれとは別に行列Aを以下のように選ぶ.

10 1 0 01 10 0 -1 0 1 

11 0 0 01 10 0 0 -11 1: ~I う J=|!?AJ=JA，A2=Iぅ J2=-I
卜00011' 1100  01 

トo0 1 01 10 1 0 0 1 

ハ
Uno 



に注意してやると，(AJ)2= -1だから?

eAJ = cos t+(sin t)AJ， etJ = cos t+(sin t)J 

となる.したがって

etκ(A一Iη)J=ε

=c∞OS2 tI+(c∞os t sin t) (AJ -J) + (sin 2 t) A 

である.t=2とすると eき(AーI)J=A， ♂(AーI)J=Iとなる.A-Iは対称行列だからう eB(A-I)Jは

Sp(2)の元になる.これによる座標変換を

r SmU;}) Sb(O) 1 0 IIJ¥_ 0"  (lJ¥_ I cos2 0 sin20 I 
S(0)=J(A-m=|sJ(0) 勾 (0)|? 制)=幻(0)=l山 ~~~2 ~ J 

とする.複素回転でなく ，Sp(2， lR)の元で変数の入れ換えが実現できていることに注目したい.

そこで (56)式の表示から?座標をS(O)で回転させるとうその回転は生成元の変換公式より p表

示をS(O)KtS(0)に変えたのと同じであるから S(O)KtS(O)目順序表示を考えると (56)式より表示

の振幅に 1八/det((S(O)Kぢ(O))m)が現れるがヲ K=んとすると， O=5のところでは

げ制(ら(2)km弘 (3)=げ(制(ら(3))2

となるがヲ 0=0でdetSm(O)=l だからヲ連続につながるように計算すれは、/(det(Sm(~))2 = 
10 11 

白帆(~)とすべきであることがわかる ところが、相(Sm(~)=det I~ ~I =-1だから、結局

符号の逆転をあたえるのである.したがって?積分jド2JhdZldbは変数の番号が入れ換わると
符号が変わるのである.したがって?

ム(ら1)叫(ふ)=/"ポtUd6八d6
n ιJ]R2 

のようにぬ八d6を用いて書いたほうが良い.ム(れ1)*ム(れ2)は変数の順番が問題なのである.
積分を微分形式で考えることは多変数の微積分ではすでにやられていることだが，このことは 1

変数の微積分の公準から自然に得られたものではないことに注意する必要がある.

この説明は結局 (56)式が detKm#Oであれば成立していることを使っておりゾ否E玄mの多価

性を使って?符号が変化するように連続追跡できることを示したのである.

変数の入れ換えは論理的には不連続な移動でヲこの場合には積分は対称だと考えるのが自然な

のだろうがヲ時空内の連続的運動で考える(連続追跡の原理)と 3交代性を要求することが自然に

見えるというのである.

面積雪体積の概念は数学上の概念として広く認められてはいるが，それは実数の公理系とは独

立のものである.純粋数論の人はこれを認めなし、かもしれないが?幾何学者とはこの辺までは認め

る立場の人を指す.物理学者は?さらに時間とヲエネルギ一概念も容認、する立場の人である.

数学の中に面積とか体積の概念を通して向きという概念が入り微分形式で数学を書くというこ

とが何の違和感もなく受け入れられているのならば、それとまったく同列に因果関係を記述する

4
l
i
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道具としての数学が定着しておかしくないのである。歴史的に数学が因果関係にさわってこなかっ

たのは不思議なことではある。

そろそろ、私が何を言いたがっているのか察知した人もいると思うのでここでぶちまけてしま

うが、私の究極の目標は数学世界の中に時間の概念(因果関係)を持ち込むことなのである

7 2変数2次式の指数関数

これまでは主に 1変数で考えてきたが2変数、 Weyl代数にすると非可換性のためにこれまで

と全く違う現象が現れる。生成元仏U と交換関係、 [u，v]=一的でC上生成されたWeyl代数 W2
を考える。但し[u，V]=U*V-V*Uである.

10 -11 
これは積公式 (1)においてA=K+J，J= 1: ~~ Iとして考えるということである。 代数W2

11 0 1 
の代数的構造は上の交換関係だけできまっていることに注意してもらいたい。

以下では次のような記号をもちいる:

u*υ=υ*u-i瓦puu=1(似り+り*u)うり*u=ω+lt九 (57) 
2 

Hol(C2)正則関数全体のなす集合に任意の compact集合上でのuniformconvergence topology 

を入れたものとする。これは可算個のセミノルム系で、定義されるFrechetspaceである。

7.1 2変数の料指数関数のいくつかの性質

ゃ指数関数は多価性を持っていたし、積にも特異点が現れるので個別に考えるひつようがあっ

た。ここでは表示で多価性が現れないように、 K-jl~ 序表示を、 K が次のような行列の場合に限定

10κl 
して考えることにする :K=I

V '''1，κEC.これをル順序表示とよぶことにする。この表示では
|κ01' 

振幅部分に現れるJの中が2乗の形になり根号をはずして考えられのである。
κ=0，1，-1の場合?κー順序表示はそれぞれWeyl順序表示，正規11慎序表示、 反正規順序表示と

呼ばれている。 Intertwinersは(26)の特別な場合で

刀山I(fげf)=→(仰 2 (伊κI 一ω 'v)νf σ 

10κl 
となる。 Kが次のような場合も上と同様Jが現れない。 K=| l，hTεC，これを (κ，7)-11慎

κ 71 

序表示と呼ぶことにする。

7.1.1 *・指数関数 e:(z+会ω)

(58)式でft= h(ω)とするとう r;{(h(ω))もω の関数だとわかるから、ここでは話を簡単
10 11 

にするために ω の関数に限定して考える。義ω=uAlïu のように置く。 A=長 I~ :1. さらに
一一 11 01 

1これを言われでも接触構造を知っている微分幾何学者は何とも思わないだろうが、位相幾何学者は困るだろう

-82-



1 1-1 01 
α=-AJ=去I- ~ Iと置く.intertwiner 1:は次のようになる:

川 10 11 

1:' (get会ω)=9
1 
e亡ポた訂会問

1-t(κ1ーκ)

tーも2uv
この発展方程式を解くと、 eF はWeylJI頂序表示で

(59) 

~trlr2ω ・ 1 門会2ωtanht
山*・U - cosht'-'-- ヲ (60) 

となることが分かる (cf.[16]).さらに正規順序表示(cf.[14])では

:e;去2仰 :1= ee会(e2t_1)uv (61) 

のようになる0

4金山:κ=1~(式抗e去2uvtanh t)なので次が得られる:

...h長2ω・_______  2___ "'~，..，. I et-e
- 1 ')~.~.\ 

・κー (1ーκ)et+(l+κ)e-t
exp 
l(1ーκ)et+(l+ぉ)e-tiγl  

(κ，r)-JI頂序表示もすぐわかり:

et-e-t 212et-e-11 
:e*約九(吋)ご

A
exp ((一五一)T;ず+-----:K一夜2ω)，ム=(et+e-

t)一κ(et-eーっ

となる。一般の順序表示は1/V-を含んでいて少し面倒である。

(1一κ)et+(l+κ)e-t=Oとなるところが特異点だが、これはe2t=告?である。従って:e;去2ω:(吋)
tム2uv

は 2t=log出+21l"iZ が特異点だが、バ=土 1 の所では :e~ili--V:(土1 ， r) は整関数 w川• tとなる。

((反)正規順序表示が特別扱いされていた理由が少し分かる。)

一般には次のようになる:

(62) 

(63) 

Lemma 10κEC-{お>l}U{おく-1}ならば， (κ， r)-JI庚序表

示:品会ω:(吋)は tE1Rに関して実解析的でかつ急減少で

ある。

公式(63)は次のような極めて奇妙なことを述べているのである:

Proposition 7κ#0， zECとする.すると任意の (κ，r)司順序表示において:sin*π(z+会ω):(町)
は (z ， ω) について正則であり。さらに ZEZ+~ のところでは O となる。

証明 (63)式より :eア会2m:(κ，r)=ー1である.これより :d4zt2W:(κ;r)+l=O.である。ところで

ef
例会仰はWeylJI慎序表示 (thecase ~=O) では (60) により発散するが，他の順序表示は存在し，
e.g. 

唱・ 1.... 
π~i吉 uv _.:_-ft2UV 一π~i吉 uv τも2uv
:e*一 :1=犯 ui. 丸

一一
:1= - ~e ifi. 

となる。 これより

以巾旬*(け2uv+1ば rlruv+e;州旬=2∞s*(十υ)
指数法則を使えば望みの結果が得られる。

これが奇妙に見えるのは次のようなことも出てしまうからである:

口

円
ベ

U
n
む



Lemma 11ト積の計算でsin*7r(z+th，uv)*!(ω)がz=tを含むある領域で定義できているなら
ばp sin*7r(t+表ω)*!(uり=0である。

これらのことは、あたかも去り叫=t十れuは整数Zの中だけを動く不定元であるかのごとく
に振舞うといっているのである。

この描像は去り叫を単振動を表す演算子と，思ってしまえば何も不思議はないのだが、作用素表

現を作る以前に代数の中だけから現れていて、しかも Nではなく zが現れていることが奇妙に見
えるのである。

しかし、よく考えてみると、こういうことがあるからこそ、量子論は微積分学と両立できるの

である。つまり、このようなことは、量子論を受け入れるための数学側の芽なのである。これが

無かったら量子論は微積分とは相容れないものになったであろう。

しかし、次のことにも注意しておかねばならない:

Remark 1 *ー積dztuu*f(u，u)を定義するしかたとして次の二つが考えられる(これらは等価で
はない):一つは微分方程式

d _ 1 
~. ft =:: uV*!t， 
dt"~ i1i 

fo=f(u， v)， 

の実解析的解として定義するもの(解があればの話だが)、もう一つは

e;走ω *!(u，v)= lim e=走ω *!n(u，v)， 
n-+oo 

正!(叫υ)=lim fn(u， v). 

のように極限を使って定義するものである。この二つの定義は、一般には左からの積dztuu*が
Hol(C2)から自身への連続線形写像ではないので、同じ結果を与えないから注意しておかねばな

らない。

1.2 元の評価

表示を見れば定義できているところでは各zに対して :e;会ω:κ巴ゐ+(C2)であることはわか

るし、 (62)式より κεC一{κ>l}U{κく-1}うならば:斗bu:κ はtに関して急減少であることも分

かる。

この節ではまず鴨川順序表示でf二e少VEE2+(C2)であることを示すo
Weyl順序表示では。ω はJW:o=→Te(t叫き)走2uvであるから

cosn互

:上九
において coss= tanh~ ， -2 sin sds= sin2 sdt，とすれば上の積分は

2 ' 

2 t e(co，，)抑制炉ιe(COSs)同 s
のように変換される。 Hansen-Besselの公式を使うと

:に什dt:0=ゾト(;ω)ぅ
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である。但し Joは固有値OのBessel関数である。

さらにg(8)= e(COS8)会仰はら+(([2)内の連続曲線なのでそのコンパクト領域での積分も同じ
空間 E2+(([2)に入る.

In七加er吋twi加ne町r1oκはεら2+(侭([2)上の連続写像ではないがこの場合の被積分関数には連続に働くから
そのコンパクト領域で、の積分にも連続に働き :JんEνe;汐去炉匂仰戊枇:κ=J::π:沼eぷd卯(い何c∞o白ωS8付 2仰dゐ8:/'i;κとなる。

:e( COS 8)去2仰.
-κ 

2 eCOS 81  1 _、
白cp し1-~)ecos8+(1+~) iγω) ， 

だから次が分かる:

Proposition 8ぽ C一{ゅl}U{κく-1}であれば積分:J二e許ωdt:κのκー順序表示がら+(([2) 
に含まれている。

おまけに、部分積分で、左辺が定義できているかぎり藷f二Jt岩山eiOdt=Oである。
これは 1変数の場合と同様積分路の複素回転があるていど許されていることを示している。

この積分で定義される元を *-delta関数と呼ぶ:

にrjけ旬dtd*(jm)
coss=tanh ~と置くと t=log 性器三だから次もわかる:

Lemma 12 f(t)を[-1f，0]上でf(1og告去三)が連続となるような連続関数fたとえば f(t)=eーっ
とすればj二f(t)e:合間dtはκE([一{κ>l}U{κく-1}であるお順序表示で、仏(([2)の元である。

これより特に:Jドe-ate;去仰dt:κ?α>0および:jEeF-de;ztutJdt:κ もら+(([2)の元であることが
分かる。第2の積分を

AA 
とかいておく o

V*匂=ω+ドhだからヲ (63)より次のlimitも存在している:

1・ t~2v州 1 1÷支(2uv+苦言句2)JE:ef :(町)=亡ず荷
市・ t~2u*v. 1 ρ--/r; 111< (2ω-d言句2)
JTP∞:e* ・(町)-EY 目. (65) 

1・ tム2v*匂
~m__ :e:i1i-

V

.-:(κ，r)=O， 
t→-∞ 

1・ tム2匂判i!?_ :e:i1i--'
v

:(κ，r)=O 
tー70。

これらを次のように置く:

会加判 会2u判
Gフ00=11m e〆'Woo=，11m e*山

t~ーαコ t~o。

これらを真空と呼ぶことにするが、これらのものが作用素表現を作る前に現れていること、およ

び2種類のものが現れていることに注目してもらいたい。これらのことは確かに作用素表現され

たところで考えれば皆自然なことである。つまり、量子論が作用素表現を作って成功したのは、

Weyl代数の中にすでにこういうものが含まれていたからである。

-hu 

n
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指数法則と連続性を使うと次がわかる

旬。0*0な'00=∞00，Woo*OWoo=江700・

しかし次のことは作用素表現では言及されない:

Theorem 4積卸oO*OWooどんな順序表示でも発散する。

2種類の真空を同時に使うと発散がおこるから、どちらか一方を選ぶべきであるがどのようにし

て選ぶのかははっきりしない。これは量子論では真空表現と呼んで真空を選ぶことに対応するが、

真空にあたるものは群Sp(l)で座標変換して考えれば無数に現れる。

真空が極限 (65)として与えられたので

U*り*旬。0=0=τVOO*U*V.

も分かるのだが bumpingidentity v*!(u*υ)=!(V*u)*りを使うと次もわかる:

Lemma 13υ*旬00=0=旬。0*仏

証明仰の連続性より V*limt→一∞e;担ω=limt→一∞U*e:走2u判としてよいが、実解析解の一意

性からすぐにわかる bumpingidentityを使うと (65)を使ってlimt→一∞斗会2v*包刈=0がわかる。

口

物理理論としての量子論は作用素表現されていることを条件にして成立しているのだが、(拡張

された)Weyl代数は量子論に変貌すべき(互いに背反する)二つの芽をすでに含んでいるのである。

作用素表現がついている所では結合律が成立するのは当然と思われるが、われわれの系では結

合律は自明なものではない。

Lemma9が結合律が成り立っかを調べるときに使われる最も原始的なもので、あったが、一般に

はgが多項式で、あっても (!*g)*h=!*(g*h)は成立しないので用心しなければならない。

Example 1 Lemma 10よりうがりは二つの逆元

(ト)~1=[∞Fdt，(が)プ寸∞伊改
をHol(CC2)の中に持っている.これより結合律の破れ

(J-11)1-11-1/J  J c:ω)~1*(一ω)) *(一ω)=1 i= (一ω)+1*((ァ)*(ア V)二)ili'-"VJ r"'ili'-"vJ- i 'ili'-"L'J+ ¥Z凡 ili

がおこる。さらに(会ω)+1*(ftUV)プは(当然)どんな表示でも発散する。

以下では次のような記号を用いる:

1 ， ，1 ， 1 ，1 
ム(一ω)=(一ω)工1一(去ω)二
厄 ili 十 z凡

(66) 

一般的には結合律の破れる現象が起こるのだが，次のような場合には結合律が成立しているこ

とがわかる:全ての項が積公式(1)において伐の formalpower seriesとして計算できるならば，

結合律は成立する (cf.[14]for detail).この事実を少し注意深く用いると次のことがわかる:
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Lemma 14旬oo*(uP*旬。0)=0，αηd(∞00*ポ)*σ00=0.

証明仰に関する形式的幕級数に展開してやれば結合律がわかり?さらにbumpingidentityを使

うと次もわかる:

(".P"，，，tu*V¥ー (""su*V"，，，.P¥，，，，，，，tu*v _".P"，，，，，(s+t)u判 +ilipse**(u*e*)-(e**uP)*e;u=u*e* 

右辺は s，tに関して連続.特に，

lim eア判*(uP*eア判)=eア判*Jim(uP*eア判)
tー~a t-→α 

これより bumpingidentityを使って

e!u*V *( uP* lim e:u*V)=eア円 limuP*e:u判 lim uP*e~s+伽判+均s
T 、 tー+ーαコー+ーαコ t-l-ーα2

1・ (s+t)制'v+ilips_".P n ilips =u....* 11m e，;. . =u....e.......-*τ4:700・
t→-∞ 

従って次がわかる:

。フ00*(匂P*旬00)=lim e!去u判*Clim uP*e!去匂判)=lim uPePs*旬00=0
、 sーt-oo 、tー+-00 sー+一00

同様に(旬00抑 P)*旬。0=0もわかる.

Lemma 15任意の f(uグ)=乞向jUi*りjに対してP

旬。o*(f(u，り)*旬。o)=f(O，O)旬。0=(旬oo*f(u，り))*旬00・

結果としてp多項式p(u，v)をはさむ次の積の計算に結合律が成立する旬00叩(u，v)*旬00・

同じような計算で次の結合律も示せる:

(旬00判 q)*(uP*旬OO)=dp，qp!(in)P=∞00*(vq*uP*旬。0)=(旬00抑 q*uP)*旬00・

次の式

旬oo*vq*uP*旬。O=dp，qp!(in)P，

を使って次がわかる:

Proposition 9 1. .~.~'__L_ uP*旬 00初 q は(p，q)ー行列要素である。、jp!q!(仇 )p+q

Remark 1で述べたように?dztω*f(匂ヲり)は2とうりに定義されるが?どちらからも

zキω _1... 
e*山村voo=e2-*旬。。

が得られる.

(67) 

一方では?次のようなことも起こる:告;仰*ム(*u旬)=0だから?長五=会ω*点の実解析解として

はe;bud*(かり)=ム(れりとしなければならない.しかし3次のような計算

I'N ‘ 1'1V 
lim e;古uu*j e;古uvds=liml ey+s)吉山
N→∞ J-N N→∞J-N 
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をすると:
(a十iy)kuv....r，1 ・ e-.，.71 _ ，1 

v *d*( ~uv)=e::町 v*d*( ~uv). (68) 
凡 厄

のようになる.これより (67)式は Zについて正則だがヲ (68)式は単に連続うつまり ，z=x+旬に

ついては実解析的でなくなっている.このような状況では， *-積をどのように定義したかを常に明

示する必要がある.

8 逆元とその解析接続

1変数のときと同様に (60)式から次の二つの積分が収束していることが分かる:

r-O 噌 rO 具tz τ

I etze~i古F伊肝伊言下ド刊刊u山ωιμ山v臼仇dt:仇t土t:O泊O戸= I 二-，-eが訪Z吉1i2u削L“川t
λ∞ jλ一∞ C∞08ぬhtt 

(69) 

(00 ..._ t.-A-1/.1J _ (00 ettz 1 t}......__t.. 
etzeアuudt:o=-l 一一一戸2uvtanh玄tdt，Rezくー
ん ん cosh!t 

(69)も(70)も什会ω の逆元を与えている。すこし面倒な計算だがこれはκεC一{κ>l}U{κく-1}

をみたすう任意の (κ，r)表示に関して逆元になっていることも確かめられる。

これらをい+会ω)ニヲ (z+会ω)二:と書くことにする.

(70) 

次のことはこの二つの逆元の差は佐藤超関数のようにも見えるといっている:

Proposition 10 -!く Rezくtならばp二つの逆元の差は
1 ....¥-1 r∞ t(z+会ω)

(z+τω)式-(z+一ω)*=l e* 而 dt.
-r'" ，... i民-'" .1-∞ (71) 

これのい，r)-II慎序表示はこの帯領域上で正則である.

右辺をもっと精密に見ておこう.-tくRez::; 0においてはう変数変換tanh! t= cos sで(71)式
の右辺は

2l
K

(昌子(cos8)会川
となり， 0三Rezくjにおいては -coss=tanhト2sin sds = sin 2 sdt，と置くと (71)式の右辺は次
のように変わる:

2 f(昌三)十
これより Lemma 12を使ってfごce;(z+伊 )dtはHol(C2)に属することがわかる

一方?積分の変数変換で

(( -z)+が)二*=一100e;;'('ーおり)俳-Le片山)dt
だから、

(zート)二*-十:;:)+たり)二: (72) 

0
0
 

0
0
 



であり、これは(什去ω)式の正則域と同じ領域Rez〉-tで正則である。
これらの結果は'V'ley 1 Jlm序表示で、述べられており、証明もそこで、行ったがκEC一{κ>l}U{κくー1}

の場合には:ヰ去仰:κ はtにつき急減少だから、同じ計算で次がわかる:

Proposition 11 Rez > -~なる任意の z で二つの逆元 (z+会仰)iy および (z一会ω)二:は
κεC-{κ>1} U {κ<-1}なるお-JI頂序表示で、定義される。

しかし (z十会ω)式*(-z一会問)二:はどんな順序表示でも発散する。
しかし?普通のレゾノレペント公式で:

Proposition 12 11 z+切手五0，then 

る((寸ω)+!+(づω)斗
は (z+会山)*(ω一会ω) の逆元であることがわかる.特lこ，任意の整数 η と Rez> ー (η+~) なる

zについて
1，. 1. 1 ，， 1 • 1. 1 
2~ ((1+石(z+高ω))ヰ+(1一五(什高ω))ご)

はκεC-{κ>l}U{おくー1}なる κー順序表示で、 1一会(z+去仰);の逆元を与える.

8.1 逆元の解析接続

この節では κの領域は常にκEC一{κ>l}U{κくー1}とする.(z士会ω)忌は領域Rez〉-tで正
則だったが，逆元だからどんな C#O に対してもい士会仰)~!=C(C(z土ftuu))z: が成立すると当

然期待される.これは実際 C=eiθ とおいて 9 での微分げ J~∞ e;内(z土が旬)必を計算すると:
(κヲア)ー順序表示では位相の部分はtについて有界であり， amplitudeの部分は

2ei9tz 
，κ#1. 

となるから，まず積分がRee9(z士さ)> 0のもとで収束していることがわかり，部分積分で9での
微分が消えることがわかる.

これより (z士会仰)忌は領域 C一{一∞くtく-~}で正則であることがわかる。
次に bumpingidentityを考えれば(仰)刈=似(ω-in)から Uの逆元があるようなところでは、

次のような関数等式が期待できる

ザ*(づω山叫ーサω)13。(zーが山吋+寸ω)二:
解析接続はこのような関数等式を使って行うのである。ここではりー1の代わりに左逆元がを使っ

て証明を示す。

まず?公式 (60)は逆元

川二!=- i~ 10∞什旬dt，MiすL什匂必
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を与えることに注意する.これらは肌Uの左/右逆元をあたえる:

り。=u*(v*u)+;う u・=v*(似 v)二:，

これらは次の式から容易にわかる

υ*vO=l， VO*υ=1一切00， u*u.=l， u.*u=l-woo. 

Bumping identityより

似仰(μz
1 1 

もわかる.Bumping identityを繰り返し使って次の有用な公式を得る:

1 ， 1 
(uキ(似u)+;)η*woo=沼(iIiU)n*旬00・ (73) 

v-1の代わりにがを使ってう逆元の解析接続は、*ー積の連続性に注意しながら次の計算で与え

られる:

川十υ)z:=u*ιeι:(去炉伊付山包ω吋吋U叶吋+吋i幻叫)切d

=u*ιλι(
山 )*e!日

= looi~ e九*e~t+s) 会UVdtds

=LLett
村 z一川

これより両辺が定義できているという条件で次の式がわかる:

川十山

=ι
川許什判VvUvdt*Le;(z-HUU)ds

=(1一切00)や一1+計)ヰ

さらにヲ (z-l+去ω)ヰが定義できてさえいれば

切削z-l+計)ヰ=(z-j)-1町 0，

が定義されることに注意して次がわかる:

(山(サω山 υー(z-j)一切00= (z-l+計)二 (74) 

ところでう (z-t)-1旬。。は独立に定義できるものであるから， (74)式が解析接続の公式をあたえる

のである:

Theorem 5逆元 (z+会ω)式，(z-~uv)二:は C一{一(N+!)} 上で z の正則関数である.特に
(Z2ー(~UV)2)誌は上の領域で正則な関数として与えられる.
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([12]， [14]も参照)

この公式はちょっと奇妙に見える.というのはz+去ω はz=n+kで消えていないでい+去仰)式

はその場所z=n+tでsingularとなっているのにzrj一(N+k)ではい+会ω)*(z+去ω)式=1な
ので，特異点と言ってもすべて除ける特異点になっているのである.

正則関数ばかり考えているのではなし1から，この特異点を除くわけにはし、かない.

次の計算に注意する:

L吋仰)*e!(Z+会UV)at=LふZ 〉-t
z=-l-' 一一2 

f∞(z一司会匂似け刈=(4L Z〉?
11一切00 Z=-~ 

これらの公式を参考にしてバー積を次のように拡張する:For every p( uパY)orp(U3U)=dztw? 

p(い )*(z土ふり五=Jim p(U， v) * (O e!(Z士伊)dt 
凡占 N→∞ J-N 

(75) 

公式 (73)を使って次がわかる:

Theorem 6積の定義として定義式 (75)を使うと

(z+主ω)*(z+ふり)エトJ 一 一 1 zrj一(Nサ)
-r'F ll-者(会匂)η*切削vn z=ー(η+k)

(zーらゆ(z-iω)二:=J -
ili --I ，<- ili い一会(去り)η*百uo*un

zrj-(N+ま)
z=ー(n+k)

、、l
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(76) 

といった公式も与えている。

次のことにも注意:

1 _Il. 1" 1 
(♂ー (i~UV )2)* 2: ((z+夜間)+;+(z一言ω)二!)

{1一吋吋(れ)k*
zrj-(N+k) 

z=一(k+n+k).

作用素表現を決めて話をしてしまえば、どちらの逆元を採用すべきかは表現のほうがきめてくれ

る。では、作用素表現を決めてしまえばよいではないかと考えるのはもっともだが、その選び方

が沢山ある。勝手に選ぶというのも無責任な話ではある.拡張された Weyl代数は作用素表現さ

れる以前の量子論をすべて含んでいるように思えるのである.

となると、物理としての量子論と数学としての拡張されたWeyl代はいったい何が違うのだろ

うか? 数学と物理の根本的違いは時間の扱い方である。

4
tム
ハ
同
U



問題意識はこうである:数学が面積とか体積の概念を(定義という形で取り込んで)数学の 1分

野と認め、確率概念を測度論の公理から導いて数学の 1分野と認めたように、時間とそれの正準

共役であるエネルギ一概念を定義して、これを数学の l分野として組み込めないものだろうか?

この問題意識をはっきり掲げることが今(数理物理を迷走させないために)、最も大切なことだ

と私は思っている。

9 無限積公式

古典的無限積の公式山口=7rXI1~=1 (1一手).を思い出して、これを次のように書き換えよう:

立斗)すfχ[一π叶(t)ettmdt=JUt吋勾)J(t)eita 

但しχトπ，π1(t)は区間卜Rπ]の特性関数である。これより、超関数の位相で

刈一川(t)=2i}i~_ ]1 (1+会伽(t)
~oo .L晶 ι一

がわかる。

κεc-{κ>l}U{κく-1}，かっ κ鮮Aなる κー順序表示で、考えるが、計算は正規順序表示から in-

tertwinerを経由して行う:

fχ[一π 叶 (t):e~t吋ω\"dt=Iχ[ーππ1(t)eit 
トRπ]でψ=1となる cutoff関数ψ(t)(compact support)を使って，

fχ[-mrlM吋川叫!記。I白吋将州
これより部分積分で

!!U6(t)白(サ37州
これよりル順序表示で、次がわかる:

f χ[-11"，11"j(t 吋 LtJ)dt=A11(ト会吋UV)2)*
叫州的Z叶+よω)片=州昨Z叶+主ω)μ本fムんχ刻[ト川一

b“n 'ln 

に注意してう Hol(C2)で次の無限積の公式を得る:

1 官~，. 1， 1 
sin* 7r(z+τω)=1中+一ω)*lim * 11 (1-7~，) (z+ .':ω)~)ゃ的 n→∞.1..1.，- k2 ，-. i厄

特に? 次もわかる
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Proposition 13κ鮮IRかつκEC-{κ>l}U{κ<ー1}，なる κー順序表示で、

よr ，_ 1， 1 内

sin* 7r(什_':uV)=7r(z+ __ : uv)* lim 11 *(1ーーす(什ーωy:).ili ---/ n→∞~ ~ ， - k2' -. i li 

である。特にこれは ZEZ+~ で O である。

この公式は、あとで証明するが、一応

sIn* 7r(サω)=

12『 1t(z+去ω)12『 11
π(z+ __ : uv)*)im 11 *(1一一(z+一ω))*e:V'<'iKUoVJ*11 *(1+一(z+.:uv))*e:;: z凡 h→∞.1.1 ，- k ，--. ili --// -~ .1.1 ，-. k ，--. ili 

のように分解して書いてみることができる。ここで逆元の作られ方、二種類の逆元があったこと

をを思い出してもらいたい。どの位逆元がかけられるであろうか? 無論、無制限に逆元がかけ

られたら 0=1という矛盾につきあたるから、どこかで止まらねばならない。

310節で?トgamma関数が逆元の種類に応じて2種類作れることをしめし、その無限積の公式

を与えるが、その前に次のことも考えておこう。

9.1 (1+去(z+会ω))二との積
まず積(什去ω)ヰ*sin*π(z+去ω)を二通りの方法で考えよう。一つ目は無限積を使って次の
ように考える:

1 1 噌 1， 1 よr.. 1， 1¥  
(z+石ω);土*sin*π(z+一ω)=lim (z+一ω);土*((z+一ω)*11 *(1一一(z十一ω)4)) (78) ili---/ n→∞ ili ¥ili--/-.l.l-'- k2'-'ili ノ

(z+会ω)*nn *(1一会(z+去ω)2)は多項式の積だから Lemma9を使うと
1 会 1， 1 

(z+が)ヰ*仇 (79) 

二つ目は

(z+主ω)山肌π(z+土咋 !im (O乙(吋ω)* sin* 7r(サω)
ヱ ili---/ N→∞J-N (80) 

とする。これは積分をまとめて
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のようにも書かれる。上の積分に-ifπeit(z+会問)dtの部分を加えると、領域

D={ zECi Re z<Oヲーπ<Imzくπ}

の境界に沿った時計まわりの一周積分となる

ηべ
U
ハ汐



寸斗ご 1ラ

Lemma 1647tuu:κは領域DU(-D)内に高々

1個の特異点しか持たない.もしFκが命題13

と同じ条件でさらにReκ>0のときのには，D内

に特異点は無い.

証明 :e;ztuu:κ
(1ーκ)ぷ山)パ叫οーκ):むこ)パ会ω だから特異点は

一三 κ+1 
(1-κ)e玄+(1+κ)e2=03 eZ=z=I，κ#土l

であたえられる. だから z=logtt+2πni. 従って?特異点が Dの境界上にあるのは， κε

[-l，O]UlRiの場合だけでありう特栴枇にこ ReKκゆω〉刈0な机らば附|出剖1>1げで特糊異
実部を持つから Dの内部には特異点は無い.

Proposition 14 Reκ>0 かっ κ~C一{κく-1} なる κ-11慎序表示で、次が成立F

for伊)*叫 π(z+土ω)=~ (πeit(吋 ω)dt
→∞J -N  -~ ----~ --，--. i厄 2J-π 

(77) 式より p この積分は (79) と同じ結果 rr~*(1一告(叶去ω)2)を与える.

Proposition 15 Reκ>0 かっ κ~C一{κくー1} なるル順序表示でF 積sin*π(z+会ω)*(z+会ω)ヰ

は z に関して整関数である.つまり (z+会ω)ヰのー(N+~) における全ての特異性は公式 (76) よ
り消える.

Remark 2 ReκくO だと κ~Cー{κく-1} でも D は特異点を含むので Lemma 14の一周積分に留

数が現れる.このとき (80)のル表示は

~ ( π ei♂4伐伽t
-，，-一-1πr 

とe;(z+ztuu)のD内の特異点の留数の和となる.このことから伶順序表示においても連続性が一

般には保たれないことがわかる.この留数は最後の節で計算する.

10 Star gamma関数

普通のr-関数うか関数は

r(z)= 10
00 

e-'tZ刈 B(x，y)={ t'-l(l寸 1dt

と定義されるから t= eS と置き換えて

r(z) =にげZ仇山)=[∞esa(1-eS)Y-1ds
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これを参考にしてstargamma関数 st訂 beta関数を Z をz土器で置き換えることで定義する:

九(z士号)=に〆ぷ(z士官)酌

広(はすν)= iOoo e:('土持)日
(81) 

これらのWey1-順序表示は

r∞ _eT+汁
:九(z士写):0= / --e ~， 1 e土計vtanh!TdT・

ム∞ cosh~T 

{O (1-eT)Y-1ez 土ト仰: B*(z土TJ):o=jeム tanh!TdT 
人∞ coshtァ

だから?κー順序表示はintertwinerIoを使って求められる.たとえば

rlV'-ET十 Z7・
uu . j e Iκ 土長uvtanけT

: r*(z士官:.).κ= ，，， !!p1， --I ーで~Iô(e
川 N，N'→∞ J-Ncosh ~T 

(82) 

右辺は κに関する澗密開領域 (cf.命題 13)で収束する.

Proposition 16任意のωεCPRez〉 -jなる任意の zECに対して (82)式の右辺は収束す
る.これは z に関してこの領域で正則であるがy 凡(-~土管)は singulαT で、ある.

10.1 r*(z士芳)の解析接続

普通の gamma関数の場合と同様，部分積分で次の公式がわかる:

r補(什1士す)=(z士号)叫(z土す)

積分記号下での結合律と連続性に注意して得られる

(83) 

uv 咽

F*(z土τ)=(z土ー)日*F*(z+1土τ)ヲ加工

を使って次が分かる:

Proposition 17 F* (z士官)はzεC-{ -(N+~)}. 上の正則関数に拡張される。

e;(Z士官)*旬。o=(z 土 ~)-1旬00，であることに注意しすると?これらのト関数について次のような
注目すべき公式を得る:

F*(z 土手)*woo 三 F~_(N e一九r(z士官;dT問。0=F(z 土 ~)woo
n，'/" N→∞ J-N 

B*(z土21u)町 00三 lim /N  d(Z土計)(1_eT)Y-l dT町 00= B(z士ね)旬。。
/1，1.' -. N→∞ J-N 

(84) 

F
h
u
 
nu 



10.2 無限積公式

上の記号をそのまま使って

ム(→1)= i~ e:(Z叩 drニ(ヴ);JPRU〉-;
的ーす1)= i~ e;(z一昔)dT=(zーま);!?Rezづ

次のように計算する

r*(z士宮川=fl2 e:叶
変数変換を

ア=t+S， eCT = et(l-eS)， where-∞<t<∞∞く SくO.

(85) 

(86) 

とし，e7+eσ=  etに注意するとうこれはAxlli.ーと A2の間の微分間相をあたえることがわかる.
Jacobianはdrdσ=市 dtdsで与えられる.これより次のようなγー関数とか関数の基本的関係
を得る:

部分積分で

ιω山(μ凶Z仕土守叩安勧)州F円内刷(ωωUω)=ι ι eι;(什山~一z止吋土埼瑚判叫野和~ne弘ヤe一~叫;ジナ円円(い凶吋z壮叶叩土埼瑚管和)(l-eS)Y 

=r*ι(ωy+付Z土安)*B*(z土Z，u)
11.引 uv

(z 土芸)*B*(z 土:~，y+1) = yB*(l+z土τ ，y+1).
厄t'

を得る.これを示すにはう

および

に注意する.

a 7(辻野) ω γ(z土ヰ a__e1'" _7 _-e 
dre~ 百 =(z土石川* 会e-= -e" e ヲ

lim e-e1'" +Z7円 =0 おr RM〉-i
T→土∞

B*(z土器，y+1)= B*(z士号??U)-B(1+z土管，y)なので?次の関数関係式

y+z土器
B*(z土τ，y)= a . --- nz *B*(z土τ，y+1)
m y m 

が得られるからー (88)式を繰り返し使って次を得る:

一(y+z土器)*(y+l+z土器)
B*(z土口y)ー *B*(z土-;;;，y+2). 

y(y+1) 

次のような記号を用いる:

{α}n =α(α+1)・・・(α+n-1)，{A}州 =A*(A+l)*・・・*(A+n-l).
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これを使って
一{y+z土器}*n

B*(z土 τJ)-d*(z土 τ ，y+η)， 
{ν}η 

同様ヲ部分積分で次の公式も得られる:

九(l+z 土:~) = (z 士一)げ~(z 士 τ)? for Rez〉-1.UV. _，  uv 
lii / -~ ，--lii 

(90)式を繰り返し使って次がわかる:

r*(η+l+z土す)= r*(z士荒川z士官}*n

Lemma 17 B*(z土 271η十1)=η! 日~=O*(k+z士官).1/

(89) 

(90) 

(91) 

証明右辺は 7てす三官「と書いて良いであろう，n=Oの場合は (86)，(85)式である.η で正しい
i. Z五五iJ~‘π+1

としよう，n+1の場合を考えると

/ UU 1-fO T(z士官)" _T η! η! 
B*(z士一?η+2)= I ι (l-eT) (l-eT)ηdr一 一
¥;... -'-lii' I U I ... /一人∞ {z士官};tL1 {1+z土器};tL1

これより
(η+1)! 

B*(z土石??"+2)= (士)

… {z士号7}m+2
を得る。 口

この節で *-gamma関数の無限積公式を与える。まず Lemma17より

lo d(Z土計)(1 -eT)ndr = η!同 ? 恥 Z〉-;
{z士官}m+1

がわかり、左辺で f をtr'で置き換え(i.e.ァ=r' -logn)て、 efop)(z士官)を両辺にかけると?

r10gn ~T'(Z士山 )1.. 1 _ T' η._(logn)(z士官)l hht(1--e7・)ndr'= 
J-∞ η {z士官};tL1 * 

(92) 

となる。

Lemma 18 n--)>∞とすると，WeylJII頁序表示でjfLe;(Z士官)e-Jd71はHol(C)の中に収束する.

証明明らかに limn→∞ (l_~eT')n=e-e -r はザの関数として広義一様収束する， Weyl順序表示

では容易に
r10g n r 

l- j J(z士官)e-e-r' dr'= / ザ(z土計)e-e-r' d 1m I e* ..， e -ar = I e*α  
nーート00 I 

d一00 J-OO 

はHol(C2)の元となる.したがって

lim flognef(Z土計)(e-J-(1-1r')π)dr'=O
nー-t00J-oo 

がHol(C2)で存在することを示せば十分である.これは Wey1順序表示では容易で， intertwiner 

を経由して望みの結果が得られる. 口
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式(92)の右辺は次と等しい:

dogn一向 RM〉-j

左辺は収束して limn→∞
dognー(1+廿サ))(z土管)=d(z土器)は明らかだろう.但しγはEuler

定数である.*ー積e;皆*の連続性より

見白*((l+i(z土空))二*ef(Z埼))
k=1
¥ k 
，.--
ni 11 *:t 

-~ 
J 

の空間Hol(C2)内での収束がわかる.

これより、無限積公式がHol(C2)の中で収束していることがわかる。

的土安)= e;'Y
(z土計)や士宮寸ベ(1+学)二f)

両辺にI1;;=1(l+t(z土管))e;t(z土器)をかけて

(93) 

J!まoa((1+弓笠);;ぷ学)=1
k=N 

がHol(C2)の中で成立していることがわかる.

n1ぅ・・・ぅnN を正整数の有限集合とし，N'=N -{n1"" 川N}とする.

Proposition 18任意の正整数n1，'" ，nN に対して積

d J : -士怖がv) ウ(1+ー(z+-::ω))e*ni' . tn" '*r*(z+¥) 

は welldefined で、ある.これは日*(l+t(z+会ω));~e;t(Z+走ω) が収束していることも表す.
N' 

11 sIn*π(z+会ω)との積
この節で、積血*(z+会ω)*乙(z+会ω)がzに関する整関数として定義できることを示す。こ
れはEulerの児島ctionformulaを思い出せば 1 にあ?るものが定義されたと思って

九(1-z一吉ω)) ー

もよいだろう。

この場合，*ー積は積分

2i何山i泊n*1rπ叫(z叶+主ιuゆr*(μZ什+1uωυり)= lHim /ffTγいedぷ♂:ア4叫(いZ+去ω)一e*アプπ而巾i
t昆 T，T'→∞J-T

で定義する。積の定義をご都合主義的に色々使っていると思うかもしれないが、これは超関数論

ではあたりまえのことでヲうまく定義できるものを選んで計算する.しかしその場その場で変えた

りしてはいけない.

nRu 
nuυ 



- I ∞ ~_eT (内 (r+rri)(z+管) ~(r一副)(z+芳)\ι
… - • ¥....* ....* ，'-"， 

o!-C幻

κー順序表示で、計算する.

_ r∞+m  n-eーにr(z+ 管)，1~ r∞-mn-eT+MAT(z+管)，1_
....*凶....*

J-∞+lI"i J-∞-1l・4

e-e←1ri =e-eT+1riであるから?これは積分

p∞+lI"i roc-lI"i ，--. --/ --)eeT e巾+紫)
，.... ....* 

o!-∞+lI"i J一∞ーlI"t

で与えられる.一見すると一周積分だが?これは一周積分ではないことに注意しておく.これらは

Cの調密開集合内の κを使ったル表示で、で、定義される.

次のことが大切である:

κεC一{ぉ>l}U{κくー1}なる κー順序表示で、

sin*(サω同 (z十計)
Theorem 7 Re κ>0， 

は z の整関数として定義でき F しかも ZEN+~ の所で消える.

(94) 

さらに (76)式を使って

-(1111ι『 1-lh
*l-n一一+一ω)*凡(-n一一+一ω)=1一):ーc:u) 
2 仇 24h t:飢仇

これより無限積公式

討n*叶此Y川十

もわかる。

これ

を得る。

sin*(z+会仰)*凡(z+会ω)は去(1一(z+去ω))のように思うことができるだろうから、
を主(1一(z+会ω))の定義式として採用しておくと

主(1一(サω))Iz寸 =0
となる。これはほ+会ω))はN={lヲ2ヲ3，'"}を動く不定元と思えるという描像をあたえるが、話
はもう一つの逆元を使っても同様にで、きるから(わ会ω))は-Nを動く不定元であるという描像
をもあたえる.どちらと思ってもよいがz全体を動く不定元と思うことはできないと言っている
のである.

離散描像を支持するもうひとつの公式

会ω の離散描像を(証明ではないが)支持するもう一つの公式をあたえておこう。 Hankelの公

ハ同
u
n叫
U
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式という gamma関数の逆数を直接与える公式がある

1 1 r '" 一一=n~_' I ett-Sdt， (cf.[19] p.244) 
r(s) 27ri Jc 

但し積分路Cはまずー∞から -0までとりそれから半径
5の円を正の向きに回り?さらに -0から一∞へ帰るもの

とする.

上で示した離散描像を別の角度から支持するものとして次の式を示す:fcettjzuv

t = er+7Tiと置けばこの積分が次のようになることはすぐわかる

だから積分

(O _tJ--(告ω)JJ-_ 1∞ γ+11"' jr+πi)(l一会ω)I e 九百 dt= I ee ，... e~ 
J-CXコ J-O(コ

= r∞ eeT+1I"i eT十別 、eかり叫(巾i)dr・
.1-∞ cosh(ァ+πi)

LtfJ(かり)dt=1∞〆ムーかりtanh(r)" 
ν-- .1-∞ cosh(r) ー

は存在しう Cの部分の積分は消える.そこでt= er eieと置き?固定した実数 Tくく Oで考えれる

:ん(z+竺):0=土 (2πe山 i6+(出九J(T十却)(z+会ω)d()・
取 2πん

これは次のようになる:

r27T "，r+ie 
土 peTe'lIρ-z(r+iθ) じ ρ会ωtanh(r+ie)"ρ 
2πん cosh(r+iB) ~… 

だから
1 ， 1 r2π i6 ・ 2A(什ーω)=-j tee-z(T+d) eか Vtanh( r+ie) dB 
仰 2πん l+e一→2(ヤr+村4伺0

と定義し，z= 0と置けば次のことがわかる

Lem.rna 19 lim九T内→一∞d会吋f02π 〆ei6+川+叫巾(

この補題は ，叫占判、 1 | =0'ということを閑接的に支持していると思える.
';"T"J(z+管 )Iz=o 

(1ーと(z+会ω))己は η-zε-N-tでsingular，i.e. zεk+~ for kどnだが積

1(_.1._.¥¥_1 士(z+-rlrUV)
子*(1-(z+;fu))*(1一石(叶;ずり));一村*

を考えれば?ちょっとみには

II(l-;(z+主ω))必(吋叫
ん:;fn

はzに関して整関数のように見えるかもしれない.

しかし，すでに見たように

1 1 1 ， 1 
叫 π(z+合ω)*(九(z+i~uゆ(1一石 (z+i~uV))己)

は整関数としては定義されていないのである.つまり，もうこれ以上は割れないのである.
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11.2 e~(z+が旬)の C に関する留数

まずWeyl順序表示で計算する.伶順序表示はintertwinerを経由して求める.次はおなじみの

事実:

Lemma 20 Ck を半径 29 中心が(=材(k+~) にある円とする.一周積分五七んh:ei(z+信仰):od(
がx= (z，去2uv)に関する整関数の Cに関する留数をあたえる.

積 (z+去2仰)*の連続性より上に関数は微分方程式

(z+主2ω)*0/ :e~(吋加):od(=O
blb JCk 

(95) 

を満たす.これは(95)がん
h差
d(z+去2uv)d(.となるからである.記号を簡略に次のように置く:

z=42uu，h(ZJ)=土 r:ei(吋 2uv):od( 凡 2πiJCk 

(95) 式は (Z+X)*O~k(Z ，x) = 0だから， Moyal積公式でpれ(ムx)は微分方程式

(z+x)f(x)-f(x)'-xf(x)" = 0， (96) 

を満たす(kに無関係になる).z=Oなら Pこれの整関数解はcJo(x)，cECであることがわかってい
る.但し，Jo(x)は固有値0のBessel関数である.f(x) = e土iag(x)と置くと， (96)式は次のように
書きなおせる:

xg勺x)+(l士2ix)g'(x)一(Z士i)g(x)= O. 

変数をω=干2ixと変換してみると，h(ω) =g(x)はLaguerre方程式

叫 "(w)+(l-w)h'附 j(1干臼)h(ω)=0 (97) 

を満たすことがわかる.

これの整関数解は切について指数関数の増大度を持っているが， Laguerre関数と呼ばれている

ものである.

これを用いて (96)の解は

世Z(♂)= e一旬L2z-o(ぬ)ヲ 曽Z(x)= e
句

L2M(一勧)ヲ

とかかれる但し Laguerre関数LRz-o(伽)は次で与えられる:

，子 (-V)n_..n ~O) (ω) = ) :一一一切
問。 (η!)2
ν=;(干z-l)

ここで
3
次の記号が使われている

(α)π=α(α+1)・・・(α+ηー1)，(α)0 = 1. 
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これらの結果を使うと雷z(x)ε&2+(C2)ヲでCkを複素定数として争k(Z，x) = Ck曽z(x)となるこ
とがわかる.

定数 Ckを知るには曽z(x)がzに関して analyticであることを使って Z=oの場合を計算する.
まず

争k(0， x) = Ck ¥T 0 (X) = Ck ( -1)た(-i)Jo(x). (98) 

に注意する.

他方ぅ e:(おり)の t= 付(k+~) における留数は次の補題で計算するのである.

Lemma 21dRe(会tanh()2(叩)(b ，u) のぐ=付(k+~) における留数は

、、，.，
FU
 

M
U
 

2
ア
見

〆，，‘、、、J
rd 
d
 

.
a
b
 

〆，，‘、
'化、、E
E

，J
噌
E
4

，，，，‘、

である.

証明積分

一に心口eぷ(…t dt + I eι~"IH ""'J ttr-.，¥U1)UI/ ¥U，U1/ J dt ゆ99的) 

を羽w厄ey凶l順序表示でで、考える.
この積分は幅が 1に帯領域での一周積分とみなせる.被積分関数はこの領域の中にある一つだ

け特異点t= 7ri(k+~) の 27rix 留数を与える.
eY+dk)会2(a，u)(b，u))= (-l)ke:走2(叩 )(b，u)) に注意すると

2( _l)k r= :e:iI"山)州:odt= 2(ーが /∞ 」一e付也刷叫n凶山h
f一∞/一∞ cosht

Bessel関数についての Hansen-Besselの公式より:

r+π 
Jn(ω)=会人 eωcり n(tーを)dr，

;-n rrr 

= I e~wcosr cosnrdr n = 0，1，2，'" 
7r Jo 

(100) 

これをη=0の場合に使し¥さらにcosr= tanhtと置いて，

にヰze(走t叩 ht)… (101) 

これより留数は (-l)k(-i)Jo(ド(α刈)(b，u)).

Jo(ω)の展開公式よりう Jo(k2(α，u)(b，u))はん+(C2rn)の元であることがわかる.
これより留数がわかるが，同時に κー順序表示に連続性がなくなることも示せたことになる.

口
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