
いかにして力学系を電話で送信するか？

塚本真輝



1 Shannon(1948)の仕事
問題：周波数が [−W,W ]に制限された信号を用
いて，送信できる情報量の限界値を求めよ．信号
の強度はP，ノイズは密度Nの白色ガウシアン
とする．

答え：容量 =W log

(
1 +

P

2NW

)
ビット/秒.

この理論の位相力学系における類似を考えたい．



2 力学系とは何?
(X,T ):力学系 ⇐⇒ X:コンパクト距離化可能空
間，T : X → X:同相写像．

言い換えると，

力学系 = Z作用付きのコンパクト距離化可能空間.

Zを他の群に変える一般化も考えられる．特に，
群Rがコンパクト距離化可能空間に作用する時
を，連続時間力学系と呼ぼう．



3 Bebutov–角谷の定理
C (R, [0, 1]) := {f : R → [0, 1] : 連続}.

位相はコンパクト開位相を取る．（コンパクトに
はならない．）ここにはRが自然に作用する：

R× C (R, [0, 1]) → C (R, [0, 1]) ,
(a, f(t)) 7→ f(t+ a).

この作用の不動点集合は定数関数たち：

Fix (C (R, [0, 1])) = [0, 1].



任意の連続時間力学系を考える：

R ↷ X : 連続作用．

この作用の不動点集合をFix(X)と書こう．

R ↷ XがC (R, [0, 1])に埋め込めるか考えたい．
ただし，写像f : X → C (R, [0, 1])がR作用の埋
め込みであるとは，fがR作用と可換な位相的埋
め込み写像であることとする．



もしR ↷ XがC (R, [0, 1])に埋め込めるなら，
Fix(X)は

Fix (C (R, [0, 1])) = [0, 1].

に位相的に埋め込める．
定理（Bebutov 1940, 角谷 1968）� �

連続時間力学系R ↷ XがC (R, [0, 1])に埋
め込めるための必要十分条件は，Fix(X)が
[0, 1]に位相的に埋め込めることである．� �



例えば，RがXに不動点を持たずに作用していれ
ば，XはC (R, [0, 1])にR同変に埋め込める．

要約すると，任意の連続時間力学系R ↷ Xを
C (R, [0, 1])に埋め込む際の障害は不動点だけで
ある．



4 ヒルベルト立方体上のシフト
ここまでの話は連続時間力学系（R作用）につい
て研究であった．次に，Z作用の場合を考え
たい．

以下では，力学系は常にZ作用のこととする．
つまり(X,T )が力学系であるとは，Xがコンパ
クト距離化可能空間，T : X → Xが同相写像で
あることとする．



Bebutov–角谷の定理のZ作用版を考えたい．そ
れには，C (R, [0, 1])に相当するものが必要で
ある．
単位区間 [0, 1]に対して

[0, 1]Z := · · · × [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]× · · · ,

σ : [0, 1]Z → [0, 1]Z, (xn)n∈Z 7→ (xn+1)n∈Z.(
[0, 1]Z, σ

)は力学系（Hilbert立方体上のシフト）．
これをC (R, [0, 1])のZ作用版と考えよう．



5 Jaworskiの定理
次がこの講演で議論したい主問題である．

力学系の埋め込み問題� �
　任意に力学系(X,T )が与えられたとき，(
[0, 1]Z, σ

)に埋め込めるか判定せよ．� �
ここで，f : X → [0, 1]Zが力学系の埋め込みであ
るとは，f ◦ T = σ ◦ fであり，かつfが位相的埋
め込み写像であることとする．



埋め込みに対する明らかな障害（周期点）：各自
然数n ≥ 1に対して，

Pn(X,T ) := {x|Tnx = x}.

もし(X,T )が(
[0, 1]Z, σ

)に埋め込めるなら，各
n ≥ 1に対して，Pn(X,T )は

Pn

(
[0, 1]Z, σ

)
= [0, 1]n

に位相的に埋め込める．



Jaworski (1974)は，Bebutov–角谷の定理に動機
づけられて，任意の力学系を(

[0, 1]Z, σ
)に埋め込

む研究を始めた．そして，次の驚くべき主張を
得た．

定理（Jaworski 1974）� �
周期点を持たない有限次元力学系は [0, 1]Zに
埋め込める．� �

ここで力学系(X,T )が有限次元であるとは，X
の位相次元が有限であること．



6 古典次元論
(X,d)：コンパクト距離空間，ε > 0．連続写像
f : X → Y がε-埋め込みであるとは，

∀y ∈ Y : Diamf−1(y) < ε.
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(X,d)のε-幅次元Widimε(X,d)を，「Xからの
ε-埋め込み

f : X → P

が存在する単体複体Pの次元の最小値」とする．

Xの位相次元を次で定める．

dimX = lim
ε→0

Widimε(X,d).



定理（Menger–Nöbeling 1931）� �
dimX < N

2 なら，XはN次元立方体 [0, 1]N

に位相的に埋め込める．� �



7 Jaworskiの定理（revisted）
定理（Jaworski 1974）� �

周期点を持たない有限次元力学系は [0, 1]Zに
埋め込める．� �

雑に言えば，有限次元力学系を [0, 1]Zに埋め込む
ための本質的な障害は周期点だけである．

これがどれくらい強い主張か考えてみよう．



(X,T )を任意の有限次元力学系とする．（周期点
を持つかもしれない．）α ∈ Rを無理数とし，
S1 = R/Z上のα回転を考える：

Rα : S1 → S1, x 7→ x+ α.

(S1, Rα)は周期点を持たない．すると力学系の
直積 (

X × S1, T ×Rα

)
は周期点を持たない有限次元力学系になる．した
がって，[0, 1]Zに埋め込める．



Jaworskiの定理で，「有限次元」の仮定を外すと
どうなる？

Auslander (1988)の質問� �
任意の極小力学系は [0, 1]Zに埋め込めるか？� �

ただし，力学系(X,T )が極小であるとは，任意
のx ∈ Xに対して，その軌道{Tnx|x ∈ Z} がX
内で稠密であることとする．



Xが有限集合の場合を除いて，極小力学系
(X,T )は決して周期点を持たない．
つまり，Auslanderは「有限次元」という仮定を
外す代わりに，周期点を持たない力学系の中で最
も基本的なものを考えてみた．
Auslanderの提案から10年後，Lindenstraussと
Weissは平均次元という概念を用いて，問題を解
決した．



8 平均次元（Gromov 1999）
(X,T )：力学系，d：X上の距離．
自然数Nに対して

dN (x, y) := max
0≤n<N

d(Tnx, Tny).

(X,T )の平均次元を次で定める．

mdim(X,T ) := lim
ε→0

(
lim

N→∞

Widimε(X,dN )

N

)
.



直感的意味：

mdim(X,T ) =
dimX

|Z|
.

力学系(X,T )の軌道を記述するのに必要な単位
時間あたりの自由度がmdim(X,T )である．



Kが良い空間（例：位相多様体，単体複体）なら，

mdim
(
KZ,シフト)

= dimK.

これは直感的には

mdim
(
KZ,シフト)

=
dimKZ

|Z|

=
|Z| · dimK

|Z|
= dimK.

特に，
mdim

(
[0, 1]Z, σ

)
= 1.



力学系(X,T )が力学系(Y, S)に埋め込めるなら，

mdim(X,T ) ≤ mdim(Y, S)．

特に，もし(X,T )が [0, 1]Z上のシフトに埋め込
めるなら

mdim(X,T ) ≤ mdim
(
[0, 1]Z, σ

)
= 1.

したがって，mdim(X,T ) > 1なら，(X,T )は
[0, 1]Zに埋めこめない．



定理（Lindenstrauss–Weiss 2000）� �
任意の実数c ≥ 0に対して，平均次元がcの
極小力学系が存在する．
特に，c > 1とすることで，[0, 1]Zに埋め込
めない極小力学系が存在する．� �

驚くべきことに，Lindenstraussはさらに踏み込
んで，平均次元が十分小さい極小力学系は [0, 1]Z

に埋め込めることを示した．



N次元立方体 [0, 1]Nの無限直積(
[0, 1]N

)Z
= · · ·× [0, 1]N × [0, 1]N × [0, 1]N ×· · ·

を考える．これはシフト写像によって力学系と
なる．

定理（Lindenstrauss 1999）� �
平 均 次 元 が N

36未 満の 極 小 力 学 系 は(
[0, 1]N

)Zに埋め込める．� �



Lindenstraussの定理は素晴らしい結果だが，N
36

はいかにも人工的である．

問題（Lindenstrauss 1999)� �
埋め込みのための最良評価を求めよ．� �



定理（Gutman-T. 2020）� �
平均次元が N

2 未満の極小力学系は
(
[0, 1]N

)Z
に埋め込める．� �

N
2 は最良である：

定理（Lindenstrauss–T. 2014）� �
平均次元が N

2 に等しい極小力学系で，(
[0, 1]N

)Zに埋め込めないものが存在する．� �



「極小」の条件を外すとどうなるか？
予想（Lindenstrauss–T. 2014）� �

力学系(X,T )が次の二つを満たすとせよ．
• mdim(X,T ) < N

2．
• 任意の自然数nで，dimPn(X,T ) <

nN
2 ．

この時，(X,T )は(
[0, 1]N

)Zに埋め込める．� �



9 信号処理(
[0, 1]N

)Zの点xは
x = · · ·x−1x0x1x2x3 · · · , 各xn ∈ [0, 1]N .

これは [0, 1]Nに値をとる離散信号と見なせる．

したがって，力学系(X,T )を(
[0, 1]N

)Zに埋め込
む問題は，(X,T )の軌道を離散信号として符号
化する方法を求めている．



我々のアプローチ：

力学系 符号化−−−−→ 連続信号 サンプリング−−−−−−−→ 離散信号.
以下では，連続信号として帯域制限信号を用
いる．
連続信号は離散信号よりも柔軟に分解できるた
め，議論の自由度が上がり，精密な結果を証明で
きる．



実数a < bを取る．有界連続関数φ : R → Cが区
間 [a, b]に帯域制限されているとは

フーリエ変換 φ̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
e−2πiξtφ(t) dt

のサポートが [a, b]に含まれることとする．
例 1. sin(2πt), cos(2πt), sin(2πt)t は [−1, 1]に帯
域制限されている．
例 2. 標準的な電話信号は [−3.4kHz, 3.4kHz]に
帯域制限されている．



寄り道（Paley–Wiener理論）
c > 0：正の数．有界連続関数φ : R → Cが
[−c, c]に帯域制限される必要十分条件は，φが整
関数に拡張されて次を満たすこと：

|φ(x+ yi)| ≲ e2πc|y|.

例えば， sin(πz)

z
= lim

A→∞

∏
0<|n|<A

(
1− z

n

)
は整

関数であって，O(eπ|y|)．したがって，[
− 1

2 ,
1
2

]
に帯域制限されている．



区間 [a, b]に帯域制限された関数φ : R → Cで，
||φ||∞ ≤ 1を満たすもの全体をB[a, b]と書こう．
広義一様収束の位相のもとで，B[a, b]はコンパク
トになる．この位相は距離化可能，例えば

d(φ1, φ2) :=

∞∑
n=1

1

2n
||φ1 − φ2||L∞([−n,n]) .

B[a, b]は次のシフト写像のもとで力学系になる：

σ : B[a, b] → B[a, b], φ(t) 7→ φ(t+ 1).



帯域制限信号への符号化（Gutman-T.）� �
非自明な極小力学系(X,T )が

mdim(X,T ) < b− a

を満たせば，(X,T )はB[a, b]に埋め込める．� �
ここで「非自明」とは，Xが無限集合であること
とする．
この主張にサンプリング定理を組み合わせると，
離散信号版の埋め込み定理が得られる．



サンプリング定理（古典）� �
b− a < 1の時，次の写像は単射：

B[a, b] → ℓ∞(Z), φ 7→ φ|Z = (φ(n))n∈Z .� �
これを用いて，次の主張を証明してみよう：

離散信号への符号化� �
平均次元が 1

2未満の極小力学系は [0, 1]Zに埋
め込める．� �



(X,T )：平均次元< 1
2の非自明な極小力学系．

0 < a < b < 1
2を，mdim(X,T ) < b− aとなる

ように取る．
(X,T )はB[a, b]に埋め込める．
一方で，0 < a < b < 1

2であることと，サンプリ
ング定理から，次の写像は埋め込みになる：

B[a, b] → [−2, 2]Z, φ 7→ (φ+ φ) |Z.

よって，(X,T )は [−2, 2]Zに埋め込める．
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10 帯域制限信号の柔軟性
(X,T ), (Y, S)：力学系．連続全射Φ : X → Y が
Φ ◦ T = S ◦ Φを満たす時，Φをファクター写
像と呼ぶ．

技術的定理� �
Φ : (X,T ) → (Y, S)：ファクター写像，
(Y, S)：非自明な極小力学系．a < b：実数．
もし，mdim(X,T ) < b− aなら，(X,T )は
B[a, b]× Y に埋め込める．� �



技術的定理（再掲）� �
Φ : (X,T ) → (Y, S)：ファクター写像，
(Y, S)：非自明な極小力学系．a < b：実数．
もし，mdim(X,T ) < b− aなら，(X,T )は
B[a, b]× Y に埋め込める．� �

これを用いて次を証明してみよう．� �
平均次元がb − a未満の非自明な極小力学系
はB[a, b]に埋め込める．� �



(X,T )：平均次元< b− aの非自明な極小力学
系．a < c < d < bをmdim(X,T ) < c− aとな
るよう取る．
ジェネリックな射Φ : (X,T ) → B[d, b]を取る
と，Y := Φ(X)は非自明な極小力学系．
技術的定理をΦ : X → Y に適用：(X,T )は
B[a, c]× Y ⊂ B[a, c]×B[d, b]に埋め込める．
ところが，右辺はB[a, b]に自然に埋め込める：

B[a, c]×B[d, b] → B[a, b], (φ,ψ) → φ+ ψ

2

Masaki Tsukamoto


Masaki Tsukamoto


Masaki Tsukamoto


Masaki Tsukamoto


Masaki Tsukamoto


Masaki Tsukamoto


Masaki Tsukamoto


Masaki Tsukamoto


Masaki Tsukamoto




以上の議論はとても単純だが，帯域制限信号の柔
軟性をよく表している．
上記の議論の主なトリックは

[a, c] と [d, b]

という交わらない二つの帯域をとる点にある．
これはa, bが連続パラメータだから可能な操作で
ある．
このような柔軟性が離散信号にはない．
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11 技術的定理の証明
技術的定理（改）� �

Φ : (X,T ) → (Y, S)：ファクター写像，
(Y, S)：非自明な極小力学系．a < b：実数．
mdim(X,T ) < b−aとする．この時，ジェネ
リックな射f : (X,T ) → B[a, b]に対して，

f×Φ : X → B[a, b]×Y は埋め込みになる．� �



証明の方針：射f : (X,T ) → B[a, b]を任意にと
る．このfを摂動してg : X → B[a, b]を作り，
g × Φ : X → B[a, b]× Y が埋め込みになるよう
にしたい．
各x ∈ Xに対して，f(x) ∈ B[a, b]は関数

f(x) : R → C

である．これを摂動して別の関数g(x) : R → C
を作り，g(x)がxの軌道の情報を適切に記憶して
いるようにしたい．



Step 1（セグメンテーション）．各x ∈ Xに対し
て，信号f(x)は無限長．これを有限長の信号に
分解：f(x) = · · · f(x)−1 + f(x)0 + f(x)1 + · · · .

Step 2．各f(x)nを摂動してgn(x) : In → Cを作
る．gn(x)達をくっつけてg(x) : R → Cを得る．
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セグメンテーションは次を満たす必要がある：
• 点x ∈ Xに連続かつZ同変に依存する．
• 各区間Inは十分に長い．
例えば，大きい正の数Lを取って，

f(x)n = f(x)|[nL,(n+1)L]

とすると，これは有限長の信号への分解を与える
が，Z同変ではないのでダメ．
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セグメンテーションのために，ファクター写像
Φ : (X,T ) → (Y, S)を使う．
(Y, S)は非自明な極小力学系だったので，任意の
L > 0に対して，適切に開集合U ⊂ Y を取ると，
• Y の全ての軌道はUと（無限回）交わる．
• 任意のy ∈ Y に対して，もしSny ∈ Uかつ
Smy ∈ Uなら |n−m| > L．

そこでx ∈ Xに対して，
E(x) := {n ∈ Z|SnΦ(x) ∈ U} : これでRを分割．



E(x)によって，セグメンテーションが定まる．

各In上で，(X,T )の軌道の自由度はおおよそ
mdim(X,T ) · |In|．一方で，B[a, b]がIn上で
持っている自由度は約2(b− a) · |In|．
mdim(X,T ) < (b− a)なので，In上での(X,T )

の情報をf(x)nの摂動g(x)nに記憶させられる．
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このようにして，g(x) ∈ B[a, b]が定まる．する
と，g × Φ : X → B[a, b]× Y は埋め込みになる．

実際 (g(x),Φ(x)) = (g(x′),Φ(x′)) と仮定しよう.

すると，Φ(x) = Φ(x′)より，xとx′は同じセグ
メンテーションを用いることになる．次に

g(x)|In = g(x′)|In

から，xとx′の軌道のIn上での情報は一致する．
これが全てのInで成立するのでx = x′．


