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Abstract

数え上げ関数は様々な幾何学的情報を持っている. 例えば, Weil予
想などもそのような主張だと考えることができる. 数え上げ関数が「準
多項式」と呼ばれるクラスの関数になる場合に, 準多項式としての複雑
な情報の中に, 関連する対象の幾何学的な情報が隠れていることを, 超
平面配置の特性準多項式や有理多面体の Ehrhart準多項式に関する結
果を通して紹介したい.
本稿は 2021年 12月 18日～19日に開催された第 19回岡シンポジウ

ムにおける講演内容の記録である. 講演機会をいただき, また素晴らし
い雰囲気の講演会を準備してくださったオーガナイザーの皆様に感謝し
たい.

1 準多項式

非負整数 nに対して定まる有限集合Xnの位数 ♯Xnを調べることは数え上げ
組み合わせ論の基本問題である. この数え上げ関数は, nの多項式になること
もあるが, 広いクラスの関数になることもある. 多項式ではないが, 多項式に
近い関数として, 次のような例を考えてみる.

Example 1.1. q10(n) =
⌊

n
10

⌋
を nを 10で割った商とする. この関数は nの

多項式ではないが, 場合分けをすれば, 周期的には多項式とみなすことがで
きる.

q10(n) =



n
10
, if n ≡ 0 mod 10

n−1
10

, if n ≡ 1 mod 10
n−2
10

, if n ≡ 2 mod 10
...

...
n−9
10

, if n ≡ 9 mod 10

これを一般化して, 「準多項式」を以下で定義する.
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Definition 1.2. 関数 F : Z (または Z≥0) −→ Cが準多項式であるとは, 周
期と呼ばれる正の整数 ρ > 0と多項式 f1(t), f2(t), . . . , fρ(t) ∈ Z[t]が存在し
て, F (q)が次のようにあらわされることとする.

F (q) =


f1(q), if q ≡ 1 mod ρ
f2(q), if q ≡ 2 mod ρ

...
...

fρ(q), if q ≡ ρ mod ρ.

(1)

多項式 f1(t), . . . , fρ(t)を構成素 (constituent)と呼ぶ.

準多項式は, 数え上げ組み合わせ論に現れる数え上げ関数のクラスとして
よく知られてものの一つである ([4, 11]). 多くの文脈では「準多項式は多項
式を複雑にした対象」という位置づけで語られることが多いように思われる.
本当は多項式関数であってほしいところだが, 残念ながらそうなってはおら
ず, 準多項式で我慢するしかない, というような妥協の産物とも言えるかもし
れない. しかしながら最近の研究で, 準多項式特有の複雑さの中に, 対象が持
つ様々な性質が隠れていることが分かってきた. 本項の目的は, 準多項式の
構成素に関する最近の研究をいくらか紹介することである.

2 超平面配置の特性準多項式

ベクトル空間, 射影空間, アフィン空間などの余次元 1の部分空間を超平面と
いう. 超平面の (有限枚の)集合は超平面配置と呼ばれ, 様々な数学の分野で
現れる [10]. その最も重要な不変量の一つに特性多項式と呼ばれるものがあ
るが, 本節ではその精密化である特性準多項式を導入する. 特性準多項式は,
整数係数の一次式で定義された超平面たちを対象としているが, 超平面配置
の数え上げ組合せ論的側面において特に重要な対象である.

q ∈ Z>0とする. 整数ベクトル a = (a1, . . . , aℓ) ∈ Zℓ に対して, それを係
数に持つ一次式が定める超平面

Ha := {(x1, . . . , xℓ) | a1x1 + · · ·+ aℓxℓ = 0}

が定まるが, これを mod qすることで得られる Z/qZ上の “超平面”を

Ha := {(x1, . . . , xℓ) ∈ (Z/qZ)ℓ | a1x1 + · · ·+ aℓxℓ ≡ 0 mod q}

ベクトルたちのリスト A = {a1, . . . ,an} ⊂ Zℓ に対して, それが定める
mod q補集合を

M(A, q) := (Z/qZ)ℓ ∖
n∪

i=1

Hai
.
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と記す. M(A, q)は有限集合であり, その位数#M(A, q)が qにどのように依
存するのかは基本的な問題であるが, それが準多項式 (周期的な多項式)とし
てふるまうことが知られている.

Theorem 2.1. (Kamiya-Takemura-Terao [7]) 上の仮定の下, #M(A, q)は
qに関する準多項式 (特性準多項式)である. さらに, 周期を ρ > 0, 構成素を
f1(t), f2(t), . . . , fρ(t) ∈ Z[t]としたとき, 次のGCD性を持つ

(i, ρ) = (j, ρ) =⇒ fi(t) = fj(t),

上の結果は, Constituents fi(t)は, ρとの最大公約数 (i, ρ)にのみ依存する
ことを意味しており, 準多項式の中でも特殊な準多項式であることがわかる.
Athanasiadis [2, 3]により, prime constituent f1(t)は, 超平面配置Aの共通
部分として定まる部分空間たちのなすポセットの特性多項式 χ(A, t) ∈ Z[t]
に等しいことが知られている. 特性多項式は超平面配置の最も重要な不変量
と考えられている. 例えば, Cℓ内の超平面配置の補集合のPoincaré多項式が,
特性多項式 χ(A, t)を使って

(−t)ℓ · χ(A,
−1

t
) (2)

と表されることが知られている (Orlik-Solomo). つまり, 特性多項式の係数が
補集合のBetti数と等しいことがわかる.

Example 2.2. A =

{(
0
1

)
,

(
1
1

)
,

(
3
1

)}
⊂ Z2, つまり, 整数係数一次式で表

された三本の直線 y = 0, x + y = 0, 3x + y = 0を考える. 特性準多項式を計
算すると, ρ = 6となり,

#M(A, q) =


q2 − 3q + 2, if q ≡ 1, 5 mod 6
q2 − 3q + 3, if q ≡ 2, 4 mod 6
q2 − 3q + 4, if q ≡ 3 mod 6
q2 − 3q + 5, if q ≡ 0 mod 6.

となる.

特性準多項式の構成素のうち, ρと互いに素な iに対しては fi(t) = f1(t)
となるので, 特性多項式 χ(A, t)に等しい. 他の構成素がどのような意味を持
つのか問うのは自然な問題である. 最近のY. Liu, T. N. Tran氏らとの共同
研究で, 特性準多項式の構成素はトーラス配置のトポロジーと密接にかかわ
ることが分かってきた. ここで「トーラス配置」を考えるというのは, 一言で
述べると, 整数係数の多項式を⊗ZC×して考えることである. 上の例をつかっ
て具体的に述べると, トーラス (C×)2 ∋ (t1, t2) 内で, t = 1, t1t2 = 1, t31t2 = 1
を考えることである. こうして得られるトーラス配置の補集合をM(A,C×)
と表すことにする. 超平面配置の特性多項式とは対照的に, 一番退化した構
成素 fρ(t)がM(A,C×)の Poincarè多項式と関係していることが分かった.
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Theorem 2.3. ([8, 13])

1. M(A,C×)の Poincarè多項式は以下で与えられる.

(−t)ℓ · fρ(−
1 + t

t
). (3)

2. このトーラス配置から得られる部分トーラスたちの中で, k-torsion point
を含む部分トーラスたちのなすポセットの特性多項式が fk(t)である.

Remark 2.4. ポアンカレ多項式を表す公式 (2)と (3)を比較してみると, 多
項式に代入する有理式の分子だけが異なる. 一方は 1で, 他方は 1+ tである.
これらはそれぞれCとC×のポアンカレ多項式である. これは偶然ではなく,
CやC×よりも一般に可換リー群Gに対して, G-特性多項式というものが定
義され, Gが非コンパクトの時は, 同様の公式が示される. f1(t), fρ(t)はそれ
ぞれ, G = C,C×に対応するG-特性多項式となる. 詳細は [8]参照.

3 格子多面体を平行移動した多面体のEhrhart準
多項式

有理多面体 P ⊂ Rnに対して, t倍に拡大した多面体上の格子点の数を

LP (t) := #(tP ∩ Zn)

とおく. この関数 LP (t)は, 非負整数 tに対して, 準多項式 (Ehrhart準多項
式) となることが知られている ([4]). 多面体 P の頂点の座標の分母の最小公
倍数がEhrhart準多項式の周期となることが知られている (ただし, 最小周期
とは限らない). 特に, P が格子多面体の場合は, LP (t)は tの多項式である.
Ehrhart(準)多項式は数え上げ組み合わせ論における重要な研究対象で現在
でも活発に研究されている ([4, 11]). また, 組み合わせ論以外でも, トーリッ
ク多様体のヒルベルト多項式とも関係するなど重要な役割を果たしている.
前節で紹介したが, 超平面配置の特性準多項式については, いつでもGCD

性を持つ. 一方, Ehrhart準多項式の場合は一般には ρ個の異なる構成素が現
れる. しかしまれにGCD性を持つ多面体も存在する. 例えば, Suter([12])は
ルート系の基本アルコーブの Ehrhart準多項式の計算を行っており, その表
からGCD性が観察される. (なお, Suterの計算の時点ではGCD性の由来は
明らかでなかったのだが, [14]で超平面配置の特性準多項式のGCD性に帰着
されることが分かった.) どのような有理多面体に対して, Ehrhart準多項式
がGCD性を持つか? という問いは自然な問いであるが, 知られていることは
少ない. 上にあげた, ルート系の基本アルコーブや, 下で述べる格子Zonotope
の平行移動以外にはほとんど知られていないように思われる.
本節の主結果を述べるために, GCD性以外にもう一つ準多項式に関する

定義をする.
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Definition 3.1. 準多項式 (1)が対称であるとは, 構成素が fi(t) = fρ−i(t)
(i = 1, . . . , ρ− 1)を満たすこととする.

定義から明らかに, GCD性を持つ準多項式は対称である.

Example 3.2. 多面体 P1, P2, P3を

• P1 =
1
9
· [0, 1]3 (一辺の長さが 1

9
の立方体)

• P2 = (5
9
, 5
9
, 2
3
)t + Conv{±ei | i = 1, 2, 3} (正 8面体 Conv{±ei | i =

1, 2, 3} を有理ベクトルで平行移動)

• P3 = (1
9
, 2
9
, 1
3
)t + [0, 1]3 (単位立方体を有理ベクトルで平行移動)

とする. この時, Ehrhart準多項式LP1(t), LP2(t), and LP3(t) はいずれも周期
は 9である. LP1(t) の構成素は fk(t) =

(
t+9−k

9

)3
(k = 0, 1, . . . , 8)となり, 他

の二つは以下のようになる.

LP2(t) =



4
3
t3 − 4

3
t, (t ≡ 1, 8 mod 9),

4
3
t3 + 2

3
t, (t ≡ 2, 7 mod 9),

4
3
t3 + t2 + 2

3
t, (t ≡ 3, 6 mod 9),

4
3
t3 − 1

3
t, (t ≡ 4, 5 mod 9),

4
3
t3 + 2t2 + 8

3
t+ 1, (t ≡ 9 mod 9),

LP3(t) =


t3 (t ≡ 1, 2, 4, 5, 7, 8 mod 9),

t3 + t (t ≡ 3, 6 mod 9),

(t+ 1)3 (t ≡ 9 mod 9).

LP1(t)は 9個の互いに相異なる構成素が現れるが, LP2(t)は対称性を持ち,
LP3(t)はGCD性を持つことが観察される.

これらの性質が多面体の形状の関係を述べるのが本節の主結果である.

Theorem 3.3. ([6]) P ⊂ Rdを d-次元格子凸多面体とするとき, 次は同値で
ある.

(1a) P は中心対称多面体である.

(1b) 任意の有理ベクトル v ∈ Qdに対して, Lv+P (t)は対称な準多項式である.

Theorem 3.4. ([6]) P ⊂ Rdを d-次元格子凸多面体とするとき, 次は同値で
ある.
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(2a) P はゾノトープである.

(2b) 任意の有理ベクトル v ∈ Qdに対して, Lv+P (t)はGCD性を持つ準多項
式である.

つまり, (任意の有理ベクトル v ∈ Qdによる平行移動の)Ehrhart準多項式
が対称性やGCD性を持つことが, 元の多面体 P の中心対称性やゾノトープ
であることを特徴づけているのである.
証明は以下の部分からなる. (2a)=⇒(2b)は最近のArdila-Beck-McWhirter

等の結果 [1] を使う. 彼らは格子 Zonotopeの Ehrhart多項式の Stanleyによ
る記述の一般化を得ており, それから (2a)=⇒(2b) が直ちに従う.

(1a)=⇒(1b)は,格子多面体を有理ベクトルで平行移動した多面体のEhrhart
準多項式の構成素の一般的な記述を必要とする. Ehrhart(準)多項式LP (t)の
変種として, 多面体 P とベクトル vに対して, P を t倍してから vで平行移
動してその中にある格子点を数える関数

L(P,v)(t) := #(v + tP ) ∩ Zn

を考える. この時, 次が得られる.

Lemma 3.5. ([6]) 格子多面体 P ⊂ Rnと任意の実ベクトル v ∈ Rnに対し
て, L(P,v)(t)は tの多項式である.

この多項式は, 平行移動した格子多面体のEhrhart準多項式の構成素を記
述するにに便利である.

Lemma 3.6. ([6]) P を格子多面体, vを有理ベクトルとすると, P + vの
Ehrhart準多項式の k-番目の構成素は L(P,kv)(t) である.

これから (1a)=⇒(1b) を導くのは難しくない.
逆方向 (b)=⇒(a) の証明は (1), (2) ともに単純でなく, MinkowskiやMc-

Mullenにさかのぼる, 対称多面体やゾノトープの特徴づけを, 格子点の数え
上げの言葉に翻訳しなおすことでなされる. 具体的には, 中心対称でない多
面体やZonotopeではない多面体に対して, 平行移動ベクトル vをうまく見つ
けて, L(P,v)(t) ̸= L(P,−v)(t), L(P,v)(t) ̸= L(P,2v)(t) (vの分母は奇数) となるよ
うにする. 詳細は省略する.
例 3.2 のP2, P3はそれぞれ中心対称, Zonotopeであることに注意する. 主

結果は, 多面体の形状に関する性質 (中心対称性, Zonotope性)と Ehrhart準
多項式の性質 (対称性, GCD性)の間に, 単純な対応関係が存在することを意
味している. 下の表の一段目と二段目は, 格子多面体を有理ベクトルで平行
移動した多面体, というクラスでは, 見事に対応していることがわかる.

多面体の種類 ゾノトープ ⊂ 中心対称多面体 ⊂ 一般の多面体
準多項式の性質 GCD性 ⊂ 対称性 ⊂ 一般の準多項式
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4 これからの問題

これまで, 格子多面体の Ehrhart多項式の研究は膨大になされてきた. 有理
多面体のEhrhart準多項式についても, period collapse現象を中心に, いくら
か研究されてはきたが, 一般論を超えてどのような方向を目指すべきか, とい
うのはあまり明確ではなかったように思われる. 今回の研究から, 「格子多
面体を有理ベクトルで平行移動して得られる有理多面体」, というのは注目
に値するクラスではないかと思われる. また, 一般の有理多面体において, い
つ Ehrhart準多項式が対称性やGCD性を持つか? というのも興味深い問題
である. 既に述べたが, Suter [12] がルート系の基本アルコーブのEhrhart準
多項式記述した際に, GCD性が見て取れたが, それは実は超平面配置の特性
準多項式のGCD性に由来するものであった [14]. 定理 3.4 からわかる, 格子
Zonotopeの平行移動のEhrhart準多項式も, 超平面の特性準多項式としての
解釈を持つだろうか? 様々な興味深い問題が未解決である.

Acknowledgement. 本稿のもとになった研究は,科研費JP25400060, JP15KK0144,
JP18H01115 の助成を受けたものです.
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