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Abstract. 単純特異点に対して，Deligne は「distinguished basis の数」に対する漸化式を与え，Looijenga

による予想，つまりこの数と Lyashko–Looijenga 写像と呼ばれる分岐集合の位相幾何学的情報を捉える写像の
次数の一致，を示した．この背景にあるミラー対称性に触れつつ，アフィンカスプ「特異点」および単純楕円型
特異点への一般化を解説する．

1. 導入

µを正の整数とし，µ+ 1次対称群 Sµ+1を考える．巡回置換 (1 · · · µ+ 1)の互換による分解の総数
を h̃0;µ+1 であらわす：

h̃0;µ+1 :=
∣∣{(r1, . . . , rµ) ∈ Sµ

µ+1 | r1 · · · rµ = (1 · · · µ+ 1), riは互換 }
∣∣ .

µ = 1ならば (1 2) = (1 2)が唯一の分解であり h̃0;2 = 1となり, µ = 2ならば
(1 2 3) = (1 2)(2 3) = (2 3)(1 3) = (1 3)(1 2)

がすべての可能な分解であることがわかるので，h̃0;3 = 3となる．一般的には，

h̃0;µ+1 =
µ!

2
µ+1 · · ·

µ+1
µ+1

= (µ+ 1)µ−1 (1.1)

が成立することが知られている．例えば，比較的初等的に，ラベル付き treeグラフに関する Cayleyの公式
を用いて証明できる（Déneの定理 [6]）．

一方で，h̃0;µ+1 は Riemann 球面上の有限分岐被覆の数え上げである Hurwitz 数 h0;µ+1 との間に
h̃0;µ+1 = (µ+ 1)h0;µ+1 という関係があり，その結果として漸化式（cut-and-join方程式）

h̃0;µ+1 =
µ+ 1

2

µ∑
i=1

(µ− 1)!

(i− 1)!
(µ− i)!h̃0;ih̃0;µ+1−i, h̃0;1 := 1, (1.2)

をみたす（Hurwitz [9]）．さらに，µ+1次対称群 SµをAµ型のWeyl群，巡回置換 (1 · · · µ+1)をCoxeter

元，互換を鏡映，とそれぞれ自然に一般化することにより，類似の漸化式が有限ルート系に対して成立す
ることが Deligne [7]によって示された．また，Obaid–Nauman–Shammakh–Fakieh–Ringel [17]によって，
Dynkin箙の有限次元表現のなす導来圏（有限ルート系のある圏化）における完全例外列の数およびそれが
みたす漸化式としての解釈がもたらされた．

本稿の目的は，アフィン ADE型および楕円 DE型ルート系の圏化となっている，ある種のオービ
フォールド射影直線上の連接層のなす導来圏に対する，「完全例外列の数」およびそれらがみたす漸化式に
ついて解説することである．ここで「完全例外列の数」としたのは，素朴な定義に基づくとそれは自明に無
限になってしまうからであり，実際には圏の自己同値群の無限部分群による同値類を数え上げることになる
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からである．そして Looijengaによる予想のDeligneによる解決の自然な拡張，アフィンカスプ多項式およ
び単純楕円型特異点の大域的な普遍開折に対して定まる Lyashko–Looijenga写像の次数と「完全例外列の
数」が一致すること，についても紹介する．

2. ルート系

まず，齋藤恭司によって導入された（一般）ルート系の概念について述べる．これは後で簡単に振れ
るように，幾何学的な動機に基づき考案された，通常の良く知られたルート系概念の自然な一般化である
（[19]参照）．

定義 2.1. µを正の整数とする．階数 µのルート系Rとは，
• 階数 µの自由 Z-加群N，
• 交叉形式と呼ばれる，対称 Z-双線型形式 I : N ×N −→ Z，
• 実ルートの集合と呼ばれる，N の部分集合∆re，

からなる組 (N , I,∆re)であって，以下の性質をみたすもののことである：satisfying the following properties:

(i) N = Z∆re.

(ii) 各 α ∈ ∆re に対して，I(α, α) = 2．
(iii) 各 α ∈ ∆re に対して，鏡映 rα ∈ AutZ(N , I) を rα(λ) := λ − I(α, λ)α で定義する．このとき，

rα(∆re) = ∆re が成立する．

定義 2.2. 群W (R) := 〈rα |α ∈ ∆re〉をルート系RのWeyl群という．

注意 2.3. 簡単のため，「simply-laced」なルート系のみを考える．つまり，B,C, F,G型のようなものはこ
こでは扱わない．

注意 2.4. 非常に重要なのは，交叉形式 I が正定値であるとは仮定しないことである．

注意 2.5. Weyl群W (R)は Coxeter群であるとは限らない．にもかかわらず，幾何学的背景に基づき，ま
た，群の特別な生成元と関係式による表示に寄らず，Coxeter元の概念を定めたい．これは後で導入する
「ルート基底」の概念に基づきなされる．

定義 2.6. ルート系Rの符号数を，交叉形式 I の符号数 (µ+, µ0, µ−)により定める．ただし，µ+ (µ0, µ−)

はそれぞれ I の正（零，負）の固有値の数である.

とくに
rad(I) := {λ ∈ N | I(λ, λ′) = 0, λ′ ∈ N}.

とするとき，µ0 = rankZ(rad(I))である．

命題 2.7. R = (N , I,∆re)を階数 µのルート系とするとき，以下は同値である：
(i) (µ+, µ0, µ−) = (µ, 0, 0)．つまり，I はN ⊗Z R上に内積を定める．
(ii) ∆re は有限集合である．
(iii) W (R)は有限群である．

これらの条件をみたすルート系Rを有限ルート系という．
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注意 2.8. 有限ルート系の次に位置づけられるもので，幾何学的背景を持ち，とくに興味深く理解しやすい
と思われるクラスのルート系は，

• アフィンルート系: 符号数は (µ+, µ0, µ−) = (µ− 1, 1, 0),

• 楕円ルート系： 符号数は (µ+, µ0, µ−) = (µ− 2, 2, 0),

• カスプルート系: 符号数は (µ+, µ0, µ−) = (µ− 2, 1, 1),

• Hurwitz空間に付随するルート系: 符号数は (µ+, µ0, µ−) = (µ+, µ0, 0)，
などである．

一般ルート系において最も重要な概念は，以下に述べるルート基底および Coxeter元である．

定義 2.9. R = (N , I,∆re)を階数 µのルート系とする．∆re の部分集合 B = {α1, . . . , αµ}が，
∆re = WB ·B, WB := 〈rα1

, . . . , rαµ
〉 ⊂ W (R),

をみたすとき，B はルート基底であるという．
また，B = {α1, . . . , αµ} をルート基底とするとき，{•1, . . . , •µ} を頂点集合とし，2 頂点 •i, •j を

I(αi, αj) < 0ならば−I(αi, αj)本の実線で，I(αi, αj) > 0ならば I(αi, αj)本の破線で，結んで得られるグ
ラフを，Rの B に関するCoxeter-Dynkin図形という．

注意 2.10. B がルート系ならば，N = ZB およびW (R) = WB であることが従う．一方で，N = ZB な
らば B がルート基底であるということは，一般に成立しない．

注意 2.11. 有限ルート系はルート基底を持つ．実際，すべての i, jについて I(αi, αj) ≤ 0となるようなルー
トの集合を取ることができ，その集合がルート基底をなすことを示すことができる（これを単純ルート基
底という）．また，単純ルート基底に関する Coxeter-Dynkin図形は単純ルート基底の選び方に寄らないこ
とも知られている（それがいわゆる通常の Dynkin図形である）．

注意 2.12. 任意のルート系がルート基底を持つかどうかは不明である．

定義 2.13. R = (N , I,∆re) を階数 µ のルート系とする．ルート基底 B = {α1, . . . , αµ} を用いて c =

rα1
. . . rαµ

とあらわされる元 c ∈ W (R)をRのCoxeter元という，

定義 2.14 (齋藤恭司 [19]). ルート系RとRの Coxeter元 cの組 (R, c)を一般ルート系という．

ルート系R = (N , I,∆re)の既約性，同型，などといったものは自然に定義される．また，既約な有
限ルート系は，単純ルート基底に関する Coxeter-Dynkin図形を用いて，Aµ 型 (µ ≥ 1)，Dµ 型 (µ ≥ 4)，
Eµ 型 (µ = 6, 7, 8)，に分類されるということは有名であるので (Bourbaki [4]等を参照)，ここでは説明を
省略する．

ただし，一般ルート系 (R, c)の分類はRが有限ルート系の場合でもより詳細なものになる．つまり，
ルート系Rの Coxeter元 c1, c2 で，(R, c1)と (R, c2)が一般ルート系として非同型となるものが存在しう
る．最近の研究によると，「非標準的な」Coxeter元も「通常の」Coxeter元と同じ自然な幾何学的構成を持
つ場合があり，その重要性が明らかになりつつある．
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3. 一般ルート系の幾何学的構成

ADE型特異点を定める 3変数多項式 f を以下のように与える：
xµ+1
1 + x2

2 + x2
3 (Aµ-型, µ ≥ 1), xµ−1

1 + x1x
2
2 + x2

3 (Dµ-型, µ ≥ 4), x4
1 + x3

2 + x2
3 (E6-型)

x3
1 + x1x

3
2 + x2

3 (E7-型), x5
1 + x3

2 + x2
3 (E8-型).

ここで大事なことは，f は重み付き斉次多項式であり，とくに C3の原点にのみ孤立臨界点を持つ正則函数
を定めることである．

注意 3.1. ミラー対称性を考察する際には，可逆多項式と呼ばれる整数係数の可逆な正方行列を用いて定ま
る多項式を基に，多項式の持つ対称性を含めて精密に与えておく必要がある．

これらの f を用いて，幾何学的に一般ルート系を導出する方法の概略を述べる．簡単のために f を
ADE型特異点を定める多項式で話を展開するが，とくに後述するアフィンカスプ多項式や単純楕円型特異
点を定める多項式についても（ルートの集合の決め方や普遍開折の定め方を除き）本質的に同様の構成が
可能である．

Jacobi環 C[x1, x2, x3]/(∂f)の次元を µf であらわし，f のMilnor数と呼ぶ．また，Rを十分大き
な正の実数とするとき，f−1(R)を f のMilnorファイバーと呼ぶ．Milnorの定理により，Milnorファイ
バーの 2次整係数ホモロジー群 H2(f

−1(R);Z)は階数 µf の自由アーベル群となる．また．Milnorファイ
バーは実 4次元の可微分多様体であるので，H2(f

−1(R);Z)上に交叉形式と呼ばれる対称双線型形式が定
まる．

命題 3.2 (cf. [19]). f を上述の ADE型特異点を定める 3変数多項式とする．
• 自由アーベル群Nf を，Nf := H2(f

−1(R);Z)で定める,

• 対称双線型形式 If : Nf ×Nf −→ Zを，H2(f
−1(R);Z)上の交叉形式の −1倍として定める．

• ルートの集合∆f を，∆f = {α ∈ Nf | If (α, α) = 2}で定める．
このとき，Rf := (Nf , If ,∆f )は f に対応する型の有限ルート系となる．

また，モノドロミー表現 ρ : π1(C \ {0}, R) −→ AutZ(Nf , If )による基本群の生成元 1の像 ρ(1)に
より，cf を ρ(1)−1 で定めるとき，cf はルート系 Rf の Coxeter元を定める．とくに，cf はある単純ルー
ト基底 B = {α1, . . . , αµf

}に関する鏡映の積 rα1
. . . rαµf

に共役である．

注意 3.3. 実 4次元の可微分多様体の 2次ホモロジー群での交叉数を考えるので，球面のホモロジー類の自
己交叉数が 2となるように，交叉形式の符号を変更している．

結果がわかっているので先にCoxeter元も含めて主張を書いたものの，ここまでの準備ではルート基
底が何か説明できない（結果論的にはこれも可能ではあるのだが）．ルート基底はより精密な情報である，
消滅サイクルの格別基底という概念によって記述されることになる．

このことを説明するために，f の普遍開折と呼ばれる底空間M := Cµf 上の多項式の族

F := f +

µf∑
i=1

siφi(x1, x2, x3),

を導入することから始める．ここで，単項式 φi(x1, x2, x3)を以下の条件をみたすように選ぶ：
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• φ1 := 1.

• {φ1, . . . , φµf
}は，Jacobi環 C[x1, x2, x3]/(∂f)の複素ベクトル空間としての基底である．

注意 3.4. 実は，可逆多項式（f も実際そうである）に対して標準的に φi を選ぶ方法がある．

注意 3.5. ADE型特異点を定める 3変数多項式 f に対して，変数 x1, x2, x3 の次数を f の次数が 1となる
ように定めたとき，φi (1 ≤ i ≤ µf )の次数 deg φi が 0 ≤ deg φi < 1となるように取れる．

例 3.6. f = xµ+1
1 + x2

2 + x2
3 の普遍開折は，F = xµ+1

1 + x1x
2
2 + x2

3 +
∑µ

i=1 six
i−1
1 と取れる．

例 3.7. f = x3
1 + x1x

2
2 + x2

3 の普遍開折は，F = x3
1 + x1x

2
2 + x2

3 + s1 + s2x1 + s3x2 + s4x1x2 と取れる．

F を f の普遍開折とするとき，相対的な臨界点の集合 C := {∂F = 0} ⊂ C3 ×M からM への射影
は次数 µf の分岐被覆となっている．M の部分集合 Bを

B := {s ∈ M |F |C3×{s} : C3 −→ Cの臨界値は µf − 1個以下 }

で定める．つまり，s ∈ M \ Bにおいて，F |C3×{s} の臨界値はちょうど µf 個であって，C上 µf 個の点か
らなる配置空間 Conf(C, µf )の点を与えることがわかる．

定義 3.8. M \Bの点 sに対して F の C3 ×{s}への制限 F |C3×{s}の µf 個の臨界値の集合を与える写像は，
正則写像M \ B −→ Conf(C, µf )を定める．これを Lyashko–Looijenga写像といい，LLであらわす．

定理 3.9 (Looijenga [14]). 写像 LL : M \ B −→ Conf(C, µf )は不分岐正則被覆写像であり，その次数は

deg LL =
µf !∏µf

i=1 deg si

で与えられる．ここで，deg si は f および F が 1次になるように定められる，変数 si の次数である．

例 3.10. f = xµ+1
1 +x2

2+x2
3の普遍開折 F = xµ+1

1 +x1x
2
2+x2

3+
∑µ

i=1 six
i−1
1 を考える．このとき，µf = µ

および deg si = (µ+ 2− i)/(µ+ 1)であり．
µf !∏µf

i=1 deg si
=

µ!
µ+1
µ+1 · · ·

2
µ+1

= (µ+ 1)µ−1

となる．LL写像の次数は µ = 2のときは容易に計算することができる（µ = 1のときはほぼ自明に 1がわ
かる）．実際，2個の臨界値は {s1 ± c · s3/22 }, c =

√
−4/27となるので，deg LL = 3がわかる．

Conf(C, µf )の点は，

ui ≺ uj ⇐⇒

Im(ui) > Im(uj)

Im(ui) = Im(ui)かつ Re(ui) < Re(ui)
.

による順序によって．Cµf の点 (u1, . . . .uµf
)を用いて一意的にあらわすことができる．点 s ∈ M \Bを固定

し，LLによる像を (u1, . . . , uµf
) ∈ Conf(C, µf )とする．各 i = 1, . . . , µf に対して，Cにおいて ui から R

を結ぶ道 piを，互いに交わらず，点 u1, . . . , uµf
から近く点Rから離れたところでは道の偏角が十分小さな

非負実数であるように選ぶ．各経路 piに対して 2次元球面で表現されるホモロジー類 α′
i ∈ H2(F

−1(R);Z)
が定まることが知られており，これを道 pi に沿った消滅サイクルという．
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例 3.11. 簡単のため A1 型の普遍開折で s1 = 0をM \ Bの点として選ぶとする（実はこのとき B = ∅）．
F = x2

1 + x2
2 + x2

3 の臨界値は 0なので，0から Rを結ぶ道 p : [0, 1] −→ Cを p(t) := Rtと選ぶ．t ∈ (0, 1]

のとき，ファイバー F−1(Rt)には F−1(Rt) ∩ R3 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 |x2
1 + x2

2 + x2
3 = Rt}で定まる 2次

元球面が入っているが，t → 0の極限においてこの球面が原点に「消滅する」．この球面に向き付けを選ん
で得られる 2次ホモロジー類が，道 pに沿った消滅サイクルである．なお，F が一般の場合には，正則函
数版のMorseの補題を用いてこの例に帰着する．

定義 3.12. 各 i =, . . . , µf に対して，αi ∈ H2(f
−1(R);Z)を，上のように選んだ道 pi に沿った消滅サイク

ル α′
i ∈ H2(F

−1(R);Z)の同型写像H2(F
−1(R);Z) ∼= H2(f

−1(R);Z)による像として定める．このとき，順
序集合 (α1, . . . , αµf

)を，消滅サイクルの格別基底と呼ぶ．また，消滅サイクルの格別基底全体のなす集合
を Bf であらわす．

注意 3.13. 消滅サイクル αは 2次元球面のホモロジー類なので，If (α, α) = 2となる．

配置空間 Conf(C, µf )の基本群は braid群 Brµf
であり，生成元 {bi | i = 1, . . . , µf − 1}と関係式

bibj = bjbi (|i−j| ≥ 2), bibi+1bi = bi+1bibi+1 (i = 1, . . . , µf−2)による記述を持つ．群準同型Brµf
−→ Sµf

,

bi 7→ (i, i + 1)および (Z/2Z)µf 上の自然な Sµf
-作用を定める群準同型 Sµf

−→ AutZ(Z/2Z)µf の合成を
考えることにより，braid 群 Brµf

とアーベル群 (Z/2Z)µf の半直積 Brµf
⋉ (Z/2Z)µf が定まる．この群

Brµf
⋉ (Z/2Z)µf は，Picard–Lefschetz理論によって，以下のように消滅サイクルの格別基底全体のなす集

合 Bf に作用することが知られている:

(α1, . . . , αµf
) · bi := (α1, . . . , αi−1, rαi

αi+1, αi, αi+2, . . . , αµf
).

(α1, . . . , αµf
) · ēi := (α1, . . . , αi−1,−αi, αi+1, . . . , αµf

).

ここで ēi は (Z/2Z)µf の i番目の生成元とする．大事な性質は作用の推移性である：

命題 3.14. 群 Brµf
⋉ (Z/2Z)µf は消滅サイクルの格別基底全体のなす集合 Bf に推移的に作用する．

点 s ∈ M \ Bと 2次元球面の向き付けを変えると，一般には異なる消滅サイクルの格別基底が得ら
れるが，向き付けの自由度は集合 Bf への (Z/2Z)µf -作用による商集合 Bf/(Z/2Z)µf を考えることで消す
ことができる．したがって，点 s ∈ M \ Bと消滅サイクルの格別基底の関係性が問題になるが，この命題
により商集合 Bf/(Z/2Z)µf に braid群 Brµf

が推移的に作用することから，M \ B から Bf/(Z/2Z)µf へ
の写像が全写像になることがわかる．Looijengaの予想「deg LL = |Bf/(Z/2Z)µf |」は，適切に定められ
た開集合 U ∈ M \ Bと向き付けを忘れた消滅サイクルの格別基底の間に１対１対応を期待するものである
（Bessis [2], Hertling–Roucairol [11]も参照されたい）．

Looijengaの予想における右辺の計算の前に，ひとまずルート系の話に戻ろう．というのもルート系
Rf のルート基底についてまだ説明していなかった．点 s ∈ M \ B を固定し，上述のように道 p1, . . . , pµf

などを選んでおく．今度は点 R から出発し，pi の「右側」に沿って点 ui の直前で ui を囲むように反時
計回りにほぼ 1周し，pi にぶつかる直前から pi の「右側」に沿って点 Rに帰って来る，というようにし
て，基本群 π1(C \ {u1, . . . , uµf

}, R)の元が得られる．これを道 piに付随するループといい，liであらわす．
Picard–Lefschetz理論によって，モノドロミー表現と同型 Aut(H2(F

−1(R);Z)) ∼= Aut(H2(f
−1(R);Z))か
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ら得られる群準同型
π1(C \ {u1, . . . , uµf

}, R) −→ Aut(H2(F
−1(R);Z)) ∼= Aut(H2(f

−1(R);Z))

による li の像は αi に関する鏡映 rαi
であることがわかる．

命題 3.15 ([19]). 消滅サイクルの格別基底 (α1, . . . , αµf
)はルート系Rf のルート基底である．

このことは，判別式集合と呼ばれる M の部分集合 D を導入し，M \ D の基本群においてループ
l1, . . . , lµf

の合成と cf を定めたときに用いたループを比較することで示される．判別式集合 D・部分集合
B・集合 Bf の代数・幾何は極めて密接に関係しており，本来同時並行で解説すべきものであるが，本稿で
は内容を非常に限定し，判別式集合に関わる部分は全面的に省略することにした．

消滅サイクルの格別基底の特徴付けとして，次のことが知られている：

定理 3.16 (Deligne [7]). f を上述の ADE型特異点を定める 3変数多項式とするとき，
Bf = {(α1, . . . , αµf

) ∈ N µf

f | rα1 · · · rαµf
= cf}

が成立する．とくに，
Bf/(Z/2Z)µf ∼= {(r1, . . . , rµf

) ∈ W (Rf )
µf | r1 · · · rµf

= cf}

である．

注意 3.17. Bf およびBf/(Z/2Z)µf がそれぞれ右辺の部分集合であることは定義から明らかである．Deligne

は {(r1, . . . , rµf
) ∈ W (Rf )

µf | r1 . . . rµf
= cf}への Brµf

-作用が推移的であることを示すことで，逆向きの
包含関係を証明した．

この定理により，ADE型の多項式 f に対する消滅サイクルの格別基底の数え上げは，有限ルート系
における問題に帰着された．

4. 有限ADE型の場合

Qを階数 µの有限ルート系Rの単純ルート基底に関するCoxeter-Dynkin図形とする．ただし，ルー
ト系Rは既約とは仮定せず，Coxeter-Dynkin図形は既約なものの非交和である．また，cをRのある単純
ルート基底 B = {α1, . . . , αµ}を用いて c = rα1

. . . rαµ
とあらわされる Coxeter元とする．このとき，

e(Q) := |{(r1, . . . , rµ) ∈ W (R)µ | r1 · · · rµ = c}|

と定める．Weyl群W (R)が有限群であることから，e(Q)が正の整数であることがわかる．

定理 4.1 (Deligne [7]). Qを有限ルート系Rの単純ルート基底に関する Coxeter-Dynkin図形，Q
(v) を Q

から頂点 vと vに端点をもつ辺を取り除いて得られる Coxeter-Dynkin図形とする．このとき，漸化式

e(Q) =
h

2

∑
v∈Q0

e(Q
(v)

) (4.1)

が成立する．ただし，Q0 は Qの頂点集合，hは Coxeter元 cの位数とする．
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とくに，Rが Aµ 型ルート系の場合には，h̃0;µ+1 = e(Aµ)のもとで，漸化式 (1.2)が得られる．
漸化式 (4.1)を用いて e(Q)を求めることにより，Looijengaの予想 [14]が解決される：

系 4.2. f を ADE型多項式とする．このとき等式

|Bf/(Z/2Z)µf | = µ!

d1 · · · dµ
hµ = deg LL

が成立する．ただし，2 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dµ = hは代数的独立なW (R)不変式の次数とする．

ここで，W (R)不変式の空間とM の同一視により，dµ−i+1/hがM の斉次座標 si の次数 deg si を
与える（次の例のように，siの添え字 iは iが大きくなるにつれて次数 deg siが小さくなるように習慣的に
選んでいる）．

例 4.3 (D4 型). f = x3
1 + x1x

2
2 + x2

3 の普遍開折 F = x3
1 + x1x

2
2 + x2

3 + s1 + s2x1 + s3x2 + s4x1x2 に対し
て，deg s1 = 1, deg s2 = 2/3, deg s3 = 2/3, deg s4 = 1/3である．

deg LL =
4!

1 · 2
3 · 2

3 · 1
3

= 2 · 34 = 162.

一方で．f に付随する一般ルート系はD4型ルート系と単純ルート基底によってあらわされる Coxeter元の
組である．漸化式 (4.1)により，

e(D4) =
6

2
(3e(A3) + e(A1 ×A1 ×A1)) =

6

2

(
3e(A3) +

3!

1!1!1!
e(A1)

3

)
=

6

2

(
3(3 + 1)3−1 +

3!

1!1!1!
· (1 + 1)1−1 · (1 + 1)1−1 · (1 + 1)1−1

)
= 162

となる．

5. 一般ルート系の圏論的構成

Qに（任意の）向きを入れることによってルート系は圏化される．つまり，Dynkin箙Qを取り（こ
こでは Dynkin箙の直積として得られる非連結な箙も Dynkin箙と呼ぶことにする），その経路代数 CQ上
の有限次元加群のなすアーベル圏mod-CQやそれらの有界複体のなす導来圏 Db(CQ) := Db(mod-CQ)を
考える．例えば Q = Aµ のとき Qとして •1 → •2 → · · · → •µ という箙 Qを取ることができるが，このと
き CQは µ× µの上三角行列全体のなす（非可換）C-代数である．加群圏よりもその導来圏を用いるのは，
その見かけの複雑さにも関わらず，むしろより根源的な性質を残した簡素なものになっているからである．
というのも加群圏は Qに付加される向きの情報に極めて強く依存するが，導来圏はどのように向きを入れ
たとしてもその三角圏としての構造は変わらないからである．

導来圏から一般ルート系を導くにあたり，ルート基底の圏化としての完全例外列の概念が鍵となって
いる．そこでまず三角圏における完全例外列について簡単に述べておく．

定義 5.1. Dを C-線型な三角圏とする．また，任意の X,Y ∈ Dに対して dimC
∑

p∈Z HomD(X,Y ) < ∞
であるとする．

(i) 対象 E ∈ Dについて HomD(E,E) ∼= C, HomD(E,E[p]) ∼= 0 (p 6= 0)となるとき，E は例外的対
象であるという．
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(ii) 例外的対象 E1, . . . , El からなる列 E = (E1, . . . , El)が HomD(Ei, Ej [p]) ∼= 0 (i > j, p ∈ Z)をみた
すとき，列 E は例外列であるという．

(iii) Dにおける例外列 E = (E1, . . . , Eµ)が Dを三角圏として生成するとき，つまり E1, . . . , Eµ を含
む最小の充満部分三角圏が D全体と同値になるとき，E は完全であるという．

(iv) Dにおける完全例外列 E = (E1, . . . , Eµ), F = (F1, . . . , Fµ)についてEi
∼= Fi (i = 1, . . . , µ)が成立

するとき，E とF は同型であるという．Dにおける完全例外列の同型類全体のなす集合を FEC(D)

であらわす．

なお，例外的対象 E ∈ Dは直既約対象である．つまり，E ∼= X ⊕ Y となるならばX または Y は零
対象となる．また，本稿で登場するような導来圏は遺伝的アーベル圏Aの有界導来圏Db(A)と圏同値であ
るようなものである．つまりアーベル圏Aは任意の対象X,Y ∈ Aに対して ExtpA(X,Y ) = 0 (p ≥ 2) とな
るものであって，Db(A)における直既約対象の集合 Ind(Db(A))および例外的対象の集合 Exc(Db(A))はそ
れぞれ

Ind(Db(A)) =
⊔
p∈Z

(
Ind(Db(A)) ∩ A

)
[p] Exc(Db(A)) =

⊔
p∈Z

(
Exc(Db(A)) ∩ A

)
[p],

とあらわされる．ただし，Aの対象を 0次に集中した複体とみなすことで得られる自然な函手A ↪→ Db(A)

によって，Aを Db(A)の充満部分三角圏と同一視する．
群準同型Brµ −→ Sµ, bi 7→ (i, i+1)およびZµ上の自然なSµ-作用を定める群準同型Sµ −→ AutZ(Zµ)

の合成を考えることにより，braid群Brµと自由アーベル群Zµの半直積Brµ⋉Zµが定まる．この群Brµ⋉Zµ

は以下のように完全例外列の集合 FEC(D)に作用する：

命題 5.2 (Bondal–Polishchuk [3]). Dは完全例外列を持つ C-線型な三角圏とする．群 Brµ ⋉ Zµ は完全例
外列の集合 FEC(D)に

(E1, . . . , Eµ) · bi := (E1, . . . , Ei−1,LEi
Ei+1, Ei, Ei+2, . . . , Eµ),

(E1, . . . , Eµ) · ei := (E1, . . . , Ei−1, Ei[1], Ei+1, . . . , Eµ),

として右から作用する．ここで，対象 LEiEi+1 を完全三角形
(LEi

Ei+1)[−1] −→ Hom•
D(Ei, Ei+1)⊗ Ei

ev−→ Ei+1 −→ LEi
Ei+1,

によって定め，ei は Zµ の i番目の生成元とする．

また，Dの自己同値群 Auteq(D)が FEC(D)に
Φ(E1, . . . , Eµ) := (Φ(E1), . . . ,Φ(Eµ)), Φ ∈ Auteq(D).

として作用することにも注意しておきたい．

命題 5.3 (白石–高橋–和田 [24]). D は完全例外列 E = (E1, . . . , Eµ)を持つ C-線型な三角圏とする．D は
性質

(i) 群 Brµ ⋉ Zµ の集合 FEC(D)への作用は推移的である．
(ii) 任意の例外的対象 E′ ∈ Dに対して, ある完全例外列 E ′ で E′ を含むものが存在する．

を持つとする．このとき，以下のようにして一般ルート系 (N , I,∆re, c)が構成される：
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• N を DのGrothendieck群K0(D)と定める．
• 交叉形式 I を対称化 Euler形式 χ+ χT で定める．ただし，Euler形式 χは

χ([X], [Y ]) :=
∑
p∈Z

(−1)p dimC HomD(X,Y [p]), X, Y ∈ D

で定まるN = K0(Db(CQ))上の双線型形式とする．
• 実ルートの集合∆re は，集合 B := {[E1], . . . , [Eµ]} ⊂ K0(D)を用いて

∆re(D) := WBB,WB := 〈r[E1], . . . , r[Eµ]〉 ⊂ AutZ(K0(D), χ+ χT ),

で定める．
• Coxeter元は D上の Serre函手 S ∈ Auteq(D)と逆平行移動函手 [−1]の合成が Grothendieck群
上に誘導する自己同型として，c := [S[−1]]と定める．

なお，本稿に登場する具体的な導来圏については，条件 (i)および (ii)はいずれももみたされている
（Crawley-Boevey [5], Ringel [21], Meltzer [15]を参照）．

注意 5.4. 池田氏・白石氏・大谷氏との議論の中で，一般ルート系の構成および主張を若干修正することに
より，ここで仮定した条件 (i)および (ii)はいずれも弱められることがわかった．(i)については Brµ ⋉Zµ-

作用の各軌道が三角圏Dの自己同値群の作用で移りあえばよい．(ii)については，ルートの集合を定義する
際に，ある完全例外列に含まれるような例外的対象のみを考察すべきであった．そうすると，Dにより一
般ルート系の同型類が定まることがわかる（一般ルート系自体はいくつかの選択に依存しうる）．

Obaid-Nauman-Shammakh-Fakien-Ringel [17]はDeligneの漸化式 (4.1)をDynkin箙の導来圏Db(CQ)

によって導出した：

定理 5.5. Qを Dynkin箙，Q(v) を Qから頂点 v と v に端点をもつ矢印を取り除いて得られる Dynkin箙
とする．e(Q) := |FEC(Db(CQ))/Zµ|とするとき，

e(Q) =
h

2

∑
ν∈Q0

e(Q(v))

が成立する．ただし，Q0 は Qの頂点集合，hは Coxeter元 cの位数とする．

Qが 1頂点からなる Dynkin箙のとき．つまり Q = ~A1 のとき，Db(C ~A1)は複素ベクトル空間の有
界複体のなす導来圏 Db(mod-C)に他ならず，容易に e( ~A1) = 1であることがわかる．したがって，直ちに
e(Q) = e(Q)などすでに登場した数たちとの一致がわかるのだが，これにはもう少し深い理由がある．

定理 5.6 (Seidel [22]). f をADE型多項式，Qを f と同じ型のDynkin箙とする．このとき，三角圏の同値
Db(Fuk→(f)) ∼= Db(CQ)

が成立する．ここで，Db(Fuk→(f))は f に対する有向深谷圏の導来圏と呼ばれる三角圏である．

定理の主張における三角圏の同値はホモロジー的ミラー対称性と呼ばれる．有向深谷圏 Fuk→(f)は
消滅サイクルの格別基底を Lagrangian–Floer理論によって圏化したもので，A∞ 圏と呼ばれるものになっ
ている．また，その導来圏Db(Fuk→(f))は三角圏の構造を持つ．ホモロジー群の元である消滅サイクルを
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部分多様体（＋付加データ）に持ち上げることで，とくにその向き付け (∈ Z/2Z)を幾何学を用いて Zに持
ち上げることで，消滅サイクルの格別基底はDb(Fuk→(f))における完全例外列を定めることになる．その
ため，単写像

Bf/(Z/2Z)µ ↪→ FEC(Db(Fuk→(f)))/Zµ ∼= FEC(Db(CQ))/Zµ

が得られる．この両辺への braid群作用は整合的であり，またいずれも推移的であることから，この写像が
１対１対応である，つまり |Bf/(Z/2Z)µ| = e(Q)であることがわかる．

また，漸化式 (4.1)の意味も圏論的に説明される．アイデアについて少しだけ述べると，完全例外列
(E1, . . . , Eµ)の分類を例外的対象 Eµ およびその右半直交部分圏 E⊥

µ := {X ∈ D |HomD(Eµ, X = 0}の分
類に帰着するというものである．そこで，右半直交部分圏 E⊥

µ が再びある Dynkin箙 Q′（とくに一般的に
は非連結）を用いて Db(CQ′)とあらわされること，数え上げる際に自己同値函手の等式 (S[−1])h = [2]を
効果的に用いること（係数の h/2の由来），が要点である．

6. オービフォールド射影直線と烏賊と蛸

これまでの話をアフィンADE型や楕円型の場合に拡張するために，オービフォールド射影直線につ
いて必要最小限の準備を行っておく．

rを 3以上の整数，A = (a1, . . . , ar)を 2以上の整数の組，Λ = (λ1, . . . , λr) を P1(C)上の互いに相
異なる r点の組で λ1 = ∞, λ2 = 0，λ3 = 1と正規化したものとする．この組合せ論的データ (A,Λ)に対
して，代数幾何的対象を与えることができる．

まず，環 SA,Λ を
SA,Λ := C[X1, . . . , Xr] /(X

ai
i −Xa2

2 + λiX
a1
1 ; i = 3, . . . , r) .

で定める．さらに，r個の文字 ~Xi, i = 1, . . . , rで生成される自由アーベル群の商として定まるアーベル群

LA :=

r⊕
i=1

Z ~Xi

/
(ai ~Xi − aj ~Xj ; 1 ≤ i < j ≤ r)

を考える．このとき，SA,Λは自然にLAで次数づけられることが直ちにわかる．有限生成LA-次数付き SA,Λ-

加群の圏を grLA -SA,Λで，有限長さのLA-次数付き SA,Λ-加群のなす grLA -SA,Λの充満部分圏を torLA -SA,Λ

であらわすことにする．

定義 6.1 (Geigle–Lenzing [10]). 商スタック P1
A,Λ を

P1
A,Λ := [(Spec(SA,Λ)\{0}) /Spec(kLA)] ,

で定め，(A,Λ)型のオービフォールド射影直線またはGeigle–Lenzing重み付き射影直線 (Geigle–Lenzing

weighted projective line)という．

名前のとおり，P1 およびその上の r点 λ1, . . . , λr で位数 a1, . . . , ar の安定化群によって決まる軌道
体（オービフォールド）であって，それを代数幾何学的に述べたものである．

オービフォールド射影直線 P1
A,Λ 上の連接層の圏を coh(P1

A,Λ)で，その有界導来圏を Db(P1
A,Λ)であ

らわす．このとき，定義により，通常の射影的代数多様体における Serreの定理の類似，
coh(P1

A,Λ) = grLA -SA,Λ/tor
LA -SA,Λ
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が成立することに注意しておく．とくに，SA,Λ(~l) ~l ∈ LAの coh(P1
A,Λ)における同値類をO(~l)であらわす．

また，同じ組合せ論的データ (A,Λ)に対して，表現論的対象を与えることができる．

定義 6.2 ([24]). 関係式付き箙の経路代数 CT̃A,Λ := CT̃A/IΛ を以下の手順で定め，これを (A,Λ)型の蛸
(octopus)とよぶ．ただし，µA := 2 +

∑r
i=1(ar − 1)とする．

(i) 箙 T̃A = (T̃A,0, T̃A,1, s, t)を以下で定める :

• 頂点の集合 T̃A,0 を次のものとする：

T̃A,0 := TA,0

∐
{µA} = {1}

∐ r∐
i=1

ai−1∐
j=1

{(i, j)}

∐{µA}.

• 矢の集合 T̃A,1 は

T̃A,1 := TA,1

∐(
r∐

i=1

{fi,µA
}

)
=

 r∐
i=1

ai−1∐
j=1

{fi,j}

∐(
r∐

i=1

{fi,µA
}

)

であるとし，各矢 f の始点 s(f)と終点 t(f)は次で与えられるものとする：
s(fi,1) = 1, t(fi,1) = (i, 1), i = 1, . . . , r,

s(fi,j) = (i, j − 1), t(fi,j) = (i, j), i = 1, . . . , r, j = 2, . . . , ai − 1,

s(fi,µA
) = (i, 1), t(fi,µA

) = µA, i = 1, . . . , r.

(ii) 経路代数 kTA のイデアル IΛ を

IΛ :=

〈
r∑

i=1

λ
(1)
i fi,1fi,µA

,

r∑
i=1

λ
(2)
i fi,1fi,µA

〉
,

で定める．ここで，(λ
(1)
1 , λ

(2)
1 ) = (1, 0)および (λ

(1)
i , λ

(2)
i ) = (λi, 1), i = 2, . . . , r とする．

• bb

DD
DD

DD
DD

DEE

��
��
��
��
��
��
��
� YY

22
22
22
22
22
22
22
2

µA

• oo

(1,a1−1)

· · · oo • oo

<<zzzzzzzzz

(1.1)

•

||zz
zz
zz
zz
z

//
1

"D
DD

DD
DD

DD
• //

(r,1)

· · · // •

(r,ar−1)

•

||xx
xx
xx
xx
x (2,1)

•

""F
FF

FF
FF

FF(r−1,1)

. . .

}}{{
{{
{{
{{

. . .

!!C
CC

CC
CC

C

•
(2,a2−1)

. . . . . . . . . •
(r−1,ar−1−1)

圏 coh(P1
A,Λ)および Db(P1

A,Λ)の表現論的側面が Geigle–Lenzing [10]において研究されており，そ
の帰結として次の主張が得られる：
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定理 6.3. 三角圏の同値
Db(P1

A,Λ)
∼= Db(CT̃A,Λ)

が成立する．

注意 6.4. Clawley-Boeveyは [5]において烏賊 (squid)と呼ばれる関係式付き箙の経路代数を与えている：

•

��

µA

• oo

(1,a1−1)

· · · oo • oo

(1.1)

•

||zz
zz
zz
zz
z

//
1

"D
DD

DD
DD

DD
• //

(r,1)

· · · // •

(r,ar−1)

•

||xx
xx
xx
xx
x (2,1)

•

""F
FF

FF
FF

FF(r−1,1)

. . .

}}{{
{{
{{
{{

. . .

!!C
CC

CC
CC

C

•
(2,a2−1)

. . . . . . . . . •
(r−1,ar−1−1)

烏賊と蛸は異なるものであるが大変よく似ている．それらの代数自体は同型ではないがその導来圏は圏同値
である．とくに，群 BrµA

⋉ ZµA の集合 FEC(Db(P1
A,Λ))への作用は推移的であるので，烏賊と蛸は braid

の元と平行移動で行き来できる親戚関係にある（ただし rは変わらず，10本の足が 8本になったりするよ
うなことはない．）．

導来圏 Db(P1
A,Λ)に対して命題 5.3の構成を行うことにより，一般ルート系を系統的に導出すること

ができる．そして
χA := 2 +

r∑
i=1

(
1

ai
− 1

)
をオービフォールドEuler標数とするとき，χAの値が正か零か負かによって，まず大まかに 3種類に分類で
きる．注意 2.8で述べた，アフィン型・楕円型・カスプ型のルート系にそれぞれ対応する．とくに，χA > 0な
らば Aは (1, p, q), (2, 2, r), (2, 3, 3), (2, 3, 4), (2, 3, 5)のいずれか，χA = 0ならば Aは (2, 2, 2, 2), (3, 3, 3),

(2, 4, 4), (2, 3, 6)のいずれか，と分類されることに注意する．
とくに A = (2, 3, 3)，(2, 3, 4), (2, 3, 5)のとき，P1

A,Λは 2次元球面の正四面体群，正八面体群，正二
十面体群による商として得られる軌道体である．

7. アフィンADE型の場合

有限ルート系の場合の話をアフィン型の場合に拡張する際に問題となるのは，極めて当たり前である
が，有限であったいくつかの量が無限になってしまうことである．例えば，A = (1, 1, 1)の場合を考える．導
来圏Db(P1

A,Λ)から得られる一般ルート系はいわゆるA1型のアフィンルート系 Ã1で，I(α1, α2) = −2をみ
たすルート基底B = {α1, α2}を持ち，Coxeter元 cは積 rα1

rα2
となることがわかる．ところが，δ := α2−α1
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としたとき，c = rα1+kδrα2+kδ, k ∈ Zが成立することが容易にわかる．したがって，有限ルート系の場合
に考えた集合の安易な類似

{(r1, r2) ∈ W (Ã1)
2 | r1 · r2 = c}

はもはや有限集合ではない．もとの圏の言葉で言い換えると，導来圏 Db(P1
A,Λ)は通常の射影直線 P1 の連

接層の導来圏 Db(P1)と同値であり，
FEC(Db(P1))/Z2 = {(O(k),O(k + 1)) | k ∈ Z}

であることもすぐにわかる．
一方で，

{(I(αi, αj)) | (α1, α2)はルート基底 }

という集合（Cartan行列の集合）は，I が半正定値であるから成分として 0,±1,±2しか持ちえないので，
有限集合であることがわかる．このことから，Db(P1

A,Λ)の自己同値群Auteq(Db(P1
A,Λ))の適切な無限部分

群による FEC(Db(P1
A,Λ))/ZµA を考えれば良い有限集合が得られるのではないか，というアイデアに到達

する．
どのような部分群を考えると良いかのヒントはミラー対称性における幾何学的考察から得られる．以

下の主張には多数の研究者の様々な貢献が含まれるので，文献等は [25]にまとめたものから適宜参照され
たい．

定理 7.1. χA > 0とする．このとき，三角圏の同値
Db(P1

A,Λ)
∼= Db(CT̃A,Λ) ∼= Db(CQA) ∼= Db(Fuk→(fA))

が成立する．ここでQAはAに対応する型の拡大Dynkin箙，fA := xa1
1 +xa2

2 +xa3
3 −q−1x1x2x3, q ∈ C\{0}

である．

注意 7.2. χA > 0のとき，fA := xa1
1 + xa2

2 + xa3
3 − q−1x1x2x3 をアフィンカスプ多項式と呼ぶ．

fA の普遍開折 FA を，底空間MA := CµA−1 × (C \ {0})上大域的に，

FA := xa1
1 + xa2

2 + xa3
3 − s−1

µA
x1x2x3 + s1 +

3∑
i=1

ai−1∑
j=1

si,jx
j
i

として与えることができる．ここで注意したいのは，

deg s1 = 1, deg si,j =
ai − j

ai
, deg sµA

= χA

はすべて正であることと，π1(MA) ∼= Zということである．Lyashko–Looijenga写像 LLA : MA \ BA −→
Conf(C, µA)は不分岐正則被覆写像となり，その次数は

deg LLA =
µA!

deg s1 ·
∏r

i=1

∏ai−1
j=1 deg si,j · deg sµA

=
µA!

a1!a2!a3!χA
aa1
1 aa2

2 aa3
3

で与えられることがわかる（Dubrovin–Zhang[8]と石橋–白石–高橋 [12]の組み合わせによる帰結）．ここ
でミラー対称性のアイデアに基づくと，Db(Fuk→(fA)) に対する Bridgeland 安定性条件の空間を自己同
値群 Auteq(Db(Fuk→(fA)))の部分群で商を取ったものがMA である，と期待できる．Bridgeland安定性
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条件の空間と自己同値群のいずれも三角圏の不変量なので，結論として，π1(MA) ∼= Zと同型な部分群を
Auteq(Db(P1

A,Λ))を探すことになるのである．
ある組 (A,Λ) (ただし χA ≥ 0)およびDynkin箙Qを用いてDb(P1

A,Λ)×Db(CQ)とあらわされる三
角圏をDとする．Seidel–Thomas [23]に基づき，Dにおける球面捻り函手のなす自己同値群を考えてゆく．

定義 7.3. 対象 S ∈ D であって，S(S) ∼= S[1]および HomD(S, S[p]) ∼= C (p = 0, 1), HomD(S, S[p]) = 0

(p 6= 0, 1), をみたすものを，球面的対象という．

注意 7.4. 「Dの次元」が 1以下となるので，本来 1-球面的対象というべきものをここでは単に球面的対象
と呼んでいる．

球面的対象 S ∈ Dに対して，球面捻りと呼ばれる自己同値函手 TwS ∈ Auteq(D)を
Hom•

D(S,X)⊗ S −→ X −→ TwS(X), X ∈ D

により定義する．また，球面捻りで生成される Auteq(D)の部分群を ST(D)であらわす．

注意 7.5. ST(D)という名前は，Seidel–Thomasおよび Spherical Twistにちなんで，[18]で導入したもの
である．

詳細は省略するが，群 ST(D)はリーマン面の写像類群の類似物で，とくに球面捻りは Dehn捻りの
類似物である．そして，以下の補題は，写像類群における「Alexander method」の類似物で，完全例外列
の数え上げの帰納的構造に極めて重要な役割を果たす．

補題 7.6 (大谷–白石–高橋 [18]). E ∈ Dを例外的対象，S ∈ Dを球面的対象とする．TwS(E) ∼= E となる
必要十分条件は S ∈ E⊥ となることである．とくに

ST(E⊥) ∼=
〈
TwS ∈ ST(D) | S は Dの球面的対象, TwS(E) ∼= E

〉
が成立する．

これでようやくアフィン型に対する主張を述べる準備が整った．

定理 7.7 ([18]). χA > 0のとき，ST(Db(P1
A,Λ)) = 〈(−)⊗O(~cA)〉 ∼= Zが成立する．ただし，~cA := a1 ~X1 =

· · · = ar ~Xr とする．また，
e(P1

A,Λ) := |FEC(Db(P1
A,Λ))/〈ST(Db(P1

A,Λ)),ZµA〉|

とするとき，漸化式

e(P1
A,Λ) =

1

χA

∑
v∈(QA)0

e(Q
(v)
A ) +

3∑
i=1

ai

ai−1∑
j=1

(
µA − 1

j − 1

)
· e(P1

A(i,j),Λ
) · e( ~Aj−1), (7.1)

が成立する．ここで，Q(v)
A は拡大Dynkin箙から頂点 vと vに端点をもつ矢印を取り除いて得られるDynkin

箙，A(i,j) := (a1, . . . ai−1, ai − j, ai+1 . . . , ar)， ~Aj−1 は Aj−1 型の Dynkin箙，e( ~A0) := 1とする．

注意 7.8. 導来圏 Db(P1
A,Λ)の例外的対象は P1

A,Λ 上の連接層の平行移動であり，P1
A,Λ 上の連接層はベクト

ル束であるか，点に台をもつ層のいずれかである．式 (7.1)の第 1項は Eµ として P1
A,Λ 上の例外的ベクト

ル束を選ぶことに対応し，第 2項は Eµ として点 λi 上に台を持つ例外的層を選ぶことに対応する．
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Deligneによる漸化式 (4.1)やこの漸化式 (7.1)，後で出てくる楕円型の場合の漸化式 (8.1)のいずれ
も，例えば Abelの恒等式

(x+ y)n =

n∑
j=0

(
n

j

)
(x− j)n−jy(y + j)j−1

およびこれから導かれる恒等式を用いることで，一般項を求めることができる：

系 7.9. 等式
e(P1

A,Λ) =
µA!

a1!a2!a3!χA
aa1
1 aa2

2 aa3
3

が成立する．とくに，e(P1
A,Λ) = deg LLA である．

例 7.10. A = (1, 1, 1)のとき，µA = 2，χA = 2である．e(P1
A,Λ) =

1
2 (2e(

~A1)) = 1 = 2!/1!1!1!2! · 111111.

例 7.11. A = (1, 1, 2)のとき，µA = 3，χA = 3/2である．

e(P1
A,Λ) =

2

3
· e( ~A2) · 3 + 2 · 1 · e(P1

(3,1),Λ) · e( ~A0) =
2

3
· 3 · 3 + 2 · 1 · 1 · 1 = 8 =

3!

1!1!2! 32
111122.

注意 7.12. A = (1, p, q)のとき，対称群の元 (1 · · · p)(p+ 1 · · · p+ q)の互換による分解の総数
h̃0;p,q :=

∣∣{(r1, . . . , rµA
) ∈ SµA

µA
| r1 · · · rµA

= (1 · · · p)(p+ 1 · · · µA), riは互換 }
∣∣ .

について，
h̃0;p,q =

(p+ q − 1)!

(p− 1)!(q − 1)!
ppqq = deg LLA

となることが知られている（Arnold [1], Dubrovin–Zhang [8]）．このとき，漸化式 (7.1) は Hurwitz 数
h0;p,q :=

h̃0;p,q

gcd(p,q)pq に伴う cut-and-join方程式に他ならない．実際，F(1,p,q)を 1変数化することにより，MA

を底空間とする有理函数の族

Fp,q = xp +
(sµA

x

)q
+ s1 +

p−1∑
j=1

s2,jx
j +

p−1∑
j=1

s3,j

(sµA

x

)j
が得られるが，これが対応する Riemann球面上の有限分岐被覆の族を与えている．

8. 楕円DE型の場合

最後に楕円型，つまりχA = 0となる場合，について簡単に触れておく．χA = 0となるAは (2, 2, 2, 2),

(3, 3, 3), (2, 4, 4), (2, 3, 6)のみであり，導来圏Db(P1
A,Λ)から得られる一般ルート系はそれぞれD

(1,1)
4 , E

(1,1)
6 ,

E
(1,1)
7 , E

(1,1)
8 と呼ばれる 4種類の一般ルート系であって，とくに楕円ルート系と呼ばれるものである（楕

円ルート系の詳細は [20]を参照されたい）．

定理 8.1 (Takahashi–Zhang [26]). χA = 0のとき，群 ST(Db(P1
A,Λ))は braid群 Br3 のある部分群と同型

であって，ST(Db(P1
A,Λ))/Z[2] ∼= Γ(`A)をみたすものである．ここで，Γ(`A)は

Γ(`A) =

{(
a b

c d

)∣∣∣∣∣ a, d ≡ 1 (mod `A), b, c ≡ 0 (mod `A)

}
,

で定義される SL(2;Z)の主合同部分群であり，A = (2, 2, 2, 2), (3, 3, 3), (2, 4, 4), (2, 3, 6)に対して，それぞ
れ `A = 2, 3, 4, 6と定める．
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さらに，
e(P1

A,Λ) := |FEC(Db(P1
A,Λ))/〈ST(Db(P1

A,Λ)),ZµA〉|

とするとき，漸化式

e(P1
A,Λ) =

r∑
i=1

ai

ai−1∑
j=1

(
µA − 1

j − 1

)
· e(P1

A(i,j),Λ
) · e( ~Aj−1) ·

[Γ : Γ(`A)]

`A
(8.1)

が成立する．ここで，Γ(`A)は商写像 Γ := SL(2;Z) −→ Γ := SL(2;Z)/{±1}による Γ(`A)の像である．

系 8.2 ([26]). χA = 0のとき，

e(P1
A,Λ) =

µA!

a1! · · · ar!
aa1
1 · · · aar

r ·

r∑
i=1

a2i (ai − 1)

2µA
· [Γ : Γ(`A)]

`A

が成立する．とくに，

|FEC(Db(P1
A,Λ))/Γ| =

e(P1
A,Λ)

[Γ : Γ(`A)]
=

µA!

a1! · · · ar!
aa1
1 · · · aar

r ·

r∑
i=1

a2i (ai − 1)

2`AµA

である．

一方で，単純楕円型特異点を定める多項式を Legendre標準形で与える：
f
E

(1,1)
6

:= x2(x2 − x1)(x2 − λx1) + x3
3, f

E
(1,1)
7

:= x1x2(x2 − x1)(x2 − λx1) + x2
3,

f
E

(1,1)
8

:= x2(x2 − x2
1)(x2 − λx2

1) + x2
3.

これらの普遍開折を，底空間M
E

(1,1)
k

:= CµA−1 × (C \ {0, 1})上大域的に.

F
E

(1,1)
6

:= x2(x2 − x1)(x2 − λx1) + x3
3 + s1 +

7∑
i=2

siφi(x1, x2, x3),

F
E

(1,1)
7

:= x1x2(x2 − x1)(x2 − λx1) + x2
3 + s1 +

8∑
i=2

siφi(x1, x2, x3),

F
E

(1,1)
8

:= x2(x2 − x2
1)(x2 − λx2

1) + x2
3 + s1 +

9∑
i=2

siφi(x1, x2, x3),

として与えることができる．ただし，φi(x1, x2, x3)は次数 1以下の単項式で，{1, φ1, . . . , φk+1, ∂fE(1,1)
k

)/∂λ}
が Jacobi環 C[x1, x2, x3]/(∂fE(1,1)

k

), k = 6, 7, 8の基底をなすものとする．

注意 8.3. Milnor数 dimC C[x1, x2, x3]/(∂fE(1,1)
k

)は k + 2であり，µA = a1 + a2 + a3 − 1に等しい．

注意 8.4. Hを複素上半平面とするとき，複素多様体としての同型 C \ {0, 1} ∼= H/Γ(2)が存在する．
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定理 8.5 (Hertling–Roucairol [11]). F
E

(1,1)
k

, k = 6, 7, 8により定まる Lyashko–Looijenga写像 LL
E

(1,1)
k

:

M
E

(1,1)
k

\ B
E

(1,1)
k

−→ Conf(C, µA)の次数 deg LL
E

(1,1)
k

は

deg LL
E

(1,1)
k

=
(k + 2)!∏k+1
i=1 deg si

·

(
1

2

k+1∑
i=2

1

deg si

)
で与えられる．ここで，deg s1, . . . , deg sk+1 は具体的に

E
(1,1)
6 : 1,

2

3
,
2

3
,
2

3
,
1

3
,
1

3
,
1

3
, E

(1,1)
7 : 1,

3

4
,
3

4
,
2

4
,
2

4
,
2

4
,
1

4
,
1

4
,

E
(1,1)
8 : 1,

5

6
,
4

6
,
4

6
,
3

6
,
3

6
,
2

6
,
2

6
,
1

6
,

で与えられる．

ここで再びミラー対称性のアイデアに基づくと，Db(Fuk→(f
E

(1,1)
k

))に対するBridgeland安定性条件
の空間を自己同値群 Auteq(Db(Fuk→(f

E
(1,1)
k

)))の部分群で商を取ったものがM
E

(1,1)
k

である，と期待でき
る．Bridgeland安定性条件の空間と自己同値群のいずれも三角圏の不変量なので，π1(ME

(1,1)
k

) ∼= Γ(2)と
同型なAuteq(Db(P1

A,Λ))の部分群による FEC(Db(P1
A,Λ))の商を考えることになる．そして実際に次の結果

が得られる：

系 8.6. A = (3, 3, 3), (2, 4, 4). (2, 3, 6)のとき，

|FEC(Db(P1
A,Λ))/Γ(2)| =

e(Db(P1
A,Λ))

[Γ : Γ(`A)]
· [Γ : Γ(2)] =

µA!

a1! · · · ar!
aa1
1 · · · aar

r ·

r∑
i=1

a2i (ai − 1)

2`AµA
· 6,

は degLL
E

(1,1)
k

と一致する．

注意 8.7. A = (2, 2, 2, 2) のとき，Hertling–Roucairol の定理で deg s1 = 1, deg s2 = deg s3 = deg s4 =

deg s5 = 1/2とおいて形式的に degLL
D

(1,1)
4
を定めることにより，等式 e(P1

A,Λ) = degLL
D

(1,1)
4
が得られる．

とくにこの等式は Hurwitz数 h0;1,1,1,1に関する cut-and-join方程式と ELSV公式の等価性をあらわす．よ
り正確には，M

D
(1,1)
4

= C5 ×Hを底空間とする有理型函数の族

F
D

(1,1)
4

= s22℘(z; τ) + s23℘(z +
1

2
; τ) + s24℘(z +

τ

2
; τ) + s25℘(z +

1 + τ

2
; τ) + s1

と F
D

(1,1)
4
の対称性 z 7→ −zの組によって degLL

D
(1,1)
4
を定めることで，このことが正当化される．
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